Dagens amnen Deriveringsoperatorn [

o Linjira ODE av ordning 2. o D f(x) betyder samma sak som f’(z).

o Deriveringsoperatorn D. o Liten forskjutning i betydelse.
o Nir vi skriver f’ har vi deriverat.
o Nar vi skriver D f skall vi derivera.

o Losningsstruktur.

o Linjdra ODE av ordning 2 med konstanta
koefficienter.

o Homogena 16sningen.
» Partikulédrlosningen.
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Deriveringsoperatorn [ Linjara ODE av ordning 2

o Linjaritet
» D(f +g) = Df + Dy,

oy +alz)y +b(x)y = f(x),

« D\f) = ADf, A —konstant, o Med D kan ekvationen skrivas
o f" = D(f') = D(Df) = D, D*y + a(x) Dy + b(z)y =
o " = D(f") = D(D*f) = D*f = (D*+a(z)D +b(x)) y =
o f(n) = D"f _P(D)

= P(D)y = f(z)
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Linjara ODE av ordning 2

Losningsstruktur, SATS 9.1, sid 395

o Linjdriteten hos D gor att D* och P(D) blir
linjéra.
o P(D) kallas en
laingdr differentialoperator

av ordning 2.
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Terminologi

o yp, kallas den homogena 16sningen
eftersom den &r l1osning till den homogena
ekvationen P(D)y = 0.

o Y, kallas en partikulérlosning till
P(D)y = f(x) (jamfor engelska ordet
“particular” som betyder speciell)
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Samtliga l6sningar y(x) till

kan skrivas pa formen

y(@) = yn() + yp(z)

dar y, dr en losning till P(D)y(x) = 0 och
yp(x) dr en 16sning till P(D)y(x) = f(x).
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Terminologi

o Polynomet P(r) = 7%+ ar + b kallas det
karakteristiska polynomet

till operatorn

P(D)y = (D*+aD + by =y" + ay + by.

o Ekvationen P(r) = 0 kallas den
karakteristiska ekvationen
till P(D)y.
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SATS 9.2, sid 397

Betrakta den homogena ekvationen
y'+ay +by = P(D)y =0

och lat ry, ro vara nollstédllena till den
karakteristiska ekvationen P(r) = 0.
Da ges samtliga losningar av

(z) = { Cie"" + Che™"  om ry # 19

Y e (Cix+ Cy)  omry =19
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Bevis av SATS 9.2

Antag att 71,79 P(r1) =13 +ar; + b =0, P(ry) = 0 och sitt
y(x) = e z(x). Da géller
y = D(e"z(x)) = " (riz + 2)

y' = D*(e™z(x)) = D(e"(r1z + 2'))
=" (ri(rz+2) +rmd+2") =

=" (r2z 4+ 2r12 + 2")
Inséttning i ekvationen ger
P(D)(e""z(x)) = y" +ay' + by =
= " (riz4+2r1 2/ +2")+a(e ”T(rlerz ))+be 2 =
=" (" 4+ 2 (2r  +a) + 2 (ri 4+ ar, + b)) =
=P(r1)=0
=" (2" —1—2 "(2r1+a)) =0 <
— "+2(2r1+a)=0
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Bevis av SATS 9.2

Vilka exponentialfunktioner €™ 16ser ekvationen
y'+ay +by=P(D)y=07?

y=e" = D* = D*"") = D(re"*) = rD(e"™) = r’e’*
Insdttning i ekvationen ger

Y'+ay +by =1’ +are’™ +be’ =€ (r +ar+b) =
~——
=P(r)

=eP(r)=0 < P(r)=0.

Foljaktligen, y = €™ loser P(D)y = 0 omm P(r) = 0. Finns det
fler 16sningar? Ja, linjdriteten ger att y = Ae™, A =konstant loser
ekvationen. P(D)(Ae™) = AP(D)e™ = A-0 = 0.

Finns det annu fler varianter?
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Bevis av SATS 9.2

Sambandet mellan rotter och koefficienter (Grunken!) ger

a=—(r+mr)=2r+a=2r—r —ry=r; —To.
Hjdlpekvationen &r alltsa 2" + (r; — r2)2" = 0. Sétt u(z) = 2/(z).

Da fas ekvationen  u’ + (r; — r2)u = 0 som ér en linjir ODE av
ordning 1! Losningen till denna kan vi, den ar

u= Aem® =

Aterstar att integrera 2’. Tva fall: (a) 7, #ro.  (b) 71 = 7.
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Bevis av SATS 9.2

(a) rm#ro— z—A/e(””)zdx— el 4 0y =

o — T
N——
Ca
— =" 2=¢"1"(C) + Crel2 ) =C e + Che™”

b)) m=rm=u=2=A=C = z=Ciz+C,

=y ="z = (Cix + Cy)e"”

V5SB!
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Om 71 och ry ar komplexa??

Omri =a+1i8, r9 =a— 10 sa blir
y = e (C} cos fx + Cysin fx).

Svara alltid pa denna form!
Anvind bara formen

yp = Ae(a+iﬂ)x+Be(a—i5)x

om det behovs som mellanled. Losningarna till
en reell differentialekvation skall uttryckas pa
reell form.
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SATS 9.2, sid 397

Betrakta den homogena ekvationen
y'+ay +by = P(D)y =0

och lat ry, ro vara nollstéallena till den
karakteristiska ekvationen P(r) = 0.
Da ges samtliga l6sningar av

y(z) = { Cie"* 4+ Coe™"  om ry # 19

e (Crx+Cy)  omr; =1y
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Partikularlosningar

y'+ay +by = P(D)y = h(z)
De hogerled h(x) vi skall hantera ar
@ h(z) =polynom
@ h(x)=e"
@ h(z) = sin fx, cos fx
© Summor och produkter av 1.-3.

Téank: “Hur skall jag vilja y for att P(D)y skall
bli av samma typ som det sokta hogerledet?”
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Begynnelsevillkor, randvillkor

o ODE av ordning 1: En fri konstant. Behover
ett villkor for att bestimma konstanten, typ

y(a) =b.

o ODE av ordning 2: Tva fria konstanter.
Behdover tva villkor for att bestdmma
konstanterna, typ

R
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