
Exempel 5

Finns det en funktion f med följande egenskaper:

f är kontinuerlig p̊a [0,∞[ och f(x) ≥ 0,

för varje heltal n ≥ 0 är f(x) obegränsad p̊a [n,∞[,∫ ∞

0

f(x)dx är konvergent.

Motivera att en s̊adan funktion inte kan finnas eller konstruera
en funktion med ovanst̊aende egenskaper.
Lösning: Det finns en funktion som har de efterfr̊agade
egenskaperna! Observera att detta är en avgörande skillnad
mellan serier (vars termer g̊ar mot noll om serien är konvergent)
och generaliserade integraler.
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Det finns m̊anga sätt att konstruera en s̊an här funktion. Ett sätt
är följande:
L̊at Tk vara en triangel med bas 4−k och höjd 2k, d v s basen
minskar mot 0 och höjden ökar mot ∞ d̊a k →∞ och

arean av Tk = Ak =
1

2
bas·höjd =

1

2
·4−k·2k =

1

2
·
(
22
)−k ·2k =

= 2−1·2−2k·2k = 2−k−1 → 0

d̊a k →∞.
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Vi avst̊ar fr̊an att ge en formel för hur den sökta funktionen skall
se ut, utan nöjer oss med att beskriva dess graf.

1 ≤ x < 1 +
1

4
graf T1, 1 +

1

4
≤ x < 2 graf f = 0,

2 ≤ x < 2 +
1

42
graf T2, 2 +

1

42
≤ x < 3 graf f = 0,

3 ≤ x < 3 +
1

43
graf T3, 3 +

1

43
≤ x < 4 graf f = 0,

4 ≤ x < 4 +
1

44
graf T4, 4 +

1

44
≤ x < 5 graf f = 0

och s̊a vidare.
Grafen till f best̊ar allts̊a av x-axeln för det mesta, d v s f = 0,
men till höger om x = k ligger triangeln Tk som blir högre och
smalare ju större k blir. Följaktligen uppfyller f de tv̊a första
kraven i uppgiften.
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Återst̊ar att beräkna integralen. D̊a värdet av denna är den
samlade arean under grafen följer det att

∫ ∞

1

f(x)dx =
∞∑

k=1

(arean av Tk) =
∞∑

k=1

2−k−1 =
2−2

1− 1
2

=
1

2

d̊a summan är en konvergent geometrisk serie med första term

= 2−2 och kvot =
1

2
.
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