
Exempel 8

Beräkna
∞∑

k=0

k + sin(kπ/2)

3k
.

Lösning: Vi delar upp serien i tv̊a delar. Under förutsättningen
att vi visar att dessa är konvergenta s̊a är det till̊atet. Allts̊a,

∞∑

k=0

k + sin(kπ/2)

3k
=
∞∑

k=0

k

3k
+
∞∑

k=0

sin(kπ/2)

3k
.

Vi börjar med den andra serien och skriver ut n̊agra termer.
∞∑

k=0

sin(kπ/2)

3k
=

sin(π/2)

3
+

sin(π)

32
+

sin(3π/2)

33
+

sin(2π)

34
+ . . .

=
1

3
− 1

3

3

+ . . .

och vi ser att sin(kπ/2) = 0 om k är jämnt och
sin((2l + 1)π/2) = (−1)l för heltal l ≥ 1.
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Detta gör att den andra serien kan skrivas
∞∑

k=0

sin(kπ/2)

3k
=

[
k = 2l + 1

]
=
∞∑

l=0

(−1)l

32l+1
=

1

3

∞∑

l=0

(
−1

9

)l

=

=

[
geometrisk

kvot = −1/9

]
=

1

3
· 1

1 + 1/9
=

3

10
.

För att hantera den första serien sätter vi f(x) =
∞∑

k=0

kxk.

Konvergensradien är R = 1 (varför?) och för |x| < 1 gäller att
∞∑

k=0

kxk = x
∞∑

k=0

kxk−1 = x
∞∑

k=0

d

dx

(
xk
)

= x
d

dx

∞∑

k=0

xk =

= x
d

dx

(
1

1− x

)
=

x

(1− x)2
.
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Med x =
1

3
erh̊aller vi att

∞∑

k=0

k

3k
=

1/3

(1− 1/3)2
=

3

4
.

Eftersom b̊ada serierna är konvergenta gäller att

∞∑

k=0

k + sin(kπ/2)

3k
=

3

4
+

3

10
=

21

20
.
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