Exempel 9

Bestam 16sningen till ekvationen

y'—2xy =0, y(0)=0, y(0)=1
i form av en potensserie.
Losning: Vi skall 16sa ekvationen pa tva sitt.
Alternativ 1: Vi utnyttjar att ekvationen &r linjar av 1:a
ordningen i y'. Integrerande faktorn &r e~ s& efter att ekvationen
multiplicerats med denna fas

d
— (eﬂ”zy'> —0 = Y =C = ¢ =Ce”

dz
Y(0)=1=0"=C <= C=1=

o0

() = e = —x%
2%
=0

och serien ér konvergent for alla = € R.
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Alternativ2: Antag att ekvationen har en 16sning pa formen
o

y(x) = Z cx® och att denna konvergerar for |z| < R for nagot

k=0
R > 0. Derivering och inséttning i ekvationen ger

y = Z kepr* ™ =y = Z k(k —1)cpr*? =
k=1 k=2
y" — 2y —Zk — 1epa® Q—Qkackx 1=
k=2

i k(k—1) ck:r Z 2kepat.
k=2 k=1
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Integration av potensserien ger

y(x) = /edw—/z

2k+1

o0

1/ %
g — | 2%dx =
Ok!

v +C, y0)=0=C =

K2k + 1)
‘,L,Qk—&-l

K2k + 1)

M+ 11+

= y(z) =

~
Il

0

och denna potensserie har samma konvergensradie, R = oo, enligt
Sats 10.16.
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For att kunna skriva seriernas summa som en potensserie skriver
vi om serien for y”.

@i
I
[

k—2=n
k(k — D)epah™? = =
( e [k;—2<:>n—0}

=
[|

2

M

(n+2)(n+ 1)cpqon” =

Il
=}

n

=y —2xy = Z(kz +2)(k + 1)cpoa® — Z 2kcpat =
k=0 k=1

=2y + Z ((k+2)(k+ Dcpe — 2keg) 2*) =0 =

< =0, (k+2)(k+ )Ck+2—2k}6k20, k>1.
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Vi far da
2k

T )k+ )™

22

———————— ;=083 =0
(2+2)(2+1)CQ Sa Cop

Day(0) =cp=0,c=0ger ¢4 =

for alla & > 0.
For udda & = 2n — 1 kan rekursionsformeln skrivas

22n — 1)
C(on— = Cop, = Cop—1 =
CnD2 = Cntd = (o T oy (o — 1)+ 1) 2
2(2n — 1) 2n —1

@n+ D)) > ' T Ent
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Det ar inte nédvéndigt att hitta ett uttryck for koefficienterna pa
det sétt vi gjorde nu. Det viktiga &r att man dnda kan berikna
konvergensradien med hjilp av rekursionsformeln och

kvotkriteriet. Med a,, = cony122" ™! fas
2(n+1)+1 2n+3
1| |Comin 2T e s ] 223
an Conp122mH! Cont1| |20 H

2 2(n+1)—1 B
i rekursionsformeln] = Il 2n+1)+1)n+1)
9 2n+1
| 2n+3)(n+1)

[ Byt n mot n + 1

=z —-0<1

da n — oo, dvs serien konvergerar for alla z € R.
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1
n=0

och kvotkriteriet ger pa vanligt sitt R = oo.

" = — - = = _
Cont (2n+ 1)n! y(@) Z (2n + 1)n!$
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