
Dagens ämnen

Maclaurinserier

Lösning av ODE med potensserier
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ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ rn+1(x) =

=
n∑

k=0

xk

n!
+ rn+1(x)

rn+1(x) =
eξ

(n+ 1)!
xn+1 → 0

för varje fixt x d̊a n→∞.
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Följaktligen gäller för alla x ∈ R att

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
.

Gör p̊a samma sätt för alla de andra
standardutvecklingarna.
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sinx =
∞∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
, x ∈ R

cosx =
∞∑

k=0

(−1)kx2k

(2k)!
, x ∈ R

ln (1 + x) =
∞∑

k=1

(−1)k−1xk

k
, −1 < x ≤ 1
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(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
xk, −1 < x < 1

arctanx =
∞∑

k=0

(−1)kx2k+1

2k + 1
, −1 ≤ x ≤ 1

Följer ur entydighetssatsen för Maclaurinutvecklingar

att om f(x) =
∞∑

n=0

anx
n s̊a är an =

f (n)(0)

n!
.
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Om serien konvergerar i n̊agon av
konvergensintervallets ändpunkter s̊a konvergerar den
mot funktionsvärdet.
Detta ger, t ex att

arctan 1 =
π

4
=

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1

ln (1 + 1) = ln 2 =
∞∑

k=1

(−1)k−1

k
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ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
− 1

10
+ . . .

1

2
ln 2 =

1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+

1

7
− 1

8
+

1

9
− . . .

)
=

=
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− . . .

7 / 9

Maclaurinserier

ln 2 +
1

2
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3

2
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3

2
ln 2 = ln 2 ???

Att det blir p̊a detta sätt beror p̊a att Maclaurin-serien
för ln (1 + x) är konvergent men INTE
absolutkonvergent för x = 1.
En s̊adan serie kallas betingat konvergent och i
s̊adana f̊ar man inte stuva om bland termerna som
man vill.
Det f̊ar man i absolutkonvergenta serier.
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