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1
Definiera funktionen sinh(z) = = (¢” — ¢~*) for z € R. Denna

funktion har en invers som brukar kallas arsinh(z) for « € R.
Hérled Maclaurinutvecklingen av ordning 4 for arsinh(z).
Loésning: Om man vill kan man riakna ut inversen (6vning 2.84 i
boken). Da fas

arsinh(z) = In (:v +V1+ $2)

som brukar ga under namnet “komma-ihag-primitiven” da dess
derivata ar
1

Dln(x+m) =
= /ﬁx?:ln(l‘—i—m)—i—a
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Da vi har ett konkret uttryck for den aktuella funktionen kan
man forstas sitta igang och Maclaurinutveckla pa vanligt sitt. Vi
skall istéllet utnyttja entydigheten hos Maclaurinutvecklingen.

f(z) = sinhz = % (" —e ™) =

_1 1 2 1 3 1 4 5
=g\ l+ztga + g0+ 4 +0(z°) —

1, 1., 1,
— <l—x+2x2—3!m3+4!x +(’)(x5)>> —
1 .

Notera likheterna med Maclaurinutvecklingen av sin x.
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Observera att sinhz &r udda (precis som sinx), dvs
sinh (—2) = = (e* —e ™) = - (¢" —¢™*) = —sinhuz.

Darmed har dven inversen denna egenskap vilket har som
konsekvens att Maclaurinutvecklingen endast innehaller udda
potenser. Vi kan dérmed anta att Maclaurinutvecklingen av
arsinh x ar

arsinh x = a1z + asz® + (’)(x5) .

Eftersom sinh x och arsinh z &r varandras inverser géller
arsinh (sinh z) = z,

dvs x ar Maclaurinpolynomet av varje ordning storre én eller
lika med 1 till arsinh (sinh x).
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Maclaurinutveckling ger

1 1
arsinh (sinh z) = arsinh <x+3|x3+5|x5+(’)(9@7)> =

1 1 K
= <x+3!x3+(9($5)) +as (m+?)!x3+(’)(x5)> +

1 5
+(’)<<x+3!x3+(9(9€5)> ) =
3 1 5
=ar+zx a16+a3 +(9(:17):x.
Ur entydighetssatsen foljer da att

1 3
a1 + a16+a3 T

ocksa &r maclaurinpolynom av ordning 4 till arsinh (sinh z).
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Foljaktligen maste

1
a1r + <a16 + a3> 3 och x varasamma polynom <=
{ a =1, {(11 =1,
ap = aq 1.
—_— == O = —_—— = ——
6 + as as 6 6

Vi far )
arsinhz = z — 62:3 + (’)(x5) .

Notera att detta dr samma utveckling som for sin z upp till
ordning 4 (sen skiljer de sig at).
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