
Exempel 6, Lagrange.

Bestäm ett polynom p(x) s̊adant att

|ln (1 + x)− p(x)| < 1

300
d̊a |x| ≤ 1

4
.

Lösning: Sätt f(x) = ln (1 + x) och beräkna s̊a m̊anga derivator
att du ser systemet.

f ′(x) =
1

1 + x
, f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
, f

′′′
(x) =

2

(1 + x)3
,

f (4)(x) = − 2·3
(1 + x)4

, f (5)(x) =
2·3·4

(1 + x)5
, . . .

f (n)(x) = (−1)n−1
(n− 1)!

(1 + x)n
.
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Exempel 6, Lagrange.

Med hjälp av standardutveckling och formeln för den n:e
derivatan f̊ar vi

ln (1 + x) = x− x

2
+ . . .+

(−1)n−1xn

n
+

(−1)nn!

(n+ 1)!

xn+1

(1 + ξ)n+1

= x− x

2
+ . . .+

(−1)n−1xn

n
+

(−1)n

n+ 1

xn+1

(1 + ξ)n+1

för n̊agot ξ mellan 0 och x.
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Exempel 6, Lagrange.

L̊ater vi p(x) =Maclaurinpolynomet

och |x| ≤ 1/4 f̊ar vi att

−1

4
≤ ξ ≤ 1

4
s̊a att

| ln (1 + x) − p(x)| =
∣∣∣∣(−1)n

n+ 1

xn+1

(1 + ξ)n+1

∣∣∣∣ =
|x|n+1

(n+ 1)(1 + ξ)n+1
≤

≤ 1

(n+ 1)(4(1 + ξ))n+1
≤ 1

(n+ 1)(4(1− 1
4
))n+1

=

=
1

(n+ 1)(43
4
)n+1

=
1

(n+ 1)3n+1
.

D̊a 34 = 92 = 81 och 4·81 = 324 s̊a ser vi att n = 3 duger, ty d̊a är

|ln (1 + x)− p(x)| ≤ 1

(3 + 1)33+1
=

1

324
<

1

300
.
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