TATA42 Envariabelanalys, del2

e Foreldsare och examinator: Ulf Janfalk
o Kurshemsida:
http://courses.mai.liu.se/GU/TATA42/

Dér finns det mesta om kursen. Allt extra som visas under
foreldsningarna kommer att ldggas upp under fliken
“Extramaterial”.

Approximation

e Vill approximera “kranglig” funktion med enklare, t ex
polynom.
e Tva varianter:

o Global approximation: skall funka pa “langt” intervall.
o Lokal approximation: skall funka “néra” viss punkt.

oss for att méta felet.

e Vad som ér “bésta” approximationen beror pa hur vi bestamt
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Dagens d&mnen

o Maclaurins formel.

o Taylors formel.

o Restterm i ordo-form.

o Elementédra Maclaurinutvecklingar.

o Nagra enkla tillimpningar.
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Taylors och Maclaurins formel

Taylor och Maclaurin: Lokal approximation.

Maclaurins formel: approximation med polynom “néra”
xz=0.

T = a.

Taylors formel: samma som Maclaurin men for godtyckligt z,

Taylors formel kom forst (1715) och Maclaurins senare (1742).




Maclaurins formel

Maclaurins formel

e Antag att f har kontinuerliga derivator atminstone upp till
ordning n + 1.

e Vill approximera f med termer av typ ", dvs
f(x) =ao+ a1z + ax® + asx® + ..+ apa™ + Tni1(T)

och dar felet 7,,1(x) dr litet jamfort med sista termen a,x".

e Hur skall vi vilja koefficienterna?.

Sats 8.1 (Maclaurins formel, sid 352)

Om f € C™™ i en omgivning av 0 s har f Maclaurinutvecklingen

f(0)

n!

10, 10)

f(x) = f(0)+f'(0) 5 o R " +71,01(x)

dér resttermen r, 1 (z) kan skrivas pa formen

Tn+1(x) = O (:L,n+1)

for x nara 0.

Aterkommer senare till vad O (x"“) betyder.

Observera att da “z néra 07 sa ér efterfoljande term i

utvecklingen mycket mindre &n féregangaren.
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Maclaurinpolynomet

Maclaurinutveckling av cos x, x “nara” 0

Definition 8.1 (Maclaurinpolynomet, sid 351)

Polynomet

1" " (n)
pa(®) = £(0) + F(0)z + f2(!0)x2 .1 3(!0)3:3 +o41 n!(O)xn

kallas Maclaurinpolynomet av ordning n till f.

OBS!! Vi sdger ordning inte grad eftersom p, har grad < n om
Fm(0) =o.
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2 xt b 8
cosa:zl—a—l—ﬂ—ﬁ—i—(?(x)
4,
y
2,

Plot av cosz tillsammans med sitt Maclaurinpolynom av ordning
7 (och grad 6).




Maclaurinutveckling av cos x, x “néra” 0

Plot av cos z— Maclaurinpolynomet av ordning 7 (och grad 6).
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Taylors formel

Ordoaritmetik, |x| < 1

O (1) =begransad funktion, ej konstant. Samma
storleksordning som en konstant.

O (z") =2"0 (1) = 2”0 (")
O@E")+0 (@) =0(z") omn <m.
O(z")- O (™) =0 (z"*)

O(z") =0 (") = O (2")

Q000600
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Taylors formel

Byt variabel sa att x = a svarar mot nya variabeln ¢ = 0.
Satt x = a + t.
Da ér g(t) = f(a+1t) och g(t) ér lika deriverbar som f(z).

Foljaktligen kan vi anvinda Maclaurins formel pa g(t).

Hur far vi till motsvarande formel néira en godtycklig punkt?
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Sats 8.2 (Taylors formel, sid 354)

Om f€C™! i en omgivning av x=a sa har f Taylorutvecklingen

£&) = fla) + F@ - )+ L@ — a2y
"(a (n) a
+ f3(! )(:E—a)3+...+ / n'( )(w—a)"+rn+1(x)

dér resttermen 7,1 (z) kan skrivas pa formen

Fnt1(z) = O ((z — a)™*)

for x nara a.

Observera att da x ar “nédra a” sa &r efterféljande term i

utvecklingen mycket mindre dn foregangaren.
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Taylorutveckling av sin x kring x =

sin x plottad med sitt taylorpolynom av ordning 4 (grad 3) kring
x =T.

Standardutvecklingar

Taylorutveckling av sin x kring x =«

sin z plottad med sitt taylorpolynom av ordning 6 (grad 5) kring
x =T.

Standardutvecklingar

Sats 8.3 (sid 360)

@ z? o z" nt1
(a) e :1+$+?+§+...+H+O(I )
) x> P o 241
(b) Slnx:x—g—i—a—...—l—(—l) m+0(l‘ )
IL‘2 2?4 ann s
(¢) cosz = _§+Z_"'+(_1) (2n)!+(9(3: )

Sats 8.3 (sid 360)

$2 1’3 n

(d) ln(l—i—x):x—?—I—E—...—F(—l)”_l%—k(’)(m’”l)

() (1+a)* =1+as+ (g)x2+ <§)x3+. ..+ (Z)a:”—f—(’) (&)

O

$3 1.5 x?n—l

£ fanz =2 — o + 2 (1)
(f) arctanz ==z 3+5 + (1)
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