
Exempel 1

Bestäm arean av omr̊adet D som i polära koordinater ges av

D =
{
(x, y) ∈ R2: 0 ≤ r ≤ cosϕ, − π

6
≤ ϕ ≤ π

3

}
.

Bestäm längden av kurvan

Γ =
{
(x, y) ∈ R2: r = cosϕ, −π

6
≤ ϕ ≤ π

3

}
.

Lösning: I polära koordinater har vi areaelementet dA =
1

2
r2dϕ

vilket ger

A =

∫
dA =

1

2

∫ π/3

−π/6

cos2 ϕdϕ =
1

4

∫ π/3

−π/6

(1 + cos 2ϕ) dϕ

=
1

4

[
ϕ+

sin 2ϕ

2

]π/3

−π/6

=
1

4

(
π

2
+

√
3

2

)
=

π +
√
3

8
.
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Kurvlängden f̊ar vi genom att integrera b̊agelementet ds

ds =
√

(x′)2 + (y′)2dt
t=ϕ
=

[
x=r(ϕ) cosϕ

y=r(ϕ) sinϕ

]
=
√
r(ϕ)2+r′(ϕ)2 dϕ=

=

[
r(ϕ) = cosϕ

r′(ϕ) = − sinϕ

]
=

√
cos2 ϕ+sin2 ϕdϕ = dϕ.

S̊alunda ges längden av

L =

∫ π/3

−π/6

ds(ϕ) =

∫ π/6

π/6

dϕ =
π

3
−
(
−π

6

)
=

π

2
.

Svar: A =
π +

√
3

8
respektive L =

π

2
.
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