
Exempel 5

L̊at Dn = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, xn ≤ y ≤ 1}, där n = 1, 2, 3, . . ..
Bestäm tyngdpunkten ((xt)n, (yt)n) för Dn och undersök
lim
n→∞

((xt)n, (yt)n).

Lösning: De olika omr̊adena Dn uppfyller att

Dn ⊂ Dn+1 ⊂ {(x, y) ∈ Rn: 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} = E,

den s̊a kallade enhetskvadraten. D̊a n → ∞ s̊a kommer Dn att
närma sig E , s̊a rimligen bör vi f̊a att tyngdpunkten för Dn

kommer att närma sig

(
1

2
,
1

2

)
d̊a n → ∞.

I hanteringen av masselementet bortser vi fr̊an densiteten d̊a den
änd̊a kommer att divideras bort i beräkningen av tyngdpunkten ,
d v s dmn = dAn.
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Sekvensen Dn av omr̊aden ser ut enligt nedan. För n = 1 är
omr̊adet triangeln ovanför linjen y = x och för ”n = ∞” är
omr̊adet hela enhetskvadraten. L̊at (xn, yn) vara tyngdpunkten för
remsan. Den rödfärgade remsan symboliserar masselementet dmn

för omr̊adet Dn.
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Vi f̊ar

A(Dn)=

∫ 1

0

(övre− undre)dx=

∫ 1

0

(1− xn)dx=

[
x− 1

n + 1
xn+1

]1

0

=

= 1− 1

n + 1
=

n

n + 1
= mn,

(xt)n=
1

mn

∫ 1

0

x dmn=
1

mn

∫ 1

0

x(1 − xn) dx=
1

mn

[
x2

2
− xn+2

n + 2

]1

0

=

=
1

mn

(
1

2
− 1

n+ 2

)
=

1

mn

(
1

2
− 1

n + 2

)
=
n + 1

n
· n

2(n+ 2)
=

=
n+ 1

2(n+ 2)
→ 1

2

d̊a n → ∞.
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I beräkningen av (yt)n är det viktigt att komma ih̊ag att y:et är
y-koordinaten för remsans tyngdpunkt , d v s

y = xn +
1− xn

2
=

1 + xn

2
,

(yt)n =
1

mn

∫ 1

0

y dmn=
1

mn

∫ 1

0

1 + xn

2
(1− xn) dx=

=

[
konjugat-

regeln

]
=

1

2mn

∫ 1

0

(1− x2n) dx=

=
1

2mn

[
x− x2n+1

2n+ 1

]1

0

=
1

2mn

[
1− 1

2n+ 1

]1

0

=
n+ 1

2n

2n

2n+ 1
=

=
n + 1

2n+ 1
→ 1

2

d̊a n → ∞, d v s ((xt)n, (yt)n) =

(
n+ 1

2(n+ 2)
,
n + 1

2n+ 1

)
→

(
1

2
,
1

2

)
.
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