L. Lagranges restterm (Fo 3)

For att kunna uppskatta hur stort approximationsfelet vid Maclaurinutveckling verkligen &r, i
absoluta tal, maste resttermen (d.v.s. feltermen) skrivas i Lagranges form. Nér den skrivs i den
svagare ordo-formen, O(z"*!), utnyttjar vi endast dess storleksordning jimfort med andra a-
potenser; t.ex. dr bade 100027 = O(z7) och —0,00127 = O(z7), men beloppet av den forra dr ju
1000000 ganger storre an beloppet av den senare.

L.1. Sats (Maclaurinutveckling med restterm i Lagranges form). Antag att f har
n + 1 kontinuerliga derivator i ett 6ppet intervall I som innehaller punkten 0. Da giller
foljande: Till varje « € I finns nagot £ = {(x) mellan 0 och x sadant att

" (n) (n+1)
@) = 10+ 50+ L+ L0 P g

Bevis. Vi ska bevisa satsen m.h.a. upprepad partiell integration.
Fixera « € I. Notera forst att [ f'(t)dt = f(x) — f(0), och att dérfor

fa) =10+ [ 1 F@de = £0)+ [0- 0] 5 - [ -0
— £(0) + f/(0)z + / (z— 1) () dt,
0

dér vi i steg * har valt t —x = —(2 — t) som (en nagot ovanlig) primitiv funktion till 1 m.a.p. ¢;

notera att x #r fixt och att ¢ #r integrationsvariabeln. Genom att vilja —(z — t)¥/k! som primitiv
till (z —t)*1/(k — 1)! m.a.p. t nir k > 1 far vi allméint — med partiell integration — att

(k) T _A\k
_ f (O)xk+/ uf(k“)(t)dt, k=1,2,...,n.
0 !

k! k

Saledes ar

a) = 10+ £ )+ | Sw—nfWdi= {k=2}

= f(0) + f'(0)z + @ﬁ + /”” (:C;%)Qf"’(t) dt = { upprepa for k =3,...,n}
. 0 .
/ /" (0) F0) o [Tt
:f(O)+f(0)lE+T$2++TIE +/0 Tf( +1)(t)dt.

Eftersom (z —t)™/n! inte byter tecken i integrationsintervallet och f("*1) #r kontinuerlig dér, kan
vi anvéinda integralkalkylens generaliserade medelvirdessats i steg ** nedan (se Forsling-Neymark
sats 6.6) och fa att det finns nagot £ mellan 0 och x sadant att

T =" = p(n+l) ClE-t)" e [(Cﬂ—t)"ﬂ}t_z FODE)
/0 o= (5)/0 i AN i eyl My ey

och beviset ar klart. [ |
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L.2. Exempel (Approximation av ett funktionsvirde). Vi ska bestimma Maclaurinutveck-
lingen for

f(z) =In(1 +z)

av ordning 2, och sedan anviénda denna for att finna en approximation till talet In(9/10).
Var funktion f dr oéndligt deriverbar i intervallet |—1, oo[, sa Sats L.1 ovan ger genast att det
till varje x > —1 finns nagot tal £ = £(x) mellan 0 och x sadant att

e L0 11O,

f(@) = f(0) + £'(0)
Direkt utrdkning av derivatorna ger att
f@)=m(+z), [f@)=0+2)7" ['@)=-1+2)"" och ["(x)=21+2)"",

sa
fO)=0, f(0)=1, f'(0)=-1 och f"(€)=201+&"
Maclaurinutvecklingen av ordning 2 for In(1 + «) blir dérfor
(=1 o, 204+87° 4 z? v’

Det enda satsen séiger om talet & = &(x) dr att det ligger nagonstans mellan 0 och  — vi vet alltsa
inte exakt var det befinner sig. Det vi med séikerhet kan siiga om & &r endast att

0<&E<z ifallz >0, £
< E<0 ifall z <0, ¢ 0
och det dr dérfor vi skriver £ mellan 0 och «x, vilket ju técker in bada ; : 6
fallen.
Vi ska nu anvinda utvecklingen (x) ovan for att approximera talet In(9/10) med ett braktal,
och dessutom uppskatta felet i approximationen. Om vi stoppar in @ = —1/10 1 (%) far vi att
9 —1/10)? -1/10)3 21 1
S TP Co VA1) S oo VA1) NS WSS W
0 2 3(1+¢)3 200  3000(14¢)3
e —_———
Exakt virde Approximation Approximationsfel
d.v.s. att 9 91 1
—~—-—— (=-0,105 dfel ——o--—-—
Nig N Topp (5 0A08), medfel  —oma
dér det enda vi vet om talet £ &r att det befinner sig nagonstans mellan ~ § ~
0 och —1/10. Vi uppskattar nu absolutbeloppet av felet: ,1‘/10 ' 6
1 * 1 1 1 1
felet| = < = = < =0,0005
felet] = 500 T €7 = 3000(9/10)F ~ 3.9° ~ 3.729 ~ 2000 (0005

diir steg * beror pa att £ > —1/10 och att ddrmed (1 +&)® > (9/10)% och 1/(1+ &) < 1/(9/10)3;
en kvot mellan positiva tal blir ju stérre om ndmnaren gors mindre. Aven om vi fortfarande inte
vet vad det exakta approximationsfelet &r har vi i alla fall lyckats bevisa att absolutbeloppet av
detta fel &r mindre dn 1/2000 (och dérmed ocksa att In(9/10) ~ —0,105 korrekt avrundat). A

L.3. Exempel (Approximation av en funktion pa ett helt intervall). Vi ska hiir approxi-
mera exponentialfunktionen

f(x) =e*

med ett polynom pa intervallet [—1,1].
Eftersom



blir Maclaurinutvecklingen for e* av en allmén ordning n helt enkelt

" n n+1)
e —f(x)—f(O)—l—f(O)x—i—Tx +...+ o (n+1)!x
Exakt virde
x? " ef
=1 T T
Tk gt
Approximation, pn(z) Approximationsfel

for nagot & = &(x) mellan 0 och x; hir dr p,(x) Maclaurinpolynomet fér e* av ordning n.
Av utvecklingen ovan far vi nu foljande uppskattning av approximationsfelets belopp:

e )] = [ St = C e £ B
" (n+1)! (n+1)! “(n+1)! T (n+ 1)V -
att steg x dr sant beror pa att £ = &(z), som ju ligger mellan 0 och z

for varje enskilt 2 € [—1, 1], maste uppfylla att —1 < & < 1, och pa att . £ .
exponentialfunktionen #r viixande si att med sikerhet e < e'; den 1 0 1

kéanda olikheten e < 3 anvénds sedan i nésta steg.
Med t.ex. n =9 far vi att

|e* —po()| = o or )| = 101 T 3628800

2 9 3 3
em—(1+x+$—+...+$)‘<— — < 107°, lz] <1,

sa felet i approximationen e* ~ po(x) #r alltsa mindre &n 10~° till belopp for alla z i intervallet
—1 < x < 1. Specialfallet z = 1 ger oss en approximation till talet e:

1 1
e:elng(1):1+1+5+...+g (=2,7182815...),

med ett fel vars absolutbelopp dr mindre #n 10~¢ (= 0,000 001). A

L.4. Exempel (Approximation av en integral). Vi ska approximera integralen

1/2
/ sin(z?) dx
0

med ett rationellt tal sidant att absolutbeloppet av approximationsfelet blir mindre &n 1075, till
att borja med.
Vi borjar med att Maclaurinutveckla f(t) = sint¢. Upprepad derivering ger att
f(t) = sint, f'(t) = cost, f7(t) = —sint,  f"(t) = — cost,
f@O@) =sint,  fON(t) = cost, fO(t) = —sint, f(t) = —cost,

med periodisk fortsdttning. Om vi utvecklar t.o.m. grad 4 i ¢, ség, far vi dérfor att

" " (4) (5)
IO SO SO0, 1O

sint = f(t) = f(0) + £'(0)

for nagot € = £(t) mellan 0 och ¢; om denna lingd pa utvecklingen ger tillréickligt bra approximation
upptécker vi inom kort, vid feluppskattningen. Satter vi hir ¢ = 22 far vi alltsa att
6
(*) sin(zQ) _ 562 o 1'_ COSf(:C) 10
6 120

for nagot &€ = £(x) mellan 0 och z2. (Eftersom x? > 0 kan vi faktiskt skriva 0 < & < 22 i just detta
fall om vi vill.)
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Nu integrerar vi (x) och far da att

1/2 1/2 6 1/2
/0 sin(2?) do = /0 (Jc2 - %) dx—i—/o %xw dx

Exakt virde Approximation Approximationsfel
z3 z7 1/2 1 1
=|— - — felet = —— — ——— + felet
[3 6~7L et =y Ty e
223
= —— + felet.
5376 T o

Nir vi uppskattar absolutbeloppet av felet kan vi anviinda att |cos&| < 1 for alla £ € R, speciellt
for € = £(x) ovan, och vi far dirfor att
L 12
<
0

1/2
|felet| = ‘/ M,@lo dx
0
1/2 .10 211 1/2 1
< Z _dr=|— — — 1076
_/0 120 * [120-11}0 211.120-11 2048 - 120 - 11 < '

120
dir viisteg * anviinder en kiind riknelag {6r integraler, se Forsling-Neymark sats 6.2 (d). Observera
att vi inte pa nagot enkelt séitt kan hitta — och inte heller behdvde hitta — nagon primitiv funktion
till (cos&(x))xt0/120 eller |cos&(z)|x10/120 eftersom vi ju inte vet hur € = £(x) beror pa .
Sammanfattningsvis har vi alltsa bevisat att

cosé(x) 19
120

12 Jcos E(x)|
dx = %d
x /0 120 || dx

1/2 223
in(z?)de ~ — (= 0,0414806...
| sty n 220 =0, )
med ett fel vars absolutbelopp ér mindre &n 107 (= 0,000 001), s& var lingd pa utvecklingen var
tydligen tillrdcklig.

Om vi ddremot hade velat ha en rationell approximation till integralen med ett fel vars belopp
dr mindre &n 1077, sig, sa ser vi att feluppskattningen ovan inte ricker till. Det kan vi rada bot
pa genom att ga tillbaka och utveckla lite lingre. Vi provar med ordning 6 i ¢ (notera att 5! = 120
och 7! = 5040):

3 5 cos€

St =15 750 " 5040" -

Precis som ovan far vi nu att

1/2 1/2 6 10 /2 _
/ sin(z?) dox = / - der/ le‘l dx
0 o 6 ' 120 ) 5040

Exakt varde Ny approximation Nytt approximationsfel
_ ! = + = + felet
933 20.6-7  20.120-11 0
dér nu
1/2 —cosé(x) 12 pl4 1
felet| = — gy </ dr = = <107?
[felet| /O 5040 © 1= ), 5040 T T 215504015 32768 - 5040 - 15 ’
vilket t.0.m. #r mycket bittre in vad som efterfragades (< 1077).
Sammanfattningsvis har vi alltsa nu bevisat att
1/2 ) 1 1 1
i dr =~ — =0,0414810246...
/0 sin@)de~ 553~ orgr Tanazon 0 )
med ett fel vars absolutbelopp #r mindre &n 10~ (= 0,000 000 001). A
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