D Existens och entydighet for differentialekvationer av ordning 1

D.1. Sats. Om f och f; ér kontinuerliga pa rektangeln R som ges av [z —z¢| < «, [y—yo| < f3,
dér e > 0 och 8 > 0, sa finns det ett 4, 0 < § < «, sadant att differentialekvationen

y/(x) = f(.’I?, y(m))7 y(ﬂ?o) = Yo,

har en entydigt bestimd C!-16sning y(z) definierad da |z — xo| < 4.

Bevis. Vi kan utan inskrankning anta att xo = 0 och yo = 0. (S&tt annars € =z —xo, n =y — Yo
och o(&,m) = f(§ + xo,n + yo); da blir differentialekvationen 7'(£) = ¢(&,n(£)), n(0) = 0, dér
¢ och ¢}, dr kontinuerliga pa rektangeln || < a, 5| < 3.)

Eftersom f och fé ar kontinuerliga pa den kompakta méngden R existerar M = maxg, | f| och
L = maxp |f1’/\ Notera forst, for senare behov, att

[f(@,9) = f(a,y)| = <Llg-yl,  (2.,9) € R (z,y) € R (D.1)

Y
/ £ () dt
Yy

Lat vidare § = min(«, 5/M) och Is = [—0,d] (om M = 0 sétter vi § = a, men da &r f = 0 och
problemet har den enda 16sningen y = 0), och sétt ||g|| = maxy, |g| for funktioner g € C(I5).
Definiera funktionsfoljden yo, y1, y2, . . . rekursivt via

yo(x) =0 och (%) ypyi(x) = /Ow ft,yn(t))dt, n €N, x € Is.

Da foljer det att y, € C(Is) och ||yn| < B for alla n € N, vilket inses med induktion: yo = 0, sa
yo € C(Is) och |lyo|]| =0 < B, och om y,, € C(Is) och |ly,|| < 5 for nagot n € N &r

s (@)] = ] / f(tyn(t))dt‘ < Mz|<M6< B, wel,
0

sa aven ||yn+1|| < B, och eftersom f &ar kontinuerlig pa R ser vii (%) att y,41 € C(Is).

Lat nu Rs vara den eventuellt mindre rektangeln |z| <4, |y| < 3; graferna till alla y,, i f6ljden
ligger saledes i Rs, och vi ska visa att gransfunktionen y(z) = lim,, oo yn (), € I, existerar och
ar deriverbar, och 16ser vart problem. Till att borja med visar vi olikheten

|x|n+1

|Yns1(x) = yn(2)| < ML" DT

neN, zels. (D.2)

Olikheten &r trivialt sann for n = 0 (ty |y1(z) — yo(x)| = |y1(z)| < M|z| enligt ovan), och om den
ar sann for ett givet n € N far vi att

ns2(2) — g (2)] = \ / (Pt g (®) — £t (1)) dt\ <sn(e) | " Ll yir (1) — (1) dt

‘t|n+1 n+1 |x|n+2
dt = ML :
(n+ 1) (n+2)!

dar sgn ar teckenfunktionen, och &ven detta pastaende foljer saledes med induktion.

< sgn(x)/ ML x € Is,
0

Lat nu
(@) =) (yns1(2) = ya(2)) = lim Z_:(yk+1(r) —ye(@)) = Im yn(x),  z €L,
n=0 k=0
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(minns att yo(z) = 0). Serien som definierar y(x) ar absolut och likformigt konvergent pa Is, ty

M

S 2" M g,
Y NYns1(@) = yala ZML D) *f(eL"fl)Sf(e”fl), x € I,

(om L =0 ar f(x,y) = f(z) pa R och y(z) = y1(x) = F(x), ddr F(x) &r den primitiv till f(x)
for vilken F(0) = 0). y ar darfor en kontinuerlig funktion pa Is (se t.ex. Sats A.9 i kompendiet
TATAT77 Fourieranalys) och ||y — yn|| < -7, lyk+1 — ykl| = 0 d& n — oo, eftersom denna serie
ar svans till den konvergenta serien >, ||yk+1 — yk||. Genom att lata n — oo i (x) far vi att

() y(z) = nh_}n;o Ynt1(x) = nh_}rr;@ /0JB flt,yn(t)) dt = /Ox ft,y(t)) dt, x € I,

dér det sista steget beror pa att

/Om(f(tvyn(t)) — f(t.y(t))) dt‘ < Lljyn — ylllz| < Lllyn —yll6 =0,  n — oo

Integralekvationen (xx) for y &r ekvivalent med att y'(x) = f(z,y(z)) och y(0) = 0; speciellt &r
y(z) en C'-funktion som loser var differentialekvation i intervallet |z| < d, och grinsévergang i
lyn]l < B8 ger |ly|| < B. Existensen av en 16sning ar ddrmed klar.

Det aterstar att bevisa entydigheten. Antag darfor att ¢ &r en annan C'-16sning i ndgon rek-
tangel |z < 6, |y| < B. Sitt d = min(4,4). Da &r

|5(z) — y(2)| = ; (f(t,l?(t)) = fty(1) dt‘ < Lsgn(z) /Ox\@(t) —y®)]dt, o] <d.

Lat z(x) vara integralen i hogerledet. Da ér z(z) > 0da 0 <z < d och z(x) <0da —d <z <0.
Dessutom ar vansterledet = z’(z), och funktionen z uppfyller alltsa olikheten

2'(x) < Lsgn(z)z(z), lz| < d.

Om z > 0 far vi med integrerande faktor att
Z(x)—Lz(x) <0 = (e_L’”z(x))/ <0 = e I"z(z) ar avtagande pa [0, d],

s& 0 < e L%2(z) < e7102(0) = 0 och diirmed ér 2(z) = 0dd 0 < z < d. Om = < 0 blir i
stillet el”2(z) avtagande pa |—d,0], sa 0 > eX®z(x) > e92(0) = 0 och diirmed #r z(z) = 0 da
—d < x < 0. Séledes ir |§(z) — y(z)| = 2/(x) = 0, d.v.s. §(z) = y(x), for alla z da |z| < d. |

D.2. Anméirkning. Kravet att f; ska vara kontinuerlig pa rektangeln R kan mildras nagot. Som
framgar av beviset récker det att det finns ett L sadant att

|f(a,9) = f(z,y)| < L|g -yl

for alla (z,9) € R och (x,y) € R; man séger att f uppfyller ett Lipschitzvillkor, och detta krav &r
alltsa automatiskt uppfyllt ifall |[f)| < L pa R, se (D.1). Exempelvis tillats f(z,y) = [yl, trots att
[, inte existerar da y = 0, eftersom |\7j| — |y|| < |§ — y|. Tack vare entydigheten f6ljer det darfor
direkt att differentialekvationen 3y’ = |y|, y(0) = 0, har enda 16sningen y = 0.

Om R ar en hel remsa |z| < «, y € R, kommer graferna till alla y,, automatiskt att ligga i
remsan. Vi kan da sitta M = max ;<4 | f(2,0)| och § = a, och om f uppfyller ett Lipschitzvillkor
i remsan foljer olikheten (D.2) och 16sningen y blir definierad i hela intervallet |z| < a.

Om man endast kriver att f ska vara kontinuerlig pa rektangeln (eller remsan) R kan man fort-
farande visa — med mera avancerade metoder — att differentialekvationen har en losning, men den
behéver da inte vara entydigt bestdmd, se t.ex. Andersson-Boiers, Ordindra differentialekvationer,
Studentlitteratur. Exempelvis har differentialekvationen 1’ = 3%/;?, y(0) = 0, som inte uppfyller
ett Lipschitzvillkor i ndgon enda rektangel kring origo, andra 16sningar dn den triviala y = 0, t.ex.
y = 2, och andra l6sningar kan man fa med skarvning, t.ex. y =0 da z < a och y = (z — a)® da
r > a, ddr a > 0 ar en konstant. A
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