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1. (a) Enligt Sats 8.2, sid 354 (Taylors formel) géller att Taylorutvecklingen av ordning 2
kring x = 1 ges av

i) = FO+ e - D)+ IV 12 0@ - 1),

21
For den aktuella funktionen fas da
f(SL’) — e3m’ f’(l’) — 36330, f”(:z:) _ 96396,
f(1)=¢ f(1) =3¢, f'(1) = 9¢%,

vilket ger
o) =€ 3o = 1)+ e = 17 4 Of(e 1)) =
— 3 <1 +3(zx— 1)+ g(:p - 1)2) + O((z — 1)%)

(b) Ténker vi t = 3 ger Maclaurinutveckling av nimnaren att
sinz® = 2° + O((2%)%) = 2° + O(2”)

Ur detta ser vi att vi maste utveckla termerna i téljaren till ordning 3.

In(l+z)=1z- %$2+%x3+0(x4) ;
VI = =g+ (1))@ (1) ) oen) -

-[(9)- 105 () -t )

1 1
=1+x—§x2+—:€3+0(1’4)

2

sa att
l+In(l+a2)—VI+2z l1+o—50°430° —1—x+4520° — 32° + Oa?)
3 4+ O(a?) 3 + O(x?)
1 1
Gra)ero) o L
3 4+ O(a9) 1+ O(x%) 6

da z — 0.

(c) Da =z &r stort ar 1/x litet och positivt varvid det ar ldmpligt med variabelbytet
t=1—0"daz— oo Vifar

1
22 (el/ — 1 —sin — ):
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<1+t+2t 1 t+(’)(t)) = <2t +(’)(t))_
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2.

(a)

Skriv ekvationen med hjélp av deriveringsoperatorn D.
yW —2y" 4 5y" = Dy — 2D3y + 5D%*y = (D* —2D* 4+ 5D%)y = P(D)y = 0
Vi loser sedan den karakteristiska ekvationen

Pry=r* =213 4+ 5 =r*(r* = 2r +5) =r*((r —1)* +4) =0 <
<= r =0 (dubbel), 1 £ 2i.

Dérmed &r den sokta 16sningen
y = Cy + Crx + €*(Cy cos 2z + C5sin 2x).

Da den undre integrationsgrinsen &r 0 ger insdttning av x = 0 i ekvationen att
integralen dr 0 oavsett vilken (integrerbar) funktion vi sétter in. Detta ger

y(0) =2+ /Ooy(t)2tdt =2

Derivering av ekvationen ger sedan med hjilp av Sats 6.7, sid 285 (Analysens hu-
vudsats)

y'(x)=D (2 + /0m y(t)2tdt> =ay(r)? =

/
— Ly

y2

under forutsittning att y # 0. Da y(0) = 2 &r detta ingen inskrankning. Da detta
ar en separabel ekvation ger integration enligt standardreceptet att

d 1 1
—g:——:/xd:c:—ijLC,
Y Y 2
1 1
=—-=0+C=C,
y(0) 2
1 1, 1 22-1
y 27 T2 2 Py T

Eftersom en 16sning skall vara definierad pa ETT intervall som innehaller startpunk-
ten x = 0 foljer det att den sokta 16sningen &r

2

ﬁ, —1l<x<l.
— X

y:

Integralen &r generaliserad i x = 0 och integranden &r positiv. Da integranden kan

skrivas
eVt —1 1 eV

r T T

S ——

9(z) h(z)
dér h(z) — 1 > 0 da ¢ — 0" (standardgrénsvirde) sa dr forutséttningarna i Sats
10.7, sid. 446 (Jamforelse pa kvotform) uppfyllda. Da

()

2



(b)

1 1
1
/ —dx = / ——= dx ar konvergent eftersom % <1
0 0

L oVE _q
/e dx
0 x

Integranden &r positiv sa om vi visar att integralen ar uppat begrénsad sa foljer det
ocksa att den dr konvergent och var skattning ir meningsfull. Da z > 1 ir z* > /&
sa att ¢ dominerar i nimnaren. For att hitta en skattning uppat av kvoten gor vi
téljaren storre och/eller nimnaren mindre.

* x+ |sinx| “r+1 /1 1 1 11~
———dr < dx < —+—=dr=|-———-——| =
/1 t+Vx x_/l zt x_/l <x3 +x4) v l 212 3x3]1

5y
6 =

ar ocksa

konvergent.

1
2 3
Vi borjar med att se vad som hénder med seriens termer

sin -

Qp = (—1 kiﬂl
arctanE
o . . . L o .
da k — oo. Satter vit = 7 Sa ser vi att
sin L ' ; 2 ; 2
VE sint sint t t sint t 1
o = rctan T~ arcten® ¢ arcten? £ 7 arctan 1 0
arctan ¢ arctan arctan arctan

—1 —1

dat — 07 (k — oo) med hinvisning till viilkénda standardgrénsvirden (det fungerar
utmérkt att Maclaurinutveckla ocksa). Da seriens termer INTE gar mot 0 &r serien
divergent enligt Sats 10.1, sid 436 (Divergenstestet).

Omradet ges av 0 < r < p? = h(p) och 0 < ¢ < 7. For ett omrade givet pa detta
satt 1 poldra koordinater ges areaelementet av

sa att

Vi borjar med figuren.



S

Med skivformeln sa inses att vid rotation av remsorna kring linjen y = —1 erhalls tva
skivor, en storre med radie 1+¢” och en mindre med konstant radie 2, bada med “tjocklek”
dx, d.v.s.

AV =dV, —dVa =7 ((1 +¢")* = 2%) do = 7 (e** + 2¢" — 3) du,
2 1 2
V:/dV:W/ (e2z+2e“—3)dx:7r{§e2x+2ex—33:} =
0 0

1 1 1 17 44 4e? — 17
:w(§e4+282—6— (§+2>> :W<§e4+2ez—?> :7Te++.

. Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 6 till v/1+ 23 med restterm pa Lagrange-
liknande form genom att anviinda motsvarande utveckling for f(t) = 1+t = (1 +t)¥/?
och sen sitta in t = 2%. D4 vi skall ha ett polynom av grad 6 inses att det ricker att ta
fram utvecklingen av ordning 2 med restterm av grad 3. Vi far

F) = 02, P =500, ) = (0™, () = 2040

f(0)=1, 1(0) = E F7(0) = 1

vilket ger

Vitad=f(a®) =1+ %x?’ — % (%) + f”:;(!ﬁ) (%) =
1

_ 1 3 1 6 9 __
—1+§l‘ —gff +Wl‘ —p6(l‘)+7‘9($)

for nagot € mellan 0 och ¢ = x3. Med p(z) = pe(z) fas

/01 (m — p(x)) dx /01 ro(x)dx

_i/l 22dx
16 )y (14




eftersom 79(z) > 0da 0 < & < 23 <z < 1. Dérur foljer det ocksa att

1
<
e
sa att
L 1 [t 2% 1t 171 ]
sl e -
/0( v -p@))del =15 | G S 16, T T 16| 10° ;
1

= — VSB.

. Ansitt y(z) = > p, cxx® och antag att serien har konvergensradie R > 0 (vilket senare
kalkyl kommer visa att den har). Darmed &r serien deriverbar for |z| < R och de deriverade
serierna har dven de konvergensradie R enligt Sats 10.18, sid. 465. Fran begynnelsedata
far vi y(0) = ¢y = 0 och y'(0) = ¢; = 1. Derivatorna av serien blir enligt samma sats

y' =D (Z ckxk> =D (co + ch:ck> = chD:ck = chkxkfl,
k=1 k=1 k=1
y' =Dy =D (Z ckkxk_1> =D <01 + Z ckk‘:pk_1> = Z ek Dbt =
k=2 k=2
= Z crk(k — D)ab 2 = 321 + ¢3-3-20" + ¢44-32° + ... =

=S cualk 4 2)(k + 1)

k=0

Satt in i ekvationen och skriv som EN potensserie
(2 +x2)y// _ y — 2y// +x2y// y

_2ch+2 k4 2)(k+ a2 + chk - Dz cha:

k=0 k=2
2pra(k +2)(k + 1)z* + Z cr (K> — k) zb — Z ezt =
k=0 k=2 k=0

= (4deg—co)+(12c5—cy) IE+Z (k+2) (k+1)cppat+ (K> —k — 1)) 2% = 0.

Entydighetssatsen for potensserier (formel (10.17), sid 469) ger att den enda potensserie
som ar 0 for |z| < R &r den vars koefficienter alla ar 0 vilket ger

4CQ—COIO<:,>C2:§:§:O, (1)
12 0 < a_ 1 2)
C3 —C = C3 = 12 127

E —k—1

2(k+2)(k+1)cppot(k*—k — 1), =0 <= cppo = —

Skt k22 G



Ur (1) och (3) inses att alla koefficienter med jamnt index dr = 0, d.v.s. ¢o, = 0 for alla
n. For udda vérden pa k fas

9-3-1 11 1
k=3 =——F0FT =g = ——
= ° 254 ° 812 96’
5 25—-5-1 19 -1 19
= Cr= ——"—Cq)Q=-——:— = ——
— 7 276 0 84 96 8064’
Detta ger
y(x) = Z et =z + §x3 + %:pS +...= Z Con ™ + 202n_1x2n_1 = 202n_1x2n_1
k=0 n=0 n=1 n=1
dér (sitt k =2n — 11 (3) ovan)
2n—12*—(2n—-1)—1 4n? —6n + 1 (4)
Can—1)+2 = Cont1 = — Cop1 = ———————Con_1.
@n-r2 = Ot = T (on — 1)+ 2)(2n— 1) + 1) ! 8n2 +4n !

Vi anvénder kvotkriteriet med a,, = cgp_122" !

x2n+1

Gp41 Con+1

an

()4n2—6n+1| ‘2_4—%+L

1
n2 2 2 Q
g2n—1 8n?2 +4n 8+% | ‘ 2| ‘

Con—1

da n — oo vilket ger att serien dr absolutkonvergent om
Lo
Q=3 <1 <= lz| < V2 =R,

d.v.s. seriens konvergensradie &r v/2.
Vi har alltsa visat att potensserien

oo

1 1
_ 2n—1 __ o Bt
?/(x)—;@n—w —x+12x 9690 +...,
4n? —6n + 1
Con4+1 = _WCZn—la n > 2

har konvergensradien v/2 och léser den givna ekvationen.



