Losningsforslag till tentamen i Envariabelanalys 2, 2024-06-01 kl 08.00-13.00

1. (a) Da ndmnaren ar av grad 4 réicker det att utveckla téiljaren till ordning 4. Vi
far

arctanz? = 2° + O((x2)3> =2+ 0(376) ;

2 4! 12
2" =2 (1 + 2t + (9((:104)2>> =24 221 + (9(:108) .

2cosz =2 (1 — 1:1:2 + 11’4 —|—(9(:c6)> =222+ i:c4 + 0(2%),

Ovanstaende ger

arctan(z?) + 2cosz — 2 2?4+ 2 —a? + Hat — (24 22%) + OaF)
T4 - T4
(5 —2) z* 4+ O(af) 23

o _ = 2
- o = tol) =

23
12

daz —0

(b) Sétt f(x) = In (1 + z) och derivera fram Maclaurinutvecklingen med restterm
pa Lagranges form. Vi far

fa) =14 a), @)= S0 =~ 0=
f0) =0, FO=L 0 SO=L O =

Maclaurins formel (Sats 8.1, sid 352) med restterm pa Lagranges form (Sats

8.5, sid 369) ger da
1 2 1 1
n(l+z)==x 5% +3!(1+€)3x T =5 +3(1+£)3x

for nagot £ mellan 0 och x. Inséttning av z = —1/10 ger da

AN AR AN YA 1 1)’
(-8 () ) s )

1 1 1 1 21 1 1

10 200 3(1+£)31000 200 3(1+&)3 1000
for nagot € mellan 0 och —1/10. Detta ger da att

9 21 1 1 1 1
10 200 3(1+ &) 1000 3 (1 _ %) 1000
1 1 1 1 1 1

= — — = <
3 (1%)3 1000 3-9%  3.81-9 2439 1000’

d.v.s. —21/200 approximerar In (9/10) med ett fel vars absolutbelopp &r mind-
re dn 1/1000



2. Vi borjar med l6sningen till den homogena ekvationen y”' — 3y’ 42y = 0. Denna ger
den karakteristiska ekvationen  P(r) = r® — 3r + 2 = 0. Prévning ger P(1) = 0.
Enligt Faktorsatsen (Sats 1.2, sid 28) dr r — 1 en faktor. Polynomdivision ger

rr 4+ r = 2
o+ 0 — 3r + 2| r — 1 Pry = r—-3r+2=
rd - r? = (r—=1)(*+r—-2)=
A ————
r - 3T _ r24r—2=0 o
r: — r = - |: — r17—2:| -
- 2r + 2 = (r—=12%(r+2) =0 <
- 2r 4+ 2 r = —2,1(dubbel).
0

Ovanstaende ger da att  yj, = (Co + Cyx)e” + Che 2.
For att bestamma vy, bestdmmer vi y,,, y,, sa att P(D)y,, = 2 och P(D)y,, = ¢*.
Da ekvationen é&r linjér foljer det att y,, + y,, = v, ar en partikulérlosning till
ekvationen. En snabb titt pa ekvationen ger att y,, = 1 duger. Da e™* &r en 16sning
till den homogena ekvationen (Cy = 1,C; = 0) fungerar inte standardansatsen
y, = Ce”. Ansitt istéllet y, = ¢”-z(x). Vi far

yp ="z +2),

y, =" (z+ 2+ 2 +2") =e"(2 + 2+ 2),

y]/)// — el‘(z+22/+zﬂ+zl+22//+Z///) — el‘(z+3zl+3zﬂ+zlﬂ) _

y"' =3y +2y=€"(2+32+3"+ 2" =32+ 7))+ 22) =
— el‘ Z”/ + 32//) — el‘ =
2 Z”/ _'_ 3z/l — 1
Alternativt kan man anvinda forskjutningsregeln. Om vi utnyttjar att vi kan skriva
P(r) = (r — 1)*(r + 2) fas med samma ansats att
P(D)y,=P(D)(e"2) =e"P(D+ 1)z =¢* <=
< P(D+1)z=((D+1)=1)*((D+1)+2)z2=D*(D+3)z=
— (D3+3D2)z — z///_'_?)z// - 1.

Om man i ovanstaende ekvation sétter in ett polynom av grad n > 2 fas som
resultat ett polynom av grad n — 2. Om vi da vill ha resultatet 1, som &r ett
polynom av grad 0, maste vi séitta in ett polynom av grad 2, t.ex. z = Az? —
2= 2Ax. 2" = 2A, 2 = 0 (nagra termer av grad 1 eller konstanter behovs ej

da dessa redan finns med i y;, och ju dessutom forsvinner direkt vid inséttning i
ekvationen) vilket ger

1 1 1

43" =0+64A=1 A:6:>z:6x2:>yp2:e$z:6x28x,
12:1:

Yp = Ypr +Upp = 14 ca7e

Slutligen,

1
y — yh —'— yp = (CO + Cl$ —|— ng) ex + 6(26_2$ + 1



3.

(a) For stora viarden pa k ser vi att

2k +3 2k 2
ak;:i% =

3k3 —2k2  3k3  3k2

— 2 2 1
Da Z@ = §Zﬁ ar konvergent (o« = 2 > 1) &r var hypotes att
k=1 k=1

o0

2k +3 . : .
Z W—;W ar konvergent. For att bevisa detta kan vi utnyttja Sats 10.6
k=1

(Jamforelsesats for positiva serier) och forsoka hitta en konvergent positiv

serie med storre termer att jimféra med:

2k+3 2k + 3k ok ok 5

— = - = — = b .
CTRKS ok T3k —2k2 T BkS—2k° kS K2
. 5 — 2k+3
Da Z by, = Z = ar konvergent sa ar Z %TJF%:Z konvergent en-
k=1 k=1 k=1

ligt jamforelsesatsen.

Det gar utmérkt att anvénda jamforelse pa gransvardesform (Sats 10.7 )
istéllet:
2k+3 k243 1243
BTEB 22 T W3-2 23—

Ck

o o 1
Da ¢, — 2/3 > 0da k — oo och da Zbk = Zﬁ ar konvergent sa ger

k=1 k=1
= 2k+3
Sats 10.7 att E ————  &r konvergent.
3 _ 92
3% — 2k

(b) Vi skall visa uppskattningen genom att uppskatta seriens summa med en

integral. Lat f(k) = 15z och betrakta nedanstaende figur.
Y

A




Ur denna foljer omedelbart att

S [ v o]
= = |arctanax =
14k Ty 1427 0

b |

sa att

<1 =1 T
=1 — <1 — < 3.
;sz +kzl1+k2— tos

(c) Integralen &r endast generaliserad i co och da integranden vixlar tecken un-
dersoker vi om integralen &r absolutkonvergent.

/ x:/ [oos 2] dx S/ dx §/ —dx =
0 o T+e* o T+e* o €

cos T
r +e*

sa integralen &r absolutkonvergent och dérmed konvergent enligt Sats 10.14

4. (a) Vi borjar med det viktigaste, FIGUREN!
Y

dA = 27wxds

Med y = 4 — 2? fas ur ovanstaende figur att

ds = /14 (y)?dx = V1 + 422dx, dA=2nlds =2rxV1+ 422dz,
2 t=1+4x2 2 17
A:/dA:QW/ V1 + 422 dy = | d=8zde :§/ Vidt =
0 1

rdr=dt/8




(b) Vi borjar med det viktigaste, FIGUREN!

Ur detta ser vi att
WV = dVi = dVy = (5 = (1+2%)°) do =7 (24— 2%~ 2*) do

2
V:/dew/ (24 — 22° — 2*) dx.
0

[e.9]

. Antag y = chxk loser ekvationen och att serien dr konvergent da |z| < R for

k=0
nagot R > 0. Da &r y(0) = ¢g = 1 och ¢/(0) = ¢; = 0. Vidare, enligt Sats 10.16,
sid 465 &r serien da deriverbar och dess derivata fas genom att derivera term for
term. Detta ger

y =D <i ckxk> =D <co + ickxk> = ickD (xk) = xickk‘xk_l,
k=1 k=1

k=0 k=1
o o0
oy = E cpkatl = E cpka®,
k=1 k=1

y' =Dy =D (Z ckkxk1> =D (cl + chkxk1> = chkD ("71) =
k=1 k=2 k=2

= m=k—2 =
k=2

m=0

Inséttning i ekvationen ger (byt tillbaka fran m till £ som summationsindex i y")

y' —xy —y= Z Cho(k+2)(k + 1)k — chkxk - Z et =
k=0 k=1 k=0

=2¢y — o+ Z [cho(k+2)(k+ 1) — cpk — ] 2% =
k=1

=2cy — ¢y + Z(k + 1) [chio(k +2) —cp] 2" =0 = ZO-ZL‘k.
k=1 k=0



Entydigheten hos maclaurinutvecklingar ger da att

1 1
262_60:O<:>62:§C(]:§,
C]H_Q(/{? + 2) —c, =0 <= Crt2 = k‘—+20k’ k> 1.
Vi fortsdatter med att berdkna de efterfragade nollskilda koefficienterna.
142 1 1 11 1
k=1: = = — = kEL=2" = = —e— = —
Eelra=— =3 0=0 E=2ra=5m50=15 75
342 1 1 11 1
k=3:cs = —Z-.0=0 k=4 co — _ L
== c 3 5 =" 4+ZC2 68 48

Ur ovanstaende inses att alla koefficienter med udda index, co_1 = 0 for £ > 1
och att koefficienterna med jamnt index, cop # 0 for k£ > 0, dvs

_ Lo, 1, 15 _ - 2k
y—1+§x +§:p +£x +...—Zc%x .
k=0
Da vi nu har beréknat de fyra forsta nollskilda koefficienterna aterstar endast att

berikna seriens konvergensradie. Sitt  ap = cop2®* och anvind kvotkriteriet (Sats
10.9 (b), sid 450). Fran rekursionsformeln ovan fas da att

Qp+1
Qg

C2(k+1) _ Copg2 ‘1‘2‘ i

Col 2k + 2

2> = 0=0Q

1,2(19-1—1) ‘

CQkI‘Qk

da k — oo. Da @ < 1 for alla € R ger kvotkriteriet (Sats 10.9 (b), sid 450)
att potensserien &r absolutkonvergent for alla z € R vilket da réttfardigar var
inledande ansats.

Anmairkning: Tittar man lite noggrannare pa koefficienterna ser man

R ISR SPENE BN (7Y ] x22+1 x23+
- —x -t =2+ ... = — = e o\ 5 s =
y 27 78" T4 N RPANE 31\ 2
[e%) k
:Zl N e
0\ 2 '
k=0

For att bevisa detta pastaende noterar vi att med y = /2 §r y(0) =1 och
y =ae®2 y(0)=0, ¢y =e¢"2(1+2?),
Y —ay —y =" (1+2*—2*-1)=0
vilket visar att y = /2 Hr l6sningen till ekvationen.
. Multiplicera upp ndmnaren i hogerledet och forenkla. Da fas
e ” (1 +cx + d:L‘Q) = 1+ax+ba? + (1 + cx + d:L‘Q) O(ZL‘S) = 1+ax+bx2+(9(:p5) .

Da hogerledet ser ut som en Maclaurinutveckling av ordning 4 (med restterm av
ordning 5) foljer det att om vi kan bestdmma a, b, ¢, d sa att detta dverensstammer



med Maclaurinutecklingen av vénsterledet till ordning 4 sa &r problemet 16st.
Bestdam Maclaurinutvecklingen av vénsterledet.

e*$(1+cx+d:p2) (1—x+;x —%x +2—14x +(9( )) (1+c:p+dx2):

:(1+c.1'+d;z:2)—(1+cx —|—d:c) %([2—0—6$3—|—d )—

1 1
—6(x3+c )+ﬂ +0(2°) =

:1+.r(c—1)+a¢2<d—c+ ) ( —d+ c——)+

11 1
+ (id 6+24)+(9(9c5) 1+ azx + bx® + O(z”) .

Entydighetsssatsen for Maclaurinpolynom (Sats 8.4, sid 368) ger da att om detta
skall vara mojligt sa maste det ga att vélja a, b, ¢, d sa att

€T a = c — 1
2. b = —c + d + %
. 0 = %c - d — %

0 = —3c + 3d + %

_ 1 1 1 2 _ 1
c — 2d = 3 rg_rl c — 2d 3 c = §+E—§
c — 3d = 1 —d S U d = 1
= 1 = 12 = 12
Insatt 1 de resterande ekvationerna fas
a = c—lz%—lz—%
1 1 1 1_ 1
b —C+d+§——§+ﬁ+§—ﬁ

och vi har visat att

dvs.a=—3,b=d=

N[



