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1. (a) Maclaurinutveckling av täljare T (x) och nämnare N(x) var för sig ger

N(x) = arctan x− x = x− 1
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d̊a x → 0.
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(b) Maclaurinutveckling ger
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︸ ︷︷ ︸

> 0 om x litet

> 6

om x 6= 0 och litet. Följaktligen har vi ett lokalt minimum, 6 för x = 0.
Svar: f(x) = 6 ex − 3 ln(1 + x2)− 6x− x3 har lokalt minimum i x = 0.

(c) Sätt t = 1/x s̊a att t = 1/x → 0+ d̊a x → ∞. Byte till den nya variabeln t
och därefter Maclaurinutveckling ger
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eftersom t = 1
x
→ 0+ d̊a x → ∞.

Svar: limx→∞

(
x2 cos 1

x
−

√
x4 + x2

)
= −1

2. (a) Koefficienten framför y är f(x) = −2x
1+x2 vilken har en primitiv funktion

F (x) = − ln (1 + x2) s̊a att den integrerande faktorn blir

I.F. = e− ln (1+x2) =
1

1 + x2
.



Multiplikation av ekvationen med integrerande faktorn ger d̊a att ekvationen
kan skrivas
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och integration av b̊ada leden ger

1

1 + x2
y = arctan x+ C ⇐⇒ y = (1 + x2)(arctanx+ C).

Begynnelsevillkoret y(1) = 0 ger sedan

y(1) = 0 = (1 + 1)(arctan 1 + C) ⇐⇒ C = − arctan 1 = −π

4

s̊a att y = (1 + x2)(arctanx− π
4
).

(b) Vi börjar med det inbyggda begynnelsevärdet som f̊as genom insättning av
x = 2.

y(2) =

∫ 2

2

(
y(t)

)2
dt+ 1 = 1

eftersom intergralen är 0 för x = 2. Derivering ger enligt analysens huvudsats
att

y′(x) = y(x)2 ⇐⇒







y′(x)

y(x)2
= 1, y 6= 0
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.

Eftersom y(2) = 1 faller alternativet y ≡ 0 bort. Vi f̊ar
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och insättning av begynnelsevillkoret ger
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D̊a lösningen m̊aste vara definierad för x = 2 följer att det största öppna
intervall där lösningen är definierad blir x < 3.
Svar: (a) y = (1 + x2)(arctanx− π

4
), (b) y = 1

3−x
, x < 3
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d̊a k → ∞ enligt kända standardgränsvärden. Enligt kvotkriteriet (Sats 10.9,
sid 450) är serien absolutkonvergent om

Q =
|x|2
2

< 1 ⇐⇒ |x| <
√
2

och divergent om Q > 1, d.v.s. R =
√
2.

(b) P̊a integrationsintervallet, ]e,∞[ gäller

1 = ln e ≤ ln x och 0 < arctan x < π/2 ⇐⇒ 1/ arctanx > 2/π

eftersom b̊ade ln x och arctanx är strängt växande. Detta ger

f(x) =
ln x

x arctanx
≥ 1

x arctanx
≥ 2

π
· 1
x
= g(x)

D̊a
∫∞

e
g(x) dx är känt divergent (α = 1 i Sats 10.12(a), sid 456, att undre

gränsen är e och inte 1 spelar ingen roll). Den givna integralen är allts̊a
divergent enligt Sats 10.11(b) (Jämförelsesats I för generaliserade integraler),
sid 456

(c) Enligt Sats 10.10 (Leibniz kriterium för alternerande serier), sid 451 gäller
att |felet| d̊a serien approximeras med en delsumma är mindre än beloppet
av den första utelämnade termen, d.v.s.
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och vi ser att det duger med n + 1 = 10 ⇐⇒ n = 9.
Svar: (a) R =

√
2, (b) Integralen är divergent, (c) n = 9

4. (a) Det är till̊atet att komma ih̊ag formeln för b̊agelementet ds i polära koordi-
nater utantill. Med r(ϕ) = cosϕ f̊as
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√
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Omman inte kommer ih̊ag formeln utantill kan man härleda den direkt genom
insättning av polära koordinater i den ursprungliga formen för b̊agelementet
{
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(b) Vi styckar upp omr̊adet s̊a att vi kan använda rörformeln och börjar med det
viktiga, FIGUREN!
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5. Vi börjar med att ta fram Maclaurinutvecklingen av e−t2 med restterm p̊a Lag-
range(liknande) form genom att utnyttja Maclaurinutvecklingen av es med rest-
term p̊a Lagranges form. D̊a f̊as
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för n̊agot ξ mellan 0 och s = −t2 ≤ 0. Vi vet nu tecknet p̊a ξ och kan därmed
skriva −t2 ≤ ξ ≤ 0. (*)
Tycker man det känns sv̊art att hantera ett allmänt n kan man chansa och utveckla
till fixt gradtal, t.ex. grad 4 med restterm av ordning 6. Skulle det visa sig att detta
inte duger är det inget stort jobb att utöka med en term. Skulle resultatet verka
onödigt bra är det ju inte fel och man har skrivit n̊agra termer extra och troligen
f̊att lite besvärligare siffror i feluppskattningen.
Vi fortsätter här med n som bestäms p̊a slutet.
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D̊a ξ(t) ≤ 0 för alla t p̊a integrationsintervallet enligt (*) ovan följer det att eξ(t) ≤ 1
p̊a integrationsintervallet. Med p(x) enligt ovan f̊as d̊a 0 ≤ x ≤ 1/2 att
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Återst̊ar att bestämma ett n som duger. Hur? Prova!

n = 1 :
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=
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Duger ej
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=
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Insättning av n = 2 i den allmänna termen i p(x) ovan ger att högstagradstermen
i p(x) blir x5. Följaktligen duger
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som approximation av integralen för alla x: 0 ≤ x ≤ 1/2.
Alternativ: Uppgiften kan även lösas genom att utnyttja beräkna potensserien
för e−t2 och sen integrerara denna i enlighet med Sats 10.16, sid. 465 enligt följande:
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D̊a serien=felet kommer vara konvergent enligt Leibniz kriterium d̊a 0 ≤ x ≤ 1/2
kan vi utnyttja feluppskattningen som man f̊ar p̊a köpet i Leibniz kriterium (som
i uppgift 3 (c)) och som d̊a ger
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vilket är exakt samma uppskattning som i (1) ovan.
Svar: p(x) = x− 1
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6. Vi skall beräkna seriens summa genom att se den som funktionsvärde till en
lämpligt vald potensserie och sedan bestämma vilken elementär funktion denna
potensserie representerar. Ett lämpligt val kan, t.ex. vara

f(x) =

∞∑

k=0

1

k!(k + 2)
xk+2 =

1

2
x2 +

1

3
x3 + . . .

för vilken serien som skall beräknas är f(1). Vi ser ur detta ocks̊a att f(0) = 0.
En potensserie med konvergensradie R > 0 f̊ar enligt Sats 10.16, sid. 465 integreras
och deriveras termvis för |x| < R. Vi antar därför att v̊ar potensserie har positiv



konvergensradie (som vi bestämmer i slutet) och beräknar f ′. Vi f̊ar

f ′(x) = D
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∞∑
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eftersom den sista potensserien är den välkända Maclaurinserien till ex. D̊a kon-
vergensradien för denna är R = ∞ följer det ur Sats 10.16 att även serien som
representerar f har R = ∞. Integration ger sedan

f(x) =

∫

f ′(x) dx =

∫

xexdx
P.I.
= xex −

∫

exdx = xex − ex + C.

För att bestämma C använder vi att

0 = f(0) = 0·e0 − e0 + C = C − 1 ⇐⇒ C = 1

vilket ger f(x) = (x− 1)ex + 1 s̊a att f(1) = 1, d.v.s.
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Alternativ: Man kan ocks̊a med en listig omskrivning beräkna delsummorna.
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→ 1

d̊a N → ∞, d.v.s. den aktuella serien är konvergent med summa 1 enligt defini-
tionen av konvergens.

Svar:

∞∑

k=0
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= 1


