Losningsforslag till tentamen i Envariabelanalys 2, 2024-08-29 kl 08.00-13.00

1. (a) Maclaurinutveckling av téljare T'(x) och ndmnare N(x) var for sig ger
1 1
N(az):arctanx—x:x—§x3+(’)(x5)—3: 3
1 1
T(x)=z—sinz=x— (J; — 6:1:3 + O(SE5)) = 61’3 +0O(2%),
T(z) g +0E°) &+ 0
N(z) —3a° + O(ah) B -5+ 0% -
dax — 0.

Svar: hm$_>0 arctanz—2

N [—=

(b) Maclaurinutveckling ger
f(z) =6e" —3In(1+2°) — 61 —2° =

1 1 1
:6<1+x+§x2+§x3+ax4+(9(:p5)>—

-3 (:102 — %x4+0(x6)) — 6x — 2% =
=64 62 + 32° + 2° + ix‘l + O(x5) — 322+ ;xA‘ + O(x6) —6x — 2 =

=6+ (i + g) :E4+O(ZE5) +(9(x6) =6+ £x4+0(9€5) =

7

=6+ z* (Z+O(x)) > 6
>0

> 0 om x litet

om x # 0 och litet. Foljaktligen har vi ett lokalt minimum, 6 for x = 0.
Svar: f(z) = 6e” — 3In(1 + z*) — 6z — 2 har lokalt minimum i x = 0.

(c) Satt t = 1/x sa att t = 1/ — 07 da x — oo. Byte till den nya variabeln ¢
och darefter Maclaurinutveckling ger

1 1 1 1 t— /14 ¢2
xQCos——\/m:t_zcost_ L cos \/T:

T e 12
1— 32+ 0t*) — (1+ 52+ Ot*)
t2

eftersom ¢ = 1 — 0" da z — 0.

Svar: lim,_, (x2 cos% — vVt + xZ) =1

2. (a) Koefficienten framfor y ar f(x) = 112;“2 vilken har en primitiv funktion

F(z) = —In (1 + 2?) sa att den integrerande faktorn blir

IF =it -

1+ 22




Multiplikation av ekvationen med integrerande faktorn ger da att ekvationen

kan skrivas
1 1
D —
<1 + a2 y) 1+ 2?2

och integration av bada leden ger

y = arctanz + C <= y = (1 + 2°)(arctanz + C).

1+ 22
Begynnelsevillkoret y(1) = 0 ger sedan

y@)ZOZ(L+U@mMn1+C)¢:>C:_ﬂmmn1:_§

sa att y = (1+ 2?)(arctanz — T).

Vi borjar med det inbyggda begynnelsevirdet som fas genom inséttning av
T =2.

y@%zé(wﬂfﬁ+1:1

eftersom intergralen ér 0 for x = 2. Derivering ger enligt analysens huvudsats
att

Eftersom y(2) = 1 faller alternativet y = 0 bort. Vi far

! d 1
Yy _q <:>/y—g2/:/d:c<:> ——=z+4+C

2

Y Y
och insédttning av begynnelsevillkoret ger
1
———=-1=2+4(C <<= C=-3
y(2)
sa att
1

1
Y 3—x

Da I6sningen maste vara definierad for x = 2 foljer att det storsta oppna
intervall dér l6sningen &r definierad blir x < 3.
Svar: (a) y = (1 + 2%)(arctanz — §), (b) y =3, 2 <3

Lat a, = % och anvind rot- eller kvotkriteriet. Har demonstrerar vi kvot-

kriteriet
Qi1 (k +1)222k+2 ok 4 }2 e E+1\> 28+ k2
= . = | =
ay -+ (k+1)2 K22 k 2k (kK +1)2

o 1\*  1+275§? >
= Il (HE Sro e 2 Y



da k — oo enligt kinda standardgrénsvirden. Enligt kvotkriteriet (Sats 10.9,
sid 450) &r serien absolutkonvergent om

2
Q:%<1<:> 7] < V2

och divergent om Q > 1, d.v.s. R = /2.
Pa integrationsintervallet, |e, oo géller
l=Ine<Inz och 0<arctanz < n/2 <= 1/arctanz > 2/7
eftersom bade Inz och arctan x ar strangt vixande. Detta ger
Inx 1 S 2 _ 1

fx) = > > = g(x)

xr arctanx xr arctanx T X

Da [ g(x)dx &r ként divergent (o = 1 i Sats 10.12(a), sid 456, att undre
griansen ar e och inte 1 spelar ingen roll). Den givna integralen &r alltsa

divergent enligt Sats 10.11(b) (Jamforelsesats I for generaliserade integraler),
sid 456

Enligt Sats 10.10 (Leibniz kriterium for alternerande serier), sid 451 géller
att |felet| da serien approximeras med en delsumma &dr mindre &n beloppet
av den forsta utelimnade termen, d.v.s.

oo k n k o k
Z(ki)zz(ki) Z(k?
k=1 J=1 , ic:n-i-l .
appromeation fglgt
ger
s CU| e 11
= B T )3 (1) T 1000 108

och vi ser att det duger med n+1=10 <= n =09.
Svar: (a) R =+/2, (b) Integralen ar divergent, (c)n =9

Det ér tillatet att komma ihag formeln for bagelementet ds i polédra koordi-
nater utantill. Med r(¢) = cos ¢ fas

ds = \/(r'(9))? + (r())?de = \/sin’p + cos’p dep = dep.,

Om man inte kommer ihag formeln utantill kan man hérleda den direkt genom
inséttning av polédra koordinater i den ursprungliga formen for bagelementet

r = 7(p)cosp = cosip = %
y = r(p)sing = cospsing = 5 sin2p
= ds = /(2/())? + (¥ ()2 dp = V/(—sin 2¢)? + (cos 2¢)2 dp = dyp.

Detta ger att kurvlangden L fas som

w/4 T
L= | ds= dp = —.
/5 /o 7T




(b) Vi styckar upp omradet sa att vi kan anvénda rérformeln och borjar med det
viktiga, FIGUREN!

Y

<=L +1 y=Inzx

-1 1 2
: I > T
T+ 2 l+Inzx
=1 dx y=-1
T =2
1+Inzx

2r(x 4+ 2) ”

Ur denna far vi
dV =2m(x +2)(1 + Inz)dx,

3
V:/dV:QW/ (x+2)(1+lnx)dxp'zl'
1

o ([l o] - [

:7r(25(1+1n3)—9)—7r/13 <x+4+%) d —

2 3
:7T(16+251113)—7T|:%+4:L‘+41I1:L‘:| =
1

9 1
:7r(16+25ln3)—7r<§+12+4ln3—§—4) =

=7(16+25In3) — 7 (12+4In3) = 7(4 + 211n3)

Svar: (a) L = (b) V=m(4+211n3)

s
47



5. Vi borjar med att ta fram Maclaurinutvecklingen av e~ med restterm pa Lag-

range(liknande) form genom att utnyttja Maclaurinutvecklingen av e® med rest-
term pa Lagranges form. Da fas

—t2 2 s 1 2 1 n ef n+1
e = |-t'=s|=€e"=14+5s+=5+...+ —=5"+ —35"" =
2 n! (n+1)!
1 (_1)n (_1)n+1e§
[ } £ L Y R PR O
for nagot &€ mellan 0 och s = —t% < 0. Vi vet nu tecknet pa ¢ och kan diirmed

skriva —t2 < £ < 0. (%)

Tycker man det kdnns svart att hantera ett allmént n kan man chansa och utveckla
till fixt gradtal, t.ex. grad 4 med restterm av ordning 6. Skulle det visa sig att detta
inte duger ar det inget stort jobb att utdoka med en term. Skulle resultatet verka
onodigt bra &r det ju inte fel och man har skrivit nagra termer extra och troligen
fatt lite besvéarligare siffror i feluppskattningen.

Vi fortsédtter har med n som bestams pa slutet.

T T 1 —1)" —1)nt1 £(t)
/etht:/ (1—t2+—t4+...+—( )t2"+7( e t2"+2)dt:
0 0

2 n! (n+1)!
@ 1 N )l g
:/ 1—t2+—t4+...+ut2" dt+L/ eSO +2qp —
0 2 n! (n+1)!
1 1 (=1)" ( D
= |t — =3+ =+ ... 7752"“ / EO2n+2 gy —
l R T TG MRCES]
1 3 1 5 (_1>n 2n+1 ( 1>n+1/ £(t) p2n+2
=r— = — i ——z" " TAdt .
SR S TR o o b +(n+ 1)
p(m):appr:):(imationen felet

D& £(t) < 0 for alla t pa integrationsintervallet enligt (*) ovan foljer det att ef® < 1
pa integrationsintervallet. Med p(z) enligt ovan fas da 0 < z < 1/2 att

’ —t2 <_1)n+1 ¢ £(t) p2n+2 1 ’ 2n+2
e dt —p(x)| = |—— eS\WthTedt| < ' At =
0 0 (n+ 1) Jo

(n+1)!
_ 1 { 2n+3:| : _ 1 L2+
(n+1)!(2n+3) o (m+1)!(2n+3) -
< 1 (1)
~ (n+1)!(2n + 3)22n+3°
Aterstar att bestimma ett n som duger. Hur? Proval
1 1 1 1 D i
n = = = — Duger e
1+ 1I(21+3)221+ 2525 320 o
1 1 1 1 1
n=2 = = < = Duger!

2+ 1)I(22+3)2228 6727 42128 — 40-125 5000

Inséttning av n = 2 i den allménna termen i p(z) ovan ger att hogstagradstermen
i p(z) blir 2°. Foljaktligen duger



som approximation av integralen for alla z: 0 <z < 1/2.
Alternativ: Uppgiften kan dven l6sas genom att utnyttja berdkna potensserien
for e och sen integrerara denna i enlighet med Sats 10.16, sid. 465 enligt foljande:

e e s S

k=0

T ) T o0 _ ats o0 lk T
/etdt:/ Z( ' "o Stlowz( ‘) /t%dt
0 0 \%=0 k! k=0 k! 0
UL
kK12 +1
(

— i ix%ﬂ _
0 = kl(2k + 1)

= S D
*I:(x) felet

Vi far da

/ e P dt — p(x)
0

Da serien=felet kommer vara konvergent enligt Leibniz kriterium da 0 < z < 1/2
kan vi utnyttja feluppskattningen som man far pa kopet i Leibniz kriterium (som
i uppgift 3 (c)) och som da ger

(-1
(n+ 1)1(2n + 3)

2n+3
2n+3| __ ‘SL’| n+

 (n+1D)!(2n+3) =

(=D 5
felet| = T ek <
felet] = k_z Hekr D' S

1
<
~ (n+1)!(2n + 3)22n+3

vilket dr exakt samma uppskattning som i (1) ovan.
Svar: p(z) =z — 32° + -

. Vi skall berdkna seriens summa genom att se den som funktionsvérde till en
lampligt vald potensserie och sedan bestdmma vilken elementér funktion denna
potensserie representerar. Ett lampligt val kan, t.ex. vara

_ 1 k2 _ 1o 15
x)—kzzok!<k+2)x =52 —|—3:1: +...

for vilken serien som skall berdknas dr f(1). Vi ser ur detta ocksa att f(0) =
En potensserie med konvergensradie R > 0 far enligt Sats 10.16, sid. 465 integreras
och deriveras termvis for |x| < R. Vi antar dérfor att var potensserie har positiv



konvergensradie (som vi bestdmmer i slutet) och berdknar f’. Vi far

- 1 Sats10.16 = 1 = 1
") = D k+2 e k+2 — =
) <Zk!k+2x ) kzzok!(k:JrQ ;k

eftersom den sista potensserien dr den vilkanda Maclaurinserien till e*. Da kon-
vergensradien for denna dr R = oo foljer det ur Sats 10.16 att dven serien som
representerar f har R = oo. Integration ger sedan

= /f’(a:) dr = /xemda: B oper — /exd:v = xe® —e* + C.

For att bestamma C anvander vi att
0=f(0)=0e"-e"+C=C—-1 <= C=1

vilket ger  f(x) = (z —1)e” + 1 sa att f(1) =1, d.v.s.

= 1
%m:m):L

Alternativ: Man kan ocksa med en listig omskrivning berikna delsummorna.

émzkﬁ%ku(;ﬁf&;m):é(:i;ﬂ:é%:
:;ﬁ%(:i; (k+12)' é((kil)!_(’fiw):
:go(kin!_ké(ki?)!:kzj;%il)!_g(ki”!:
:1+§<ki1)|_i(kil)' (Ni2)
— _ﬁ%1

da N — oo, d.v.s. den aktuella serien &r konvergent med summa 1 enligt defini-
tionen av konvergens.

1
Svar: Z — =1
—~ kl(k+2)



