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1. (a) Taylors formel

£(2) = fla) + fla)e —a) + LD (e~ a)? + 0@~ )

med f(x) = cosx och a = 7/3 visar att
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(b) Vi behover standardutvecklingarna
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es:1+s+5+g+0(s4), ln(l—i—x):x—?—l—?—ZjLO(:cE’),
t ot
och (1+t)1/2:1+§—§+0(t3),
sa med s = —z samt ¢ = 2 blir
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Dérmed ser vi att for  néra 0 blir parentesen storre én noll och da 2* > 0 med likhet
endast da z = 0, sa kommer f(z) > f(0) = 1 nér « # 0 men néra 0. Saledes har vi
ett lokalt minimum i z = 0.

(c) Notera att

tanx — arctanx sinx — arctan x cosx sinx — arctan x cos x

r2sinx 22 sinz cosx % 22 sin 2z

sa med standardutvecklingarna

43 72 23
sint =t — 5 +O(t*), cosx=1-— -t O(z*) och arctanz =z — ) + O(z°)
ser vi att téljaren blir

T(x) =z — %3 + O(2°) — (:c e + O(x5)> <1 o + O(:c‘*)) = 2%3 + O(2%)

och att namnaren blir

N(z) = %x2 (22 4+ O(2%)) = 2° + O(2°).

Med hjalp av dessa utvecklingar finner vi att

T(x) % +0(") _§+0@)

_ iz — 0.
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3.

Svar: (a) se ovan  (b) lokalt minimum  (c)

GV )

Anmérkning. Om man kan utvecklingen tanz = z+23/3+O(x°) &r det OK att anvinda
den istéllet pa (c).

Ekvationen ar linjar med konstanta koefficienter och har det karakteristiska polynomet
p(r)=r"4+3rt —4 = +4r +4)(r — 1) = (r +2)*(r — 1),

vilket vi till exempel ser genom att gissa roten r = 1 f6ljt av polynomdivision. Saledes ges
(enligt kdnd sats) l6sningarna till den homogena ekvationen p(D)y, = 0 av

yn = Che” + (Cy + Caw)e 2"
Vi soker en partikulédrlosning sa att

p(D)y,, = 9e”.
Vi ansitter y,, = z(z)e”. Genom direkt derivering finner vi att
g = (2 +2)e”, Yl =("+22 +z2)e" Y = (2" +3 +32 +z)e".
Insatt i ekvationen ger detta
p(D)(ze") = (2" + 32" + 32 + 2)e” + 3(2" + 22" + 2)e” — 4z€”
— (Z/// + 621/ + 9zl>e$7
sa
2"+ 62"+ 92 =0.

Vi soker en 16sning till denna ekvation och ansétter z, = Ax, vilket leder till att A = 1.
Darmed &r z, = = och y,, = ze”.

For att hitta en partikuldrlosning till ekvationen P(D)y,, = 8 — 4z kan vi géra ansat-
sen y,, = Br + D, say,, = B ochy) =y = 0. Insatt i ekvationen ger detta

—4(Bx+D)=8—4r <+ —4B=—4och —4D =38.
Alltsa maste B =1 och D = —2.

Vi har ddrmed funnit den allménna l6sningen

Y= Yn + Up, + Yp, = C16” + (Cy + Cax)e ™ + 26" + 7 — 2.

Svar: y(z) = (Cy + x)e” + (Cy + Csz)e ™ + 2 — 2, z € R.

(a) Eftersom
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eftersom k?/* = exp((2/k)Ink) — exp(0) = 1. Rottestet siger da att serien &r
absolutkonvergent om

da k — oo,

3
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och divergent om |z| > 2. Alltsa &r konvergensradien R = 2. | &ndpunkterna ser vi
att

& (:l:2)3k B e (j:1>3k:
Z 28k Z k2
k=1 k=1

ar absolutkonvergent i bada punkterna eftersom
(£1)%] i 1
ol k=1 k?

D

00
k=1

ar kant konvergent (o =2 > 1).

(b) Integralen i fragan dr endast generaliserad i odndligheten. Vi ser att
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Enligt jamforelsesats foljer det att integralen i fraga &r konvergent och har ett vérde
mindre &n eller lika med 1.

Svar: (a) —2<x <2 (b) se ovan.

4. (a) Bagelementet finner vi enligt

Vaz+1 1
ds(z) = /1+y(x)?2de =+/1+ (1/x)?de = T dr, — <z<e,

T [§

och rotation sker kring x = —1. Vi ritar en principskiss.

' y=2+Inx
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Rotationsarean som uppstar da kurvan roterar ett varv kring x = —1 kan berdknas
enligt
e e 1 2 1
A:27r/ (1+x)ds(x):27r/ (1+2)va?+ dx.
1/e2 1/e2 x

(b) Vi bérjar med att rita en figur.
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Rotationsvolymen som uppstar da
omradet /x <y <e®, 0 <z <1, roterar
ett varv kring y = —1, kan beréknas med
hjalp av skivformeln enligt

Ett tvarsnitt vid z:

ﬂ/ol ((e"+1)> = (Vo +1)?) da
:W/l(eQx—erx—a:—Q\/E) dx
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CAtoVita? (b)w(f+2e—§).

Svar: (a) 27?/
2 3
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5. Satt f(z) = In(1 + ¢). Direkt derivering ger

Fe)y=0+07" f't)=-0+07% O =20+ [0 =-6(1+6)"
och fO(t) =24(141)7°,

sa,
F(0) =0, f(0) =1, f"(0) = =1, fP(0) =2, fP(0) = =6 och fO(£) = 24(1 +&)~°.

Maclaurinutvecklingen av ordning 4 for In(1 + ¢) blir dérfor
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for nagot &€ = £(t) mellan 0 och ¢t. Med t = x? ser vi att
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Approximation Approximationsfel

for nagot &€ = &(x) mellan 0 och z2.

Antag att |z| < 1/2. Eftersom ¢ ligger mellan 0 och 2? s& giller att ¢ > 0. Darmed
blir 1 +&>1s41/(1+&)° < 1. Detta visar att
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Alternativt. Eftersom In(1 + ¢) Z med R =1 sa blir
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Vi vill att felet ska vara hogst 1/5000 och sa vi uppskattar svansen pa serien och utnyttjar
da att serien dr konvergent enligt Leibniz (visa det!):

o —1k+1$2k
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‘142n+2

n+1

n+1
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k=n-+1
’ |2n+2 1

n+1 = (n+1)222+2
att (n+1)22"t2 = 5.1024 > 5000. Var approximation blir saledes:

For |x| < 1/2 erhaller vi att

Genom att testa ser vi att n = 4 gor

. Potensserien y(x) = Z cpx” har en konvergensradie R. Antag att R > 0 (eller mojligen

n=0
att R = o00) och att |z| < R. Da géller att

= chna:"’l = Z(n + 1)epprz™ och  y'( Zn n—1)c,a" 2.
n=1 n=0 n=2
Eftersom
Z n(n—1)c,a" % = Zn(n—l)cnz’"’l = Z(n+1)ncn+1x” = Z(n%—l)ncnﬂxn
n=2 n=2 n=1 n=0



sa galler att

NE

xy" () +y' () — y(x) ((n+ Dncpsr + (n+ Dcpgr — co)2"

3
Il
o

NE

(n+1)cpt1 — co)a™

N
I
o

Villkoret y(0) = 1 i uppgiften ger att ¢y = 1. Vi vill nu 16sa xy” 4y’ —y = 0, sa entydigheten
for potensserieutvecklingar innebér att ¢ = 1 och

(n+1) %1 —cn=0 & an—(ni—"l)z for n > 0. (1)
Alltsa maste
_Co_ _C1_1 _02_1 _C3_ 1
a=p=h esmTu STmpTam AT~ ppp

ur vilket vi ser att ¢, = 1/(n!)? for n > 0. Losningen vi soker ges alltsa av
n

n=0

Vi bestdmmer konvergensradien med kvottestet:

Tt DY) ) el
"/ (nl)? (n+1))*  (n+1)?

Eftersom 0 < 1 sa &r serien konvergent for alla z, dvs R = oo.

—0, n— o0

Dessutom, da (n!)? > n! fér n > 0 (observera att 0! = 1), sa giller att

n

RZ% (n!)?

jz[”

"
jy(a)| = =l

n oo
=0

= 2% (E!l)? <.

for alla z € R eftersom e = Z t* /k! giller for alla t € R.
k=0
Svar: y(x) = Z (:;)2. Konvergensradien ar oéandlig.

n=0




