Losningsforslag till tentamen i Envariabelanalys 2, 2024-08-29 kl 08.00-13.00

1. (a) Vi borjar med att Maclaurinutveckla ndmnaren
N(z)=zln(l+z) =z (z+ O(z*)) =2 + O(?) .

Foljaktligen réacker det att utveckla téljaren till grad 2

T(x) = cosw — o™ = 1— 222+ O(z") = (1 + 2+ 0O(z")) = _;ﬁ +0(a*)

2
vilket ger
T(x) _ —322 4+ O(z*) _ -3+ O(2?) . -240 _ 3
N(z) 22 4+ O(23) 1+ O(x) 1+0 2
dax — 0.
(b) Med f(z) = cosz fas femtederivatan f©®)(z) = —sin(x) sa att
B B 1, 1 fe (f) 1 1 A siné
cosx—f(x)_l—éx +ﬂx+ = =1- 3% +ﬂ — 5 %
for nagot € mellan 0 och x. Detta ger
1 11 11 snél 7 1 1  siné
cs—=1—-—=+———-—=—=—+ —— — =
2 222 24 24 5! 25 8 2416 120-32

748 +1 sin{ 337 sin &
848 12032 384 120-32
for nagot £: 0 < ¢ < % Detta ger att

1 337  |[sing] 1 1 1
0S8 — — —— < <
2 384| 12032 — 12032 — 100-30 _ 3000

vilket var det som skulle visas.

Anmirkning: Narmevirdet dr betydligt battre da man enkelt kan utveckla
ett steg till. Da termen av grad 5 éLr 0 far vi restterm av grad 6 och med
liknande uppskattning att |felet| < o

5 = 700"
Svar: (a) =2, (b) Se ovan.

2. (a) Vi borjar med det i ekvationen inbyggda startvirdet och sétter in det en-
da z-varde for vilket vi inte behdver veta losningen for att kunna berédkna
integralen, x = 0. Vi far

01 t2
y(O):—1+/ YO - o= -1
0

y(t)
Derivering av ekvationen ger sedan (antag y(x) # 0)
1 2 /
J(z) = +yl@) wo_,
y(x) 1+y

. 2 _ 1,
/1+y2dy 21n(1+y)—/xdx—2x +C.



3.

(b)

Inséttning av begynnelsevillkoret ger
%ln(1+(—1)2) = %ln2:0+C:C
sa att
In(l1+y?)=2+m2 < 1412 =c""2=2" —
= 2 =2e" -1 < y=+1/2e® — 1.
Da y(0) = —1 < 0 &r det —, /-~ som ér l6sningen och da
2" —1>20 —1=1>0

for alla x € R sa ar 16sningens definitionsméangd = € R.

Ekvationens karakteristiska polynom blir
piry=r*—r’+r—1=r*r—1)+@r -1 =@F-10Fr*+1)
som har rétterna 1, 44 vilket ger 16sningarna
y=1yp = Ae® + Bcosx + Csinz,
A, B, C ar godtyckliga reella konstanter

Svar: (a) y = —v2e®” — 1, z€R, (b) Se ovan.

(a)

2k
Lat a; = [ERwT och anvénd rotkriteriet.
2 2 2
1

2 ARk 1/k
(k2 + 4k)1/ 4(1+Z_i)/ 4

da k — oo. Rotkriteriet ger da att vi har absolutkonvergens om
2
|z

Q:%<1 = |z| <2

och divergens om ) > 1 <= |z| > 2, d.v.s. konvergensradien &r 2.
Integralen &r endast generaliserad i oo och integranden &r positiv i hela integ-

rationsintervallet. Studera integranden och bryt ut de fér stora x dominerande
termerna ur téljare respektive namnare. Vi far

_xtcosy  w 1+=F 1 142

f@)—mzp' I | = g(z)-h(z)

Da h(z) - 1> 0dax — oo ar g(x) = 1/x rétt integrand att jaimfora med.

Da - ~ g
x

ga:d:c:/ —

/1 (@) 1 X

ar divergent ger Sats 10.13 (Jamforelsesats II for generaliserade integraler),
sid 458 i kursboken att

o * x4 cosz
dr = ——d
| i [T

ocksa ar divergent.



(c) Serien kan ses som summan av tva konvergenta geometriska serier med kvot

% respektive —%, konvergenta eftersom absolutbeloppet av respektive kvot &r

strikt mindre &n 1. Da vérdet av en konvergent geometrisk serie berdknas

som .
forsta termen- ——
1 — kvoten
foljer det att
/1 (=1)F 1l = (=DF 11 (-1)? 1
k=2 k=2 k=2 2 3
1 13 1 1 7
:—-2+——:— _— = —,
4 94 2 12 12

Svar: (a) Konvergensradien #r 2. (b) Integralen ir divergent, (c) .
4. (a) Med r(¢) = ¢ blir bagelementet

ds = /1"()?2 +r()?dp = 1+ p*dep.
Kommer man inte ihag bagelementet i polédra koordinater kan man forstas
hérleda det

r(p) = pcosyp N 2'(p) = cosp —@sing
y(p) = @sing Y'(p) = sinp+ @cosyp

2 . .
= (@'(0))" + (¥ ()" = (cosp — <p81n90)2+(sms0+socosso)2:
—COSQQp 2cpsmgocosg0+g0 sin? p+
+ sin® g0+2<psm<pcos<p+<p Cos g0:1+g02:>

S ds =\ (@ () + () dp = T+ P .

Langden L(I') av kurvan I' ges dérfor av integralen

w/3
_ / VIt 2dp.
w/6

Integralen gar att rdkna ut. Se testovning 5.24(d), sid 269 i boken.

(b) Ur figuren nedan ser vi att da den roda remsan roteras ett varv kring x = 3
fas ett tunnviggigt ror med radie 3 — z, héjd e — e™® och véggtjocklek
dzx. Klippper vi upp detta och vecklar ut det far vi ett ratblock med bas =
omkretsen = 2m-radien och samma hojd respektive tjocklek. Harur foljer

dV =2n(3—z) (e" —e ") da
Vz/deQﬁ/z(S—x) (em—e’m)dxp'zl'

o ({(3—:5) (ef+ef)]2+/02 (e + ) dx) _

2
=27 <62 +e?2-32+ {em — em]

=27 (2¢* —6) = 4w (¢* — 3) .

) :27r(62+e*2—6+e2—e*2) =
0



—x

27(3 — x) m

> T

r=3
Svar: (a) L(T') = f:/g’ V14 p?*dp, (b) Kroppens volym blir 47 (e? — 3).

. Integranden &r positiv i hela integrationsintervallet och integralen &r generaliserad
i bade 0 och oo varfor vi delar upp integralen

o) 1 1 3/2 1 o)
— de = [ ... d ... dz.
/o <x1/3 <1+x>1/3) ! / “/1 v

For sma x > 0 &r den andra termen i parentesen “ofarlig” och vi bryter ut den
dominerande termen 1/z/3. Da fas

1 1 3/2 1 \3? X L1/3 3/2
23 (La)3) \alB S (4o)B)

1/3 3/2
IR S SRR SOt (1)
212 (1+2)1/3

=go(z)

=ho(z)—1>0 da z—0+

1 1 d.T
go(z)de = [ —=
/0 ’ 0 VT

ar konvergent sa ger Sats 10.13 (Jamforelsesats II for generaliserade integraler),

sid 458 1 boken att dven
L/ 1 3/2
/0 (901/3 (1 +$)1/3) o

ar konvergent.



Anmirkning: Da den andra termen i parentesen #r “ofarlig” ndra 0 kan man
ocksa gora sahér:

L7 1 3/2 L/ 3/2 U dx
0 < - de < 0] de= | =9
/</ <1+x>1/3) ‘U—/o <x1/3 ) ’ /\/5 ’

d.v.s. den forsta delintegralen &ar konvergent.

For stora x gor vi exakt samma kalkyl som ledde fram till (1) ovan. Skillnaden
nu ar att uttrycket i parentesen — 0 da r — oo sa denna faktor behover studeras
vidare. Vi far

oy SRR UM R S E S
(14+z)1/3 (14 Ly T Sl ]

—1-(1+t)P=1- (1 - %H O(t2)> = %Ho(t?) =
1 1 1/1 1
~t(gron) == =2 (5+o(5))
vilket insatt i uttrycket fran (1) ger
1/3 3/2 3/2
L (__= _ L (1L, (L _
x1/2 (1+z)/3 z1/2 \x \ 3 T
1 1 (1 N\ 1 /1 1\\*?
=R (gw(;)) =2 (5*0(;))

1 1 1\\*?
i o))

=9goo $) ~~

=hoo(2)—(1/3)3/2>0 da z—oc0

/1goo(:c)da::/1 e

ar konvergent sa ger Sats 10.13 (Jamforelsesats II for generaliserade integraler),

sid 458 i boken att dven
1 1 3/
[ (G mam)
ar konvergent.
Da bada delintegralerna ar konvergenta ar dven

7 1 3/2
[ (F-aram)
konvergent.

Svar: Integralen &r konvergent.




6. Vi borjar med att berdkna derivatorna av y(z) = z(z)\/x varefter vi sétter in
resultaten i ekvationen.

= _/
(@) = 2(@)VE =y zf+z2f
y' ="+ L —z ! —z”\/_+z——z !
2\/_ 2\/5 4.773/2 \/E 4.773/2 ’

A2® = 2®)y" —day' + (1 + )y =
1 1
= 42*(x — 1) ( ”\/_+zﬁ —z4x3/2) —43:( ’\/_+22\/_) 1+ 2)Vrz =
= 425 (2—1)2" + 4%} (2—1)2 — 22 (2—1)2=42%22 — 20wz 4+ 2322 + 2z =
=422 (x(z — 12"+ (2 — 1)’ — 2) + 2(—=2®? + Vx — 2T + %% + Vz) =
=422 (2 = 12"+ (2 —2)2) =0 <= 2(z - 1)+ (z-2)2 =0 —

r—2
z(r —1)

— '+ 7 =0,

da z > 1 (enligt forutsdttningarna. Observera att den sista ekvationen &r en vanlig
linjér forsta ordningens differentialekvation om vi ser 2z’ som den sokta funktionen.
Vi loser forst denna pa vanligt sétt med integrerande faktor for att sedan integrera

resultatet. Vi far

—2 2 1 z
/xid:c: handpaldggning :/ - — dr "Z' 2Inz — In (x—1)=
z(rx —1) r z-—1

2 2 2 2
—In—— = [F =" = :>D( xlz/)zo<:>

r—1 r—1 T —
2 -1 A A
= x z/:A<:>z’:Ax = _
z—1 2 x a2

A A
& z=Alnx+—+B +— y:\/Ez:A\/Elnx+7+B\/E
x x
dédr A, B ar godtyckliga reella konstanter.

A
Svar: y = Ay/zlnz + — + Byx, x> 1 dir A, B ir godtyckliga reella konstanter.

Jz



