Losningsforslag till tentamen i Envariabelanalys 2, 2026-01-08 kl 08.00-13.00

1. (a) Bestdm maclaurinutvecklingen av f med hjilp av standardutvecklingarna. Vi
chansar pa att det ricker med restterm O(z°). Vi far da

1 2
(arctan x)? = <x — gx?’ + O(x5))
1
=% — 2-x-§x3 + 2-1‘-0(1‘5) + termer grad 6 och hogre =

:ﬁ_§#+0@ﬂ,
ex2:[x2:t]26t21+t+%t2+(9(t3)Z[t=$2]:
1
:1+$2+§$4+O(x6)7
., 2

(arctanx)? — e* = 2% — §x4 + O(2°) — (1 + 2% + %x‘l + (9(3:6)) —

2 1 7
=—-1- <§+§) x4+(’)(x6) :—1—6x4+(’)(x6) =

=14 24 (—g + O(x2)> < -1

J/

-~

<0 om x néra 0
o

<0 om x # 0 litet

om zx # 0 tillrdckligt litet, d.v.s. f har ett lokalt maximum, —1 for = 0.

(b) Sétt 1/x = t sa att ¢ — 07 da @ — oo. Da &r maclaurinutvecklling en
framkomlig vag och vi far

.1 sint 1 1 I 1
f281“;:t—2=ﬁ<t‘6t3*0(t5)):z‘étw(t?’)’
Var 11= %\/1+t2 = % <1+%t2+0(t4)) =%+%t+0(t3)v

sint 1 11 11
_ 2_ - _ - N (242 ) =
5 VI = 6+(9(t) (t+2t+(’)(t))
— (22 ) o) = 2t 0(F) 0
6 2 3

dat=1—0".

(c) Da vi skall ha restterm O(z?*) utvecklar vi tiljare och nimnare till restterm



O(z*). Vi far

1 1
In (1+:p)—x—§x +3:p + O(z*),

L :(1—(x+(9 )
CoS
O

_Héx+0()+

tank t = %xQ + (9(304) och B
utveckla (1 —¢)~! =14+t + O(t?) N

) -
(( P+ O ))2> -
:1+%x2—|—(’)(:c4),

ml+z) (x—-%x2+—%x3+49@%)) <1+—%x2+49@%)> =

COS T
1 2

1 x
_ 2 3 4\ _
= (:L’——QSL’ +—3x)~1+x-—2 —i—(’)(:v)—

_ _12 §3 4

Alternativ: Ansitt f(z) = 202 — 40 4 a2 + aga? + apa® + O(z*). Da

Cos T

f(0) =0 = ag fas om vi multiplicerar upp cosx = 1 — %:pQ + O(z) att

1 1
In(1+x) :x—§x2+§x3+(’)(x4) —

= (1 — %xQ + O(x4)) (a19€ + agx® + azr® + 0(954)) =

zmx+@ﬁ+%f—%ﬁﬂw+0@ﬂ:

= ayx + asx? + (ag — %) x® + O(x4) )
Entydighetssatsenger da

1
ar=1, a = 5
a 11 115
3= 5 =087 573 7 BT3T575

vilket forstas dr samma resultat som ovan.

Svar: (a) lokalt max., (b) 0, (c) 20— 51524 553 4 O(z?).

Cos T

2. Karakteristiska polynomet P(r) = r3 + r? + 3r — 5 har nollstillet » = 1. Poly-



nomdivision av P(r) med r — 1 ger da

Vi delar upp partikulérlosningen i tva delar sa att y, = y,, +y,, dir P(D)y,, = e~

2 + 2r + 5
™+ r 4+ 3r — 5| r—1
P 2
7 4 o3
2r2 — 2r —
or — 5
or — 5
0

= P(r)=(r -1 +2r+5)=(r—-1)((r+1)>+4) =0 <
— r=1,-1+£2i =y, = C1e" + e * (Cycos 2z + Cysin 2z) .

xT

och P(D)y,, = —20sin x genom att ansitta y,, = Ke * ochy,, = Acosz+Bsinzx.

Vi far

r —x " —x " —T
Yp, = —Ke™™, Yp, = Ke™®, Yp, = —Ke

Y + Yy + 34, — 5Yp=(—K + K =3K —5K)e " = —8Ke " = ¢ ¥ <=
1 1
< K:—g, yplz—ge s

I . no_ N . ///
Y,, = —Asinz + Bcosz, y, = —Acosx — Bsinux,

=Asinx — Bcosz,

"

Ypy FYpy +3Yp, —5Yp, = cos 2(—B—A+3B—5A4)+ sin :U(A—B—3A—5B) =
= (—6A+2B) cosz+(—2A—6B) sinx = 0-cosx—20sinz <=

“6A+2B = 0 B =34
“9A—6B =-20 ~ 7 ) —24-184 =-20 7

B = 3 .
— A - 1 Yp, = COST + 3sinz,

1
Y =Yn+ Yp, +Yp, = C16° + e % (Cycos 2z 4+ Cysin 2x) — ge’”‘“ + cosx + 3sinx

Svar: y = Cie* +e* (C’g cos 2z + Cssin 2z — %) 4+ cosx + 3sinx

(a) Enklast att anvéinda Sats 10.7 (Jamforelsesats 11 for positiva serier, jamforelse

pa griansvirdesform, jamforelse pa kvotform). Lat

sin (1/k*) 1 sin(1/k?) 1

~ cos (1/k) _E'\ 1/k> cos (1/k)

-~

=ci

Ser direkt att ¢, — 1da k — oco. Da > -, k—12 ar konvergent ger ovannamnda
sats att var ursprungliga serie dr konvergent.



4.

(b) Integralen &r generalsierad i bade 0 och oo och maste déarfor delas upp.

00 1 o)

| = sinx sin x sin x <
B 0 \/x+x3 \/x+:p3 1 \/:E+l‘3
U ginax & sinz d
—— dz
\/:p + x?’ 1 N -
——
_0 vaxlar tecken
< ' sing 4 > Jsinz| i <

0o V& + a3 1 Vx4 a3

/—d +/ —dx—[Q\/E] —i—[—Q:cl/Q} =2+2=4VSB.
0 1

Anmirkning: Om man utnyttjar att 0 < sinz < x da 0 < x < 1 far man
en betydligt béttre uppskattning

L sing 2
dr < —dx = dr = 3/2] = —,
D Viro /\F /*f {3 )73

Svar: (a) Konvergent. (b) Se ovan.

(a) Vi borjar med figuren.




Ur figuren ovan ser vi att vi maste dela upp omradet i tva delar for
—3 <z < 1 respektive 1 < x < 2. Vi anvénder skivformeln for bada och far
volymselementen

3<r<1l: Ri=9—2>—(-1)=10—2% r =1,
dv; :w(Rf—rf)dx:w((m—x?)z . 1) dz,
1<2<2: Ry=R, =10—2° ro=5x—5—(—1) =5z — 4,
de:W(Rg—rg)dx:ﬂ<(10—x2)2—(5:5—4)2) dzx.

Integration och summering ger

V:/dvlJr/dVQ:
1

:7r/_3<(10—:c2)2—1>da:+7r/12((1O—x2)2—(5x—4)2>da::
:7r/_23 (1O—x2)2dx—47r—W/12(53:—4)2dx.

Da integralen inte skall beriknas finns det flera godtygbara sitt att skriva
integranden.

(b) Arealementet for berdkning av rotationsytans area ér detsamma oavsett vil-
ken axel vi roterar kring, dA = 2m-l-ds. Rita figur.

.T:_?) X y:l‘2

T+ 3

. L

27 (z + 3)

Med y = 22 fas
ds =1+ (y)?dx =+/1+ (22)?dx = V1 + 422 dx,
dA =2m(x 4+ 3)V1+4z2dx, 0<zx <2
2
A:/dAIQﬂ'/ (x+3)V1+ 422 du.
0

Svar: (a) V = ﬂf; ((10 —a2)? — 1) dx + 7rf12 ((10 — 122’ — (52 — 4)2> dr,
(b) A =27 [X(z + 3)v/T + da? da.



5. Maclaurinutveckla cost med retterm i Lagranges form och ersidtt darefter ¢ med

22

f(t) = cost, f'(t) = —cost, fEU(t) = (=1)"cost,..., fE(t) = (=1)""" cost,

_ 1o 1,4 (— ) (— )n+1 cos§ 2n+2

ft)=1=St+ 5t + . +< i +W -
1 1 (=" 4, (= 1)”“ oS 4ni4
=1t gt o ©

for nagot € mellan 0 och ¢t = 2. Fragan #r hur langt vi skall uteckla. Vi chansar
med n = 2, dvs

=[t=2"=

1 1 1 1
reosx’ =z (1 — ésc + E x® — C%—S!gscm> =z — 51’5 + IxQ—COG—S'le?’ -
p(x)
2 . cosé 3 cos €| 13 1 13 1 6
:>’:L‘COSZL‘ —p(x)’— o 6—| x| 6' || §6!213<10

= 720-2"3 = 1440-2'°.4 > 1000-1024-4 > 10°

for alla z: |z| < 1/2.
Alternativ: Kor pa med godtyckligt n och vilj pa slutet istéllet

1 1 (—=1)" (—=1)""cosé
2 _ .+ 5, 1 9 An+1 4n+5
rCosyr  =x Qx +4!:p +...+—<2n>!x —(2n+2)! —
pE;)
2 (_1)n+1 cos § 4n+5 |cos €] 4n+5
e — e [ - 0
v cosa’ — p(x) 2n+2)1 nron S

1
<
= (2n+2)! - 24045

for alla x: |z| < 1/2.
Viilj nu n sa att felet blir mindre &n 107%, d.v.s. (2n + 2)! - 2475 > 10°. Prova.
n=1: (242)!-2"5 =41.29 = 24.512 = 121024 < 10° for litet,
=2: (4+42)!-2%° =612 = 720-8-2" < 5000-1024 > 10° duger =
1. 1,

o S
= p(x) ==z 5% —|—4!x

har den sokta egenskapen.

3

Svar: p(z) = x — 32° + 3 2°

6. Gor sa som foreslagits i ledningen, d.v.s. sitt z(z) = y(z)/z <= y(z) = z-z(z).
Da fas

y(=e") _ "
—_e™) = = :—1
ey =Dy
y ., v
Y'(x) =D(wz(z) =z4ad=1+=+5 =14242"
T T
= i =1+ = s ! r#0
B 1+22 2



vilket &r en separabel ekvation. Los pa vanligt sétt. Vi far

d
/ & = arctanz = In|z| 4+ C.
2241
Utnyttja bivillkoret och bestdm C.
arctan (z(—e™)) = arctan (—1) = —% =In|—€"|+C=he"+C=7+C <=
C - —Z
vilket ger

T Y oT
arctanz:ln|:p|—z — z=Z=tan|lnjz| - — | =
x

4
om
<= y =xtan <1n|x| - Z)

dér z dr sadant att In|z| — 2% £ 2 4 nr. Eftersom losningen skall vara definierad

pa ett intervall som innehaller x = —e™ och
5%3 s T T
In|—€"| — — = —— E}——,—[
4 4 2 2

fas maximalt definitionsintervall ur olikheterna

T om T 3T T
—S <z - <2 = <z < — = I < z| <™
T i - T < T s My < T o
Eftersom x = —e™ < 0 foljer |z| = —z sa att
S <] = —r <™t = —eTM < < =P

Svar: y = ztan (In|z| — &), —e™/* <z < —3/4



