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(a)

TATA42 Envariabelanalys 2 2026-03-20, 16sningsforslag

Vi far successivt f(x) = e®, f'(z) = e, ..., f(4)( ) =¢®, fO)(z) = e®, och dirmed viirdena
FO) =1, f(0) =1, ..., fO0) =1, f<5><£) ¢t sd

" " (4) (5)
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for nagot £ = £(z) mellan 0 och . Med z = —1 far vi sedan
1 1 1 s 3 s
el ()=l -1+~ — 2 2
. —¢ b= +3 26 = 24 120 8 120
~~ ~N =
Exakt Approx. Approx.fel

for nagot £ mellan 0 och —1 (d.v.s. —1 < ¢ < 0), dér approximationsfelets belopp ar

1 3 ef ef e’ 1 1
e I e
e 8 120 120 — 120 120 — 100
vilket &r tillrackligt litet.
Standardutvecklingar ger
_ _ .3 sy L/ t=x—2%/3+0(2°),
f(z) =In(1 +arctanz) = In(1+z — 2°/3 + O(z”)) —/ o0 = 50
ettt

1(1+t)_t—§+§——+0(t5)
tr=t-t=(z—2%/34+0(")(z—2%/3+0(")) = 2% — 22" /3 + O(a"),
/ =t t= (224 0(a")) (z + O(2?)) = 2® + O(z7), /

=13t = (2> 4+ 0(@”)) (z + O(2?)) =2* + O(z%), O(t°) = O(a®)
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— (e -3+ (")) - L BEOW | O HOE o)
2 4
—x—%—i-%—i-@( °) = Svar

Eftersom x > 0 ar

!
xy’fy:zQez@y’fg:xexéy—f%:exé(g) :exég:eerC’,
x r  x x x

dér vi i steg x har anvéint den integrerande faktorn exp(—Inx) = 1/x. Bivillkoret y(1) =0
ger 0/1 =e! + C, d.v.s. C = —e, och 16ser vi ut y far vi
Svar: y = xe® — er.
Eftersom 1+ y2? > 0 far vi
Y —2xy? =22 &y =22(14+y%) & y—/ =2z & _dy = [ 2zdx < arctany = 2% +C.
1 + y2 1 + y2

Bivillkoret y(0) =1 ger 7/4 =0+ C, d.v.s. C = 7/4, och
arctan —x2—|—i = —tan(xQ—i—z) —E<$2—i—z<E
ymE Ty v 1) 72 1572
Hér ar den vénstra olikheten automatiskt uppfylld medan den hogra ar uppfylld precis da

22 < /4, d.v.s. precis da |z| < /7/2, och detta intervall innehaller punkten x = 0 och ir
dirmed det storsta ppna intervall dér y(x) ar en l6sning till problemet.
LS

Svar: y(x)ztan(z + ) | |<7



3.

(a)

. 4k 4 5F .
Satt ap = T ka for fixt . Eftersom
Y/ ag] wmk: o (4/5)F +1 Bla  Sla] _
(6/7) ) 1—(6/7) 7 7

da k — oo medfor rotkriteriet att serien Y ;- | aj &r absolutkonvergent da @ < 1, d.v.s. da
|x| < 7/5, och divergent da @ > 1, d.v.s. da |z| > 7/5; alltsa &r den givna potensseriens
konvergensradie R = 7/5.

Svar: R =7/5.
Eftersom —1 <sinxz <1 och e™® > 0 for alla x far vi olikheterna

r —sinz r+1 1 1
0< < =— 4 = daxz>1
T e T 45 T 042° x4+x5 ar ’

vilket medfor att

0</°°xfsinzd </°° 1+1 g :c*3+:c*4 rree 1+1 7
——dax —_ —_— €r = | —— _ = — _ = —
— )i e m4ab T T ) xt o ab -3 -4 3 4 12

vilket skulle bevisas.

Vi soker det typiska beteendet for stora k. Forlangning med konjugatuttrycket och en loga-
ritmlag ger

2
0<ar=(ViT —%E)(m(mz)—mk):m.
1 2 n(1+2/k) 2 1 4 In(1 + 2/k)

Ve Jitgk+1l 2/k kKR At2/k+1 2/k
Sitt b, = 1/k%2. Eftersom (In(1+t))/t — 1 da t — 0 far vi att
a 4 (1 +2/k) 4

o — —
b \/1+2 +1 2/k 1+1

1
Z b, = Z =] ar konvergent (standardserie: o =3/2 > 1).
k=1
Jamforelsekrlteriet pa kvotform medfor darfor att dven var ursprungliga serie Y -, aj ar
konvergent.

In(1 + 2/k)

1=2=Adak— oo,dar 0 < A < oo,

Svar: Serien ar konvergent.

Nér omradet ges av 0 < r < R(p) ér areaelementet dA(p) = (R(p)?/2)dyp, sa arean A av D

blir
2

/2 /2 277/2 2
A:/ @d@:/ fd@: L = —,
0 2 0o 2 4 |,

Bagelementet ds vid x (se figur) dr, for vixande x,

d d
= /(dx)? + (dy)? 1+ y dx—\/l—i— N 2) dx:\/%—ds(x).
\/ —x —x

Det smala och sneda cirkuléra band som uppkommer
nér den lilla kurvbiten med langd ds(x) vid x roteras
ett varv kring linjen « = 2 har radie r(z) = 2 — z
och bredd ds(x), sa dess area ar

(=

Ay N

dA(z) = 2mr(x) ds(z) = % dx.

Rotationsytans totala area A blir darfor (notera att

—x°) = —x — x< enligt ovan
VI—22) V1 =22 enlig
1 1
2n(2 — ) 1
A:/ dA(z) = 7dz:27r{2arcsinz+\/lf:c2} =272 — 2m.
0 ( ) o V1-— 2 0 e
(Alternativ: Uppgiften kan ocksa losas med polara koordmater Kurvan ar kvartscirkeln

r=1,0< ¢ < 7/2, bagelementet ds(¢) = /r(v)? +1'(p)2dp = dp och areaelementet
dA(p) = 2m(2 — cosp) ds(p) = 27(2 — cos<p) dp, sa A = 27r[2<p - smgo}o/ =2m° — 27.)




5. Standardutvecklingarna
cosz =1+ O(2?),
sinz =2+ O(z?)

och
«

2

(a—1)

(1+t)”‘1+oet+< )t2+(9(t3)1+at+a1 5 2+ O(t?)

med o = 1/2 och t = bx respektive o = 1/3 och t = x ger ndmnaren
VIitbr —T+z=(1+0bx)/? - (1+z)/3

= (1 + %x + W(W + O(ﬁ)) - (1 + g + w 2% + O(ﬁ))

_ (g_%)x+(%—§)x2+0($3)

ar +2® —xcosx —sinz = ax + 2° — z(1 + O(2?)) — (z + O(z?))
= (a—2)z + 2 + O(2%),

och téaljaren

Vi far tva fall beroende pa om forstagradstermen i ndmnaren forsvinner eller inte:
e Om b/2—1/3#0, d.v.s. om b # 2/3, far vi att kvoten efter forkortning med z blir

(a—2)+O(x) (a—2)+0  6a—12
G2-1/3+0@  G2-13+0 -z @70

e Om b/2—1/3=0, d.v.s. om b= 2/3, far vi att kvoten efter forkortning med x? blir

(a—2)/z+1+0(x)
1/18 + O(x)

som blir obegransat da  — 0 om a # 2 men har grinsvirdet 18 da x — 0 om a = 2.

6a — 12
———  for all b) dar b # 2/3
Svar: Gransvardet ar 3b—2 or alla (a, b) dar b # 2/3,

18 da (a,b) = (2,2/3).
I 6vriga fall, d.v.s. da a # 2 och b = 2/3, saknas andligt
gransvirde (”dndligt” kan faktiskt strykas hér, varfor?).



6. Ansatt

oo
k 2
= g crx® =co+ x4+ cor? F ez + ..., |z| <R,
k=0

dar konvergensradien R dnnu ar okénd; bivillkoret y(0) = 1 ger ¢g = 1. Derivering ger
oo
Z ezt =04 c1 + 20z 4 3e3x® + ..., |z| < R;
k=0

bivillkoret 3'(0) = 1 ger ¢; = 1. Derivering &nnu en gang ger
Zkz —1ckx Zk—i—Q I<:+1ck+2x =2-1-ca+3-2-c3x+..., |z|]<R
k=0 k=0

(notera att termerna med nummer 0 och 1 i den vénstra serien &r noll, sa den kunde lika géarna
ha borjat med k = 2). Inséttning i differentialekvationens vénsterled ger

(1—2?)y" —2zy' 4+ 12y = Z((k: +2)(k + 1)ckso — k(k — Ve, — 2key + 12¢) 2", |z < R.
k=0

Detta uttryck ska vara lika med noll da |z| < R, och entydighet hos koefficienterna ger darfor att

(k+2)(k + 1)cppo — k(k — 1)ep — 2kep + 126, =0, k=0,1,2,...,

k? +k—12 (k+4)(k —3)
Gttt " Grkr)™ k=0,1,2...,

den s.k. rekursionsformeln.

Ck42 =

cp = 1 ger successivt ca = —6cg = —6, ¢4 = —c2/2 = 3 och ¢g = 4ey /15 = 4/5.

¢1 = 1 ger successivt ¢3 = —5¢1/3 = —5/3 och ¢5 = 0, och dérmed éar alla efterféljande ¢ med
udda nummer ocksa lika med noll.

Saledes kan potensserien for y skrivas (notera att det alltsa bara finns tva nollskilda termer med
udda gradtal)

c- k o bz’ A 2n
y:chx :1—}—95—630—7—}—390 +T+202nx , x| <R,
k=0 n=4

dér konvergensradien R nu kan bestimmas med kvotkriteriet: Sétt a,, = conz®® for fixt = # 0.
Da blir, med hjilp av rekursionsformeln ovan,

An+41
Qn

Con+2

j2]* = |2 = Q

2 |(@2n+4 5 2+4/n)(2-3/n)
21 ‘(271—}—2 n+1) " "= ‘2—1—2/71)(2—1—1/71)

Con

da k — oo, sa potensserien dr absolutkonvergent da @Q < 1, d.v.s. da |z| < 1, men divergent da
Q > 1, d.v.s. da |z| > 1; alltsa ar potensseriens konvergensradie R = 1.
Svar: ¢cg=1,¢1=1,c0=—6,c3=—-5/3,¢c4=3,¢5 =0, c6 =4/5, c; = 0.
k2 +k—12 (k+4)(k: 3) k=012
E+2)k+ )" " Gr2)k+n™ "7

Rekursionsformeln: cxqo =

Konvergensradien R = 1.



