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TATA42 Envariabelanalys 2 exempeltenta 1, 16sningsforslag
Nimnaren = z — arctanz = x — (v — 2% /3 + O(2°)) = 23 /3 + O(a®), sa vi utvecklar tiljaren
t.o.m. grad 3. Standardutvecklingen (1 +#)'/3 =14 ¢/3 + O(t?) med t = 2* (observera att
r— 0=1t—0) ger tiljaren = V1 + 23 — 1 = 23/3 + O(2), sa

Vi+ad -1 2?/34+0@°  1/3+0(?) 1/340

= = =1 da 0.
x —arctanz  23/34+ O(x®) 1/3+ O(a?) - 1/3+0 v

Svar: 1.

Vi far successivt
f(z) =sinz, f'(z) =cosz, f"(z) = —sinz, f"(x) = —cosz, fP(z) =sinz, fO(z) = cosz,
sa

f0)=0, fO) =1, f"0)=0, f"0)=-1, fD0)=0, O£ =cos,

varfor

"0 ) @ (0 (5)
2! 3! 4! 5!
3 cosé o
T E T’
for nagot £ = £(x) mellan 0 och . Med z = 1/10 far vi sedan
.1 1 (1/10)*  cos&, 1.5 599 cos¢
sin(—) = — — ()" = — =
10 10 6 120 *10 6000  120-10
for nagot £ mellan 0 och 1/10. Eftersom |cos&| < 1, oavsett var £ finns, far vi slutligen
.1 599 cosé |cos €| 1 _7
) - = = < <10
sin(75) 6000’ ‘120~ 105 ~ 120105 — 120-10° = °
vilket skulle bevisas.
23 cosé&
Svar: sinz =z — o + mzs for nagot € = £(z) mellan 0 och z.
Eftersom = > 0 ar
!/
* d
oy —y =2 o y/_y:xem & y__%zezz o _(g):eh
x x dr ‘x
2z 0 2 2
& %: % C, déar y(1) =0 ger 1 :%—i—C, d.v.s. C:—%,
och dir steg * foljer av att en integrerande faktor ar ef'(*) = ¢~ 0o — 1/z, ty F(z) = —Inz

ir en primitiv till f(x) = —1/2 dd o > 0; alltsd blir y = (e*® — €?)x/2.
I denna uppgift ska vi endast svara med var 16sning, och kontrollera att den 16ser problemet;
ovanstaende rikningar ska alltsa inte lamnas in. Daremot ska foljande lamnas in:

Svar: y = (€2Z - 62)1'/2.
Kontroll: zy’ —y = z(e**x + (e** — €2)/2) — (e** — e?)x/2 = z2e**; y(1) = (e? — €?)/2 = 0.
Eftersom vi soker en 16sning y(x) med bivillkoret y(0) = —1 # 0 kan vi dividera med y? # 0:
/ -2 2
vy —xf=0 & Y2 o /yigdy:/xdx s L _Z 40
y3 -2 2
Villkoret y(0) = —1 ger —(—1)2/2=0/2+C, d.v.s. C = —1/2, s
1
Vi—z2 J1-2?

-2

y2=1-—22

dér — géller, ty y(0) = —1 < 0.
Det storsta oppna intervall som innehaller = 0 och dér y(x) r en 16sning &r alltsa dar
1—22>0,dvs. dir —1 <z < 1.

1
Svar: y = ——, -1 <z < 1.

V1—22’



3. (a) Sitt ap = (k+1)2?* /(4% (k + 3)) for fixt z # 0. Eftersom

_ (k+2)|:c|2<k+1>/(k:+1)|:c|2k 2 (1+2/k)A+3/k)  |xf?

ka3 4 Gximidk a9

Qi1
Gp

da k — oo medfor kvotkriteriet att serien Zzozo ay, ar absolutkonvergent da @ < 1, d.v.s. da
|z| < 2, och divergent da @ > 1, d.v.s. da |z| > 2; alltsa dr konvergensradien R = 2.
For de aterstaende virdena o = +2 far vi serien Y~ aj, dar

k41 1+1/k
k+3  14+3/k

ag —1#0 dak — oo,

sa divergenstestet medfor att serien Y - ax 4r divergent for dessa x. Svar: —2 <z < 2.

(b) Integranden &r positiv, och eftersom 2% + /z ir storre én bade 22 och /z da x > 0 far vi att
/°° dr /1 de /°° dz
0 1'2 =+ \/E o 0 1'2 =+ \/E 1 ZEQ 4+ \/E
1 o) 00
dz dz 1 1
< — — = |2 —— =24+1=3
<f i) @ [ﬁ]0+[$}1 e

vilket skulle bevisas.

4. (a) For kurvan y = 22/2 + 3, 1 < 2 < 2 blir bagelementet (for vixande z)

ds = \/(dx)? + (dy)? = /1 + (dy/dx)? dz = \/1 + 22 dz = ds(z),

sa kurvldngden L blir

2 2
L= / ds(z) = / V14 22 dx = Svar.
1 1

AY

Kurvorna skir dir 2 — 22 = —z, d.v.s. dir © = —1 eller = 2, och omradet kan skrivas

—r<y<2-2?, -1<z<2

Nér den morkare tunna stapeln roterar ett varv kring linjen y = —3 genereras en cirkelring
med ytterradie R(z) = (2 — 2?) — (=3) = 5 — 2?2, innerradie r(z) = (—z) — (=3) = 3 — z och
tjocklek dx; ringens volym blir darfor

dV(z) = (7R(z)? — mr(z)?)dz = n((5 — 2%)* — (3 — 2)?)dz = 7(16 + 6z — 112* + 2*) dx,

och hela rotationskroppens volym V' blir

2 2 3 512

11 153

V= / dV(xz) = / 1(16+6z—1122+2) dr = 7162 + 322 — Tx + % = 2T _ Svar.
-1 -1 -



5. Vi utvecklar forst In-termen. Standardutvecklingen In(1 +t) = ¢t — t2/2 + ¢3/3 — t*/4 + O(t°)
anvind med ¢t = sinx = x — 23/6 + O(2°) (observera att x — 0 = t — 0) ger

t2=t-t=a—2"/3+05); 2 =t> t =2+ 0°); t' =13t =2+ 0(2®); O@°) = O(9),

sa
3

" 4
In(1 +sinz) = (z — 5 +0
2

5 X 1 1,4
(z® - 3 + O(zﬁ)) + g(z?’ + (9(:05)) — Z(:c + (9(:06)) +0(z°)

wl»—l

x x

2%)) -
3 1.4
+ —

+ O(z°).

6 12

:1‘—?
Vidare, med t = 2,
2 t t? 3 A 6
e :e:1+t+§+(’)(t):1+x +?+(’)(m),
och

1/2 1/2 2 g8
Vitr=(1+2)"?= 1+2+<é)x2+<§> + O(x )f1+§f%+f—6+0(z4),

sa
f(:C):1I1(1+Sin1')+612*$\/1+$
2 3 4 4 2 3 4
- (gg_%+%—%+(’)( )) (1+x2+%+0($6)) - <x+$——x—+x—+0(ﬂc5))

T 17zt
1+ —+

7
5 3
=1
o 18 + O(a°) +x (24+(9( ))
dér det sista uttrycket inom parentes, 7/24 + O(z), &r néra 7/24 och ddrmed > 0 da x &r néra 0.
Vidare, 23 > 0 dd z > 0 men 2° < 0 da = < 0, varfor f(z) < 1 = f(0) d& = < 0 niira 0, medan
f(z) > 1= f(0) da = > 0 ndra 0. Alltsa har f inget lokalt extremvérde i z = 0.

Slutligen, koefficienten for z* ar f(*)(0)/4! = 17/48, sa f*)(0) = 17/2.

7 1724 1
Svar: f(x) = 2:1 4:86 (z°); f har inget lokalt extremvirde i z = 0; f®)(0) = 77
6. Eftersom e’ = Y27 t*/kl, t € R, far vi, med ¢t = —2? och termvis integration i steg * nedan,

vilket &r tillatet eftersom exponentialfunktionens Maclaurinserie har odndlig konvergensradie,

- de — P (DR de = o (—1)F 2% g (—1
/Oe ””_/0 D T=) /0 T Zk' 2k+1 Z“’“
k=0 k=0

dar

(=D*
k' (2k+1)
Serien Y77, ax ér alternerande och |ax| = 1/(k!- (2k + 1)) \, 0 d& k — oo (avtar mot noll)
eftersom k!'- (2k +1) /oo da k — oo (vdzer mot oéndligheten). Det foljer att serien Y~ ax &r
en Leibnizserie, och dérfor galler, om s = Z;OZO aj ar seriens sumima och s, = ZZ:O ay ar dess
delsummor,

ap =

s = sn| < lan+al,
och provning ger |ag| = 1/(24-9) = 1/216, for stort, medan |as| = 1/(120-11) < 1/1000. Alltsa,

1 1 1
s~ sy =ao+ar+ax+a3+as= 3+E_E+2—16

med fel vars absolutbelopp dr mindre &n 1/1000.

—1)* 1 1 1 1
(=1) k € N; approximationen 1 — - + — — — 4+ — duger.

Svar: =—t
Sk Ok = e 0k 1 1) 3710 42 ' 216



