Losningsskisser till TATA43/9GMAO8 Flervariabelanalys 2025-06-04

1 () fi = zcos(@z) -y = F@y,2) = sinwz +yo + h(y, 2), alltsd f1(z,,2) = @ + K (y, 2),
substitution i den 2:a ekvationen ger x + hi (y, z) = v — 2yz = hy(y,2) = —2yz = h(y,2) =
—y%2 + g(2), alltsa

f(z,y,2) =sinxz +yx + h(y, 2) = sinxz + yx — y*z + g(2),
och substitution i den 3:a ekvationen ger
fix,y,2) =xcoszz—y* + 7' (2) =1 —y* +acos(rz) = g(z)=1 = g(z)=2+C,

alltsd f(r,y,2) =sinzz +yr —y’z+ 2+ C

(b) Under forutsettningar att funktionen g(x,y) dr av klass C? géller det att g7, (z,y) = 9oy (,Y).

Ty
[ vart fall: g/]lgy(x,y) = (ze™), = 2°¢™ medan gy, (z,y) = (ze™), = €™ + xye™, dvs

yx
9y (0, y) # g, (7,y), alltsd 16sningen saknas.

Svar: (a) f(x,y,2) =sinzz +yr —y*z + 2+ C, (b) se ovan.

2. Integration m h a stavar i y-led ger (se bilden)

//D oy dady = /_12 </_g;+4 xydx) dy = /_12y [x;riﬁ by (—1,1) (5, 1;

=y r=y+4

! 2 493 2 !
:[2(4y +8y)dy = 5 + 4y =0
- (27 _2)

Alternativt ger integration m h a stavar i x-led:

[fevtsas= [ o ([ van)ans [o(f var)ar=
T e P )

Svar: 0

3. (a) v|=1(1,-2,2)|=v1+4+4=3 = u:=3iv=3(1,-2,2) har lingd 1.
1

vilket ger f(1,1,1) =V f(1,1,1) eu=e(1,1,1) ® 5(1,-2,2) = £

(b) Funktionen g(z,y,z) = wcos(yz) —y — 2z = 0 ar av klass C*, ¢(1,0,1) =1—-0—-1 = 0,
g.(x,y,z) = —zxysin(yz) — 1, och speciellt ¢/(1,0,1) = —1 # 0, vilket medfér m h a
implicita funktionssatsen att ekvationen x cos(yz) —y — z = 0 i en omgivning av punkten
(z,9,2) = (1,0,1) definierar en C*-funktion z = f(z,y). Eftersom grafen z = z(x,y) ir 0-niva
méangd av g(z,y, z), dr gradienten Vg(1,0,1) en normal till tangentplanet i (1,0, 1). Eftersom
Vg(z,y,z) = (cos(yx), —xzsin(yz) — 1, —zysin(yz) — 1) blir n = Vg(1,0,1) = (1, -1, —1),
vilket ger ekvationen for tangentplanet pa normalform

ne(r—1,y—0,2—1)=0 = (1,-1,-1)e(z—1,y—0,2—1)=0 = z=zx-—y.

Svar: (a) fy(1,1,1) =% (b)) z=2—y



4. Overgang till sfariska koordinater (1,6, ) ger

0<r<2 0<6<w/4, 0<¢p<pi/2
d(z,y,z
d(r, 0, )

/// v/ 22 + y? +z2dxdydz—/ﬂ/2 (/Oﬂ/4 (/0 r~rzsin9dp)d9> de

T ot moze—ﬁ)w-

=7 sm@ alltsa

Svar: (2 — v/2).

5. Forsta partiella derivatorna éar:

fg’g:(y+1)sinz+23:+22—2 f;(l,—l,O):O
fy = (v —1)sinz+ 2y + 22 + 2 = f(1,=1,0)=0
fl=(x—1)(y+1)cosz+6z+2zx+2y fi(1,-1,0)=0

alltsa ar (1, —1,0) en stationdr punkt. Andra derivatorna ar

f:;’{['(17_170) :27 f;/y(17 _170) :07 f;/2(17_170) - |:(y+].)COSZ+2:|(1 _10) :27
fg///y(l, -1,0) =2, f;’z(l, -1,0) = [(m —1)cosz + 2}(17_170) =2,
" - B ) B
fzz(L _17 0) - [(1 'I)(y + 1) sin z + 6} (1,-1.0) = 6’

Kvadratiska formen Q:

Qu—10)(hy k,1) = 2h* 4+ 4hl + 2K + 61* + 41k = 2(h + 1)* — 21* + 2k* + 61> + 41k =
=2(h+1)* +2k* + 4lk + 417 = 2(h + 1)* + 2(k + 1) + 217

ar positivt definit: Q(1,—1,0)(h, k,1) > 0 alltid och Q(1,-1,0)(h, k,1) = 0 endast for h =k =1 =0,

alltsa ar punkten ett lokalt min.
Svar: (1,—1,0) ar ett lokalt min.

6. Vihar f(z,y,2) = 22 + y* + 2% — 2zyz och sitter g(z,y, z) = 22 + y> + 2%. f ar kontinuerlig och
villkoren g < 12 beskriver en sluten och begrédnsad méngd vilket betyder att f har ett stérsta och

minsta varde pa méngden. Kandidatjakten omfattar tva fall: (3D) 6ppet klot g(z,y, z) < 12 och
(2D) sfaren g(z,y, z) = 12.

(3D) Stationdra inre punkter: f; = f; = f. =0, g(z,y, 2) < 12 (éppet klot) ger

20 —2yz =0 T =Yz
2y —2xz =0 & Yy =Tz
2z =22y =0 z =y

a) Om x = 0 sa medfor den 2:a och den 3:e ekvationerna att y = z = 0, alltsa (0,0,0) som

tillhor méngden, alltsa en kandidat med | f(0,0,0) = 0| Det samma resonemang géller

for y = 0 eller z = 0 och ger samma kandidat (0,0, 0).



b) Antag att xyz # 0, systemet ger zyz = (2y)(zz)(zy) = (2yz)?, alltsd zyz = 1
=z = yz = 1/x = x = +1, och analogt med y, 2. Detta ger ytterligare kandi-
dater: | f(1,1,1) = f(—1,—-1,1) = f(1,-1,—1) = f(—1,1,—1) = 1| (alla ligger i tillhor
méngden g(x,y, z) < 12).

(2D) Stationdra punkter pa sfaren med ett aktivt bivillkor g(z,y,z) = 12 ges av Vf || Vg &
Vf x Vg =0 vilket ger

2r — 2yz 22 r(y* —2%) =0
0=| 2y—2xz | x| 2y &S y(z2 —2?) = (%)
2z — 2y 2z 2(z* —y?) =0

a) Antag att zyz = 0 och t.ex. x = 0, d& medfor (x) att yz? = 2y® = 0, vilket i sin tur
ger att antigen y eller z &r noll (obs. att alla tre koordinater far inte vara lika med noll
eftersom 22 + y? 4 22 = 12). I detta fall den skilda fran noll koordinaten blir +21/3,
vilket totalt ger 2 + 2 + 2 = 6 kandidater

F(£2V/3,0,0) = £(0,42v/3,0) = £(0,0,42v/3) = 12

b) Om zyz # 0 s& foljer fran (x) att 2% = y* = 22, vilket insatt i 2% + y? + 2% = 12 medfor
att det finns ytterligare 8 kandidater:

f<27272> = f(27 _27 _2) = f<_2727 _2) = f(_27 _272) =12-16= -4 )
£(=2,2,2) = £(2,-2,2) = f(2,2,-2) = f(—2,-2,—2) = 12+ 16 = 28

Optimeringen ger svaret:
Svar: foin = [(2,2,2) = f(2,-2,-2) = f(—2,2,-2) = f(—2,-2,2) = —4 och fuux =

7. Integralen ir generaliserad och integrationsomradet ges av D = {(z,9): 0 <z < y*> < 1,y > 0}.

1 . o) . . . . . .
Tty AT Positiv kan vi tilliampa Fubinis )

Eftersom integranden

sats och far
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Observera nu att den sista integralen ér generaliserad i y = 0 med en positiv integrand och
i @D
y—07t Yy

dy &r konvergenta (eller diver-

1 1 1
1 1
vilket medfor att integralerna / Mdy och / %dy = / =
Y gy
0

yF
0 0
genta) samtidigt, vilket ger svaret (obs. att enligt uppgiften ar k& > 0):

Svar: Integralen ér konvergent for 0 < k < 2.



