Kroklinjiga koordinater i Vektoranalys.

1. Kroklinjiga koordinater. I ett kroklinjigt koordinatsystem parametriserat genom ortsvek-
torn r(u, v, w) med egenskapen att
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Funktionerna h,, h,, h, kallas skalfaktorer. Enhetsvektorerna 4, v, w bildar ett ortonorme-
rat system av vektorer. Observera att dessa enhetsvektorer dr vektorvirda funktioner och
ou
att vi i allménhet kan, till exempel, ha 0 # 0.
v
(i) Kartesiska koordinater: I ett kartesiskt koordinatsystem har vi det ortonomala systemet
Z,7, 2 och den generiska ortsvektorn for en punkt anges som r(z,y, z) = 22 + yy + 2. Vidare
har vi
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och likadant for ¢ och 2. Med v =z, v =y, w = z erhaller vi h, = h, = h,, = 1.

(ii) Sfariska koordinater: Hér infor vi ett variabelbyte: om (z,y, z) dr kartesiska koordinater
for en punkt i ett kartesiskt koordinatsystem, sa sétter vi:

r=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb.

Idéen hér ar att man kan spalta upp rummet med hjélp av koncentriska sfarer med centrum i
origo. Alla punkter med samma avstand r fran origo utgor en sfiar med radie r. For att skilja
pa de olika punkterna pa denna sfir infor vi tva vinklar: #, som ar vinkeln mellan ortsvektorn
r och den positiva z—axeln, genom ekvationen r - 2 = rcosf med 0 < 0 < «, dar r = |r|. Av
detta foljer att 6 ar entydigt definierad om r # 0. Vidare ar ¢ vinkeln i xy—planet mellan den
positiva z—axeln och den ortogonala projektionen av r pa zy—planet. Enkla rdkningar ger

r-z=rsinfcos¢, r-y =rsinfsingp.
Vinkeln ¢ varierar i intervallet 0 < ¢ < 27. Det foljer av beskrivningen att vinkeln ¢ &r
véldefinierad for alla punkter forutom de som ligger pa z—axeln (deras ortogonala projektion
pa xy—planet ar noll). Vi kan skriva
r(r,0,¢) =rsinfcos¢pz +rsinfsingy + rcosh 2.

vi erhaller da h, =1, hg =7, hy = rsinf. Vidare har vi



7 =sinfcos¢pr + sinfsinpy + cosh 2
=cosfcosp + cosfsingpy —sinf 2

¢ =—singx+cosoy.
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Ortsvektorn for en punkt kan nu skrivas som

r(r,0,¢) =rr.
Observera att
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(iii) Cylinderkoordinater: Idéen héir &r att spalta upp rummet i koncentriska cylindrar med
z—axeln som symmetriaxel, sa att varje punkt i rummet ligger nagonstans pa nagon cylinder.
Varje punkt har en ortsvektor som har en ortogonalprojektion pa xy—planet, och lingden av
denna projektion, p &r cylinderns radie. Exakt var punkten ligger pa denna cylinder avgors
av z—koordinat (hojden) och av vinkeln ¢ som &r vinkeln mellan ortsvektorns ortogonala pro-
jektion pa zy—planet och positiva x—axeln. Vinkeln ¢ varierar i intervallet 0 < ¢ < 2.
Alla punkter, forutom de pa z—axeln, ér entydigt definierade av deras cylinderkoordinater
(p, ¢, z). Punkter pa z—axeln har ingen entydigt definierad vinkel ¢, men &r definierade enbart
av z—koordinaten.
Ortsvektorn fér en punkt ges nu som

r(p,¢,2) = pcosd T+ psingy + z 2.
Viharda h, =1, hg = p, h, =1 och vi far

p=cosopr—+singy
g5: —singZ 4+ cosopy
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Ortsvektorn for en punkt kan nu skrivas som

r(p,¢,2) =pp+z2.

Observera att vi har



Sammanfattning av formler for kroklinjiga koordinater

Gradienten ges av:
0P 1 09

~

1o 1
V@(U,U,IU) = uh—u% + Uh—v% + wEa—w

For vektorfiltet A = A,u + A, 0 + A,w har vi foljande formler:
1 0 0 0

vA=V.-A=-—— |21 <4 2 A
divA =V huhohi gu Aulwhw) + 5 (Avhuh) + 25 (Auhuh)
hyti  hyd Ryt
ot A=V X A = 1 2 2 9

huhv hw Bu 31} (9_w

hoAy, hyA, hyAy,
For cylinderkoordinater: med (u,v,w) = (p, ¢, z) har vi:

hy=h,=1, hy=hs=p, hy=h,=1

r(p,¢,2) =pp+z2.

1 Or

ﬁ:h—pa—p:cosqﬁfchsingzﬁﬁ

N 1
¢:h—¢§—;:—sin¢i+cos¢@
.1 or .

3= W 0- = 3.

For sfariska koordinater: med (u, v, w) = (r,6, ¢) har vi:

hy="hy, =1, hy,=hy=1r hy=hg=rsinb.

r(r,0,¢) =rr.
1
7= —@ =sinfcos¢pT +sinfsinpy + cosh 2
h, Or
~ 10
0= h—oa—; =cosfcospr + cosfsingy —sinf 2
A 1
o= h_¢§_; = —singx + cosoy.



Vektorformler
l.a-(bxc)=(axb)-c
2. ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
3. V(a® + V) = aVP + VI
4. V-(aA+BB)=aV-A+8V-B
5. VX (aA+B)=aV x A+ 5V xB
6. V(PU) = (VO)U + B(VV)
7. V- (PA) = (VD) - A +d(V-A)
8. V x (PA) = (V) x A+ B(V x A)
9. V-(AxB)=B-(VxA)—A-(VxB)

0*d  9?°d  9°D . _ _
10. V- (V) = 92 + e + 5.2 i kartesiska koordinater

11. V x (V®) =0 for alla @

12. V- (VxA)=0

Dessa formler géller for alla konstanter «, [, alla deriverbara skalarfalt ®, ¥ och alla deriver-
bara vektorfilt A, B.



