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Grundinformation

Kursmal: mest om integrationsteori.

Mer formellt (lirandemal): Kursen avser att ge fortrogenhet med den grundldggande vektoranalys som
anvinds inom tekniska &mnen sasom elldra, mekanik och stromningslara. Efter kursen skall studenterna kunna

e bestdmma potential till ett vektorfalt
e berikna kurv- och flodesintegraler, savil med som utan anvéindning av integralformler

e anvinda sfiriska och cylindriska koordinatsystem i berdkningar

Kurslitteratur:
e Ramgard, Anders, (2000) Vektoranalys 3. uppl. Stockholm : Teknisk hogskolelitteratur i Stockholm
e (Kompendium) M. Nikoltjeva-Hedberg, Exempelsamling i vektoranalys, utgiven av MAI
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Kapztel 1

Vektorfilt, potential.
Ytor, normaler,
tangentplan. Gradient,
divergens, rotation

1.1. Repetition och motiveringar

Envariabel analys: viktigaste relevana begrepp
e Produktregel (Leibniz sats): (fg)' = f'g + f¢'.
e Partialintegration: [ f(z)¢'(z)dz = f(z)g(z) — [ f(z)d (z).
e Integralkalkylens fundamentalsats: ff fl(x)dx = [f(2)]% = f(b)—f(a).

a

Man kan tolka minustecken hogerled i den senaste som orientering:
[F@) = [f@)]ams = —F(a) + f(b) (orientering)

a b

S TITTTTTTITTTTTITTTTTTIY S S
X

Orientering ér ett viktigt begrepp i den hér kursen, vi ska studera senare vad det betyder. T. ex. blir situationen
svarare i rummet R3. Kort sagt, orientering ges av normalriktning (vi ska diskutera det mer rigorost senare).
Vart mal dr att generalisera dessa satser till 2D och 3D méngder och funktioner.

1.2. Euklidiskt rum

R™ &r méngden av alla reella n-tiplar £ = (x1,x9, ..., z,) med origo 0. Tillsammans med skalarprodukt z -y =
T1y1 + T2y2 + ... + oy, blir R” ett Euklidiskt rum dér lingden av en vektor  ges av |z| = /z - 2.

I den hir kursen studerar vi huvudsakligen tvd VIKTIGASTE SITUATIONER: planet R? och rummet R3. Vi
anvéander foljande beteckningar for standarda basvektorer:
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4 1. Vektorfilt, potential. Ytor, normaler, tangentplan. Gradient, divergens, rotation

vilket ger for ortsvektorn:
r =i +yy+ 22
Observera att ortsvektorns lingd betecknas med

r=lzd+yj+ 22| = Va2 +y? + 22

Allmént, vi betecknar

. a
a= al (enhetsvektor)
Vektorprodukt av tva vektorer:
axb
vy oz as a as a aia
axb=|aaaz| = 203 , 301 , 1 2)
b; b; b;’: ( by b3 |” b3 by |” | by b b

6 laxb]
Parallellogrammens area ger storleken av |u x v/|, se bilden. <
a

Volymen V till den parallellpiped som spidnns upp av tre vektorerna a, b, c ges av

ay a2 az
V:ao(bxc): blbgbg (12)
C1 C2 C3

Som tidigare i flervariabelanalys, given en méngd D i R”, en punkt a € R™ kallas en inre punkt till D om det
finns ett oppet klot kring @ som ligger helt i D och resp. en yttre punkt till D om det finns ett 6ppet klot
kring @ som ligger i komplementet D¢ = R"™ \ D till D.

En méngd D C R"” kallas 6ppen om alla dess pukter &r inre punkter. Den kallas sluten om alla dess randpukter
tillhér D. En méngd D kallas sammanhiingande om varje par av punter i méngden kan forbindas med en
kurva som ligger i D. Idé med denna definition &r att en sammanhéingande méngd bestar av en komponent.

I den hér kursen, kommer ett annat begrepp spela avgérande roll: en méngd D kallas enkelt sammanhéngande
om varje sluten kurva i D kan kontinuerligt deformeras i en punkt i D utan att limna méngden D.

sammanhdngande och
enkelt ss mmanhangande

ej enkelt

ej sammanhangande .
sammanhangande



1.3. Vektorvirda funktioner. Vektorfilt. Kurvor. Ytor 5

1.3. Vektorviarda funktioner. Vektorfilt. Kurvor. Ytor
Viktiga speciella fall:

e cn reellviird funktion (ocksa kallas for ett skalérfilt) av tva eller tre variabler, t. ex. f(x,y) = 22 + 32
— Exempelvis densiteten, temperaturen, laddningsdensiteten etc av en kropp i punkten r; i fysik kallas
det ett skalérfilt (som associerar reella tal f(r) med punkter r i rummet).

e en vektorvird funktion av en eller flera variabler, t. ex.

A(t) = (cost,sint,t) : R! — R? (t.ex. en planetbana)

x(s,t) sin scost
B(s,t) = | y(s,t) | = | sinssint
z(s,t) Cos §

e ett vektorfilt tillordnar vektorer A(r) = A(z,y,z) till punkter i rummet (eller i planet), d v s dr en
avbildning av typen A : R" — R".

1 AL AL RS
//§TT \—> . _><—_><—'_><—_><—
2 TN )

— Exempelvis hastighetsfordelningen v(r) i en strommande vitska eller elektromagnetiska filtet E(r).

e Derivering av vektorfilt kan goéras komponentvis. Exempelvis géller

oA 0 0A, 0A, 8A3)
ou  Ou Ou’ Ou’ Ou

e Ortsvektordifferentialen (eller linjeelement) dr dr = (dz,dy,dz)

(A1, Az, A3) = (

Man kan #ven betrakta olika avbildningar mellan R! och R” (med andra ord, parameterkurvor) eller mellan
R? och R" (= parameterytor).

Exempel 1.1. En plankurva r = r(t), dér ¢ € [a,b]. Till exempel, en (half) elliptisk bage I'y,
'y :r = (2cost,sint), t:0—m.

Hér betonar vi speciellt att '] orientering ges av omloppet ¢ : 0 — 7, se bilden nedan till vénster,

VN N

medan bilden till hoger visar I'y : # = (2cost,sint) for ¢ : 7 — 0 (omvénd orienerad). Tangentvektorn av I'y
ir(t) ges av r'(t). Analogt definierar man rymdkurvor.

Exempelvis, tangentvektorn resp. tangenlinjen till ellipsen I'y ovan i punkten ¢ = § ges av

r/(%) = (—2sint, cost)|r = (—1, é)’
6
r=(33)+ (1)t teR.

Exempel 1.2. En parameteryta ges av r = f(s,t), dir (s,t) € D C R2,



6 1. Vektorfilt, potential. Ytor, normaler, tangentplan. Gradient, divergens, rotation

ytan n

Normalvektor i punkten f(s,t) ges av n = f x f]

Tangentplan i punkten f(s,t) ges av (r — f(s,t)) en =0

Exempel 1.3 (Parameterframstillning). Ytan S ges som en graf: z = f(z,y) av en Cl-funktion f, dir
(x,y) € D. Vi kan skriva S pa en parameterform, till exempel som

r=(z,y,2) = (s,t, f(s,1)), (s,t) €D,
sa att ortsvektorns derivator ges av
ri = (1,0, f)
ry= (0,1, 1)),
och en normalvektor i punkten (s, ¢, f(s,t)) blir
= (_féa _ft/7 1)
Exempelvis, en normalvektor for paraboloiden z = x? + 42 &r n = (—2z,—2y,1), och den motsvarande en-

hetsnormalen ar
2z 2y 1

n=(— ) T )
( V14+4x2 + 492 1+ 422 4+ 492 1+ 4a? + 492

Exempel 1.4 (Implicit givna ytor). Ytan S ges av en ekvation: F(z,y, z) = C, dir F #r en C'-funktion. Man
kan skriva S pa en parameterform bara lokalt kring de punkter dir gradient VF(x,y, z) # 0. En normalvektor
i punkten (z,y, z) ges av

n=VF(z,y,z) = (F,, F,, F,).
Underlagen for att arbeta med C'-avbildningar ér foljande sats som ér bekant fran flervariabelanalys:
Sats 1. En avbildning F(r) : RP — R"™ dr differentierbar i punkten a om och endast om varje koordinatfunktion

Fy(r) differentierbar ia, 1 <k <n.

Derivator och differentialer av vektorvirda funktioner foljer samma regler som for differentierbara reellviarda
funktioner forutsatt att alla relevanta uttryck &r véldefinierade. Till exempel, 1at § vara en av %, a%, d, etc,
sa galler det att

e )(AXxB)=3A) xB+ A x4(B).
e 6(AeB)=0(A)eB+ AejB).
e §(pB) =6(p)e B+ ped(B).

1.4. Gradient. Divergens. Rotation

Gradienten av en differentierbar funktion f(r) &r vektorféltet
Vf(r) =grad f(r) = (f.. fy. f2)  (‘mabla’)
Man kan visa enkelt att for gradienten géller, till exempel, féljande produktregeln:

V(p¥) = (Ve)y + (Vi)

Gradienten ar en vektorvérd funktion, till skillnad fran en partiell derivata som &r skalarvérd.

Gradientens egenskaper:



1.4. Gradient. Divergens. Rotation

e Om A(r) = Vp(r) kallas vektorfiltet A(r) potenialvektorfilt och ¢ kallas en potentialfunktion

e Gradienten Vi(r) pekar i den riktning i vilken ¢ viixer snabbast.

e Absolutvirdet av gradienten |V(r)| utgor i varje punkt det storsta virdet for 6kningen per lingdenhet

av skalarfiltet .
e Gradienten V¢ i en punkt a &r ortogonal mot till nivaméngden ¢(r) = ¢(a) som passerar genom a.

. . . 8
¢ Riktningsderivata: 52 = Vo ev
Given ett vektorfilt A(r) kommer vi studera dven divergens och rotation som definieras med hjilp av

nablaoperatorn
o 0 0
v L (%7 iy? &)
respektivt:
. 0A, 0As 0A3
A= A=
div Ve 97 + ay + by
T 9 z
rotA =V x A =5 & &
Ay Ay Ag

Exempel 1.5. Om A(r) = (x,y, z) sa har vi

or Oy 0z
A—i e _— =
v 8x+8y 0z
0 0 0 0 0 0
— 19 90 9| _~Z, _ “ A () — — ) —
VXxA= oxr Oy 0z x(ay 8Zy) (8z ox ) <8a:y ayx) 0






Kapaitel 2

Flodesintegraler.
Gauss’ Sats

2.1. Area av en yta. Ytintegraler

Vi betraktar bara styckvis glatta ytor, vilket innebér att en sadan yta kan ges av en kontinuerlig och styckvist
Cl-differentierbar parameterframstillning r(u, v). Analogt kan man definiera area av en yta.

Lat S :r =r(s,t), (s,t) € D C R?, vara en parameteryta. S
Observera att i det hér fallet géller att r 4r en avbildning n

mellan R? och R3. Detta ger ' » £, d
cZ | = il 2

r=r(s,t) =x(s,t)T + y(s,t)y + 2(s,t)2 ds

Lat oss rékna ut area for dndringen av en rektangel med si- ' y S

dorna s, s + ds och t, t + dt. Rektangeln avbildas pa en in-

finitesimal yta som kan approximeras med ett parallellogram a3 oy 2

med sidorna r(s, t), r(s+ds,t), r(s,t+dt) och r(s+ds,t+dt). R ‘

Det géller

r(s+ds,t) —r(s,t) =rids
r(s+dt,t) —r(s,t) =ridt.
vilket ger
(r(s+ds,t) —r(s,t)) x (r(s,t +dt) —r(s,t)) =7, x r,dsdt.
Area hos ett parallellogramm som spénns upp av tva vektorer dr lingden av deras vektorprodukt. Alltsa fas
dS = |(r(s+ds,t) —r(s,t)) x (r(s,t + dt) —r(s,t))| = |r} x r}| ds dt.

Den totala area av ytan S fas via integration:

Area(S) = jf ds = jf [rl x 7| ds dt.
S D

{[ as

S
ar ett exempel av ytintegral. Analogt kan man definiera ’2D-massa’ av en yta S med densitet p(r):

[[ pryas = [[ tr(s, 1)t x 7| dsdt.
S D

Integralen

@I



10 2. Flodesintegraler. Gauss’ Sats

Definition 2.1. Infinitesimal area dS = |r!, x 7} | du dv kallas f6r ytelement for parameterytan S : r = r(u, v).
Vi ocksa anvéinder vektoriella ytelement

dS =7}, xr, dudv, ds =|dS|.
Observera att vektoriella ytelement har samma normalens riktning (se Exempel 1.2 ovan):
dS = ndudv = ||, x r,|d dudv.

Exempel 2.1 (Graf). Betrakta ytan som ges som en graf z = f(x,y) 6ver ett omrade D C R2 Man kan
definiera parameterframstillning, till exempel, som z = z, y = y och z = f(z,y). Detta ger

N R r 0, fz),
r=xr+yy+ f(y,t)z = {7‘ 1 :/E) = ’l";: X "'; = <_f;7 _fg,/n 1)7

@~
Il
<
+
(;os
IS
Il
—
=

vilket medfor att
dS = |rl, x r|dedy = \/1+ f2 + fi? dedy = /1 + |V f(z,y)|? dx dy. (2.1)

Exempel 2.2 (Nivaytan). Betrakta en nivayta som ges av den implicita ekvationen F'(x,y,z) = C och antar
att F, # 0 (man kan betrakta analogt F, # 0 resp. F, # 0). Enligt implicita funktionssatsen blir nivaytan
lokalt en graf av en C'-funktion f(z,y) &ver (x,y)-planet, med andra ord

F(z,y, f(x,y)) = C.

Implicitderivering tillsammans med kedjeregeln ger

Fl
{F;+F;f;:0, N e =~
F,+ FLf, =0, _

och slutligen med hjélp av (2.1)

F£2 + F/2 + F2/’2 F
dS = \/1+ [+ f}?dxdy = \/ szz dxdy = ||Z7’|| dzdy.

Sammanfattninsvis, kan man uttrycka ytelement beroende pa parameterframstéllning pa tre olika sétt:
e en parameteryta r =r(s,t), dS = |rl, x r}| ds dt;

VF|
dz dy;
ihaad

e en graf over (z,y)-planet S : 2z = f(z,y), dS = /1 + |V f|]2dzdy

e en nivayta S: F(x,y,2) =C, dS =

2

Exempel 2.3. Betrakta halvkonen z? = 22 + 42, 2 > 0. M.h.a. parametrizering r = (ucosv,usinv,u) (dir

u > 0) fas

by gz
/ / . . . .
r, X1, = (cosv,sinv, 1) X (—usinv,ucosv,0) =| cosv sinv 1| = (—ucosv, —usinv, u)
—usinv  ucosv 0

alltsa | dS = |r!, x ! | dudv = uv2dudv|. Sedan bestimmer vi ytelement genom att betrakta S som nivaytan

F(x,y,2) = 2? + y* — 22 = 0, vilket ger

VE|
95 ="F

472 4 4y? + 422
dxdy = Vi +2y R drdy = (m.h.a. 2% =22 + %)
2

2 2
_ V8Vt ty V;“’dx dy = \2dxdy.

Och slutligen betraktar vi S som en graf z = /22 + 32, vilket ger det dS = \/1 + % + %dmdy = \/2dxdy.
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2.2. Flodesintegral

Definition 2.2. Lat n vara ett normalfilt till en yta S. Da ségs S vara orienterad med n.

OBS. Ibland man mennar att S har tva ’sidor’: utsidan n insidan
den plus-sida (utsidan) motsvarar till norma-
lens rikting, medan minus-sidan (insidan) mot-
svarar omvéand orientering. Observera att ori- insidan utsidan/ p
entering paverkar ett konkret val av parameter- A
framstallning, se Exempel 2.4 nedan. ytan S ytan —S

Som ett typiskt exempel ska vi studera hur mycket vitska som flédar genom en yta per tidsmoment.

Lat S : r = r(u,v), (u,v) € D C R? vara en parameteryta och v(r) .
vara hastighetsfiltet. Antag att vétskan har densitet p(r) vid punkten /
r. For att berdkna flodet dver S hackar vi S i sma bitar S;; ~ dS. Om
S;; ar tillrackligt liten, da kan den approximeras av ett tangentplan vid
resp. punkt r. Den vitska som strommar genom S under tiden dt kan
approximeras med en parallellepiped med basen S;; lutande parallellt
med hastighetsvektorn v. Fran (1.2) vet vi att volym av parallelepiped

dV = (vdt) e (rl,du x v, dv) = v e dS

och vastkans massa blir

M
dM = p(r)dV = p(r)dtvedS = dd—t =p(r)vedS = A edS,

diar A = p(r)v. Den totala vitskans massa som flddar genom ytan S per tidsmoment fas via integration:

fodet = HA odS = ﬂA (! x 7 )dudv.

Observera att resultatet dr oberoende av valet en partikuldr parameterframstdillning.

Definition 2.3. Flodesintegralen av vektorfiltet A 6ver en parameteryta S &r

HA ds _ﬂA " xr )dudv_ﬂA.nds ﬂA ds.

dar A, ar den orthogonala projektionen av A parallellt med n.

e Om —S5 dr ytan med omkastad orientering géller att ff AedS=— ff A o (S.
-S S

e Om S =57 +...4+ Si bestar av ett dndligt antal delytor S; géller att jj AedS = ZJ A edS
i=1 S

Exempel 2.4. Berikna flodet I av A = (—y,x,3z) ut genom ytan z = 22 +y?, dir z < 1, i riktning h e 2 < 0.

Losning. Vi betraktar S som parameterytan med parameterframstillning r(z,y) = (z,y, 2? + y?) dir (z,y)
ligger i omradet E = {22 4+ y? < 1}. Detta ger

1
Il:’l‘;. Xr; - (1,0,2$> X (07172y) - (-2%’, _2y7 1) = n= (_2'7;7 —2% 1)7

V1 + 42 + 492

vilket ger emellertid att ne Z > 0. Det kan atgirdas pa tva olika sétt: antigen ldmna kvar den aktuella parame-
terframstillningen och sétta omviand tecken pa flodesintegralen, eller byta tecken hos enhetsnormalen n, vilket
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medfor det samma resultat. Observera att A(r(x,y)) = (—y, z, 3(z* + y?)), alltsd m.h.a. polira koordinater
I=- JT Ao (r, xr))drdy = — ff(—y, z,3(x + 9°)) o (—2z, -2y, 1)dady = —3 ff(:vQ +y?) dxdy
E E E

2.3. Gauss’ sats

En sluten yta &r ett viktigt partiellt fall. Gauss lag sédger att den totalla laddningen innanfér en slyten yta S
fas med flodesintegralen

Q:eoj EedS.
S

En allmént Gauss’ sats tillater oss att ersétta integralen som tagits 6ver en kropp med en integral som tagits
over ytan som begrénsar denna kropp, och vice versa.

Sats 2 (Gauss’ sats). Ldt D vara ett begrinsat omrdde in R3 och S vara dess rand med utdtriktade orientering
n. Ldt F(r) vara ett Cl-vektorfilt. I sd fall giller Gauss’ sats:

ﬁFdS:@SF.ﬁdszﬂjv.de
S S D

Ide med bevis i ett viktigt specialfall dir D &r ett rétblock {a1 < x < ag, by <y <bg, 1 <z < o}

Randen 0D bestar av sex ytor Siz, S2sz,S1y,-..,52. med utatrikade
orientering, dér speciellt

Siz ={(z,y,2) eER:z=a;, by <y<by, 1 <z< co}
n, Ny, 0D = 0851, + 0S92 + ... + 052
___________ ni, = (-1,0,0), n, = (0,-1,0),...
Ny, = (1,0,0), nyy, = (0,1,0),...
. Betrakta F(r) = F12 + Foy + F3Z. Da blir flddesintegralen

@F )dS = H (Fi(r)a + Fo(r)j + F3(r)2) e adS = — [ F(r)dS + [[ Fi(r)dS+L+ Is.
051z 052z

/

I

Lat S, = {(z,y,2) €ER3: 2 =0, by <y < by, ¢1 < z < ¢z} vara projektion av D pa yz-planet. Integration med
stavar i xz-led ger

ij 8F1 dV Jj </ 2 3F1 )d >dydz _j (Fi(a2,y,2) — Fi(a2,y, z))dydz
= [[ Furyas + H Fi(r)dS =1,

85199 8523}

vilket medfor slutsatsen. O
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Exempel 2.5 (Exempel 2.4, forts.). Vi ska berdkna flodet I i Exem-
pel 2.4 m h a Gauss’ sats. Lat D vara paraboloiden z? + ¢y? < z < 1
sa att 0D = S + S dédr S dr paraboloidens sidoyta(fran Exempel 2.4)
och S ir cirkelskivan z = 22 + y? = 1 orienterade med uppéatriktade
normalen (varfor?). Da géller

[[ Aw)ds + H A(r)dS = ﬁ A(r)ds = [[[VeAdv.
S D

Eftersom Ve A = a( y) + gz + %”ZZ =3,

f[f)fVoAdV:3f£de:3/l [ dedy dz_3/ ﬂzdz_g—

0 22 4y2<z

A andra sidan har vi z = 1 och i = (0,0, 1) for Sy (varfor?) vilket ger for flodesintegralen genom Si:

J] A(r)dS = ff(fy,x, 3) e (0,0,1)dzdy = j 3dzdy = 3 Area(F) = 3m,
S1 E E

HA )dS = jﬂv o AdV — HA ——?m:—%”.

alltsa






Kapitel 3

Fysilkalisk tolkning av
divergens. Singuliara
vektorfilt

3.1. Fysilkaliska motiveringar

Divergensen av ett vektorfilt definieras som en skaldrprodukt mellan nablao- 13

peratorn och filtet. Det finns ett alternativt séitt som fysiskt ar mer vettigt. Lat
oss betrakta ett fldde och en liten volym i detta fldde, och férsoka berikna hur
mycket vétska som kommer att passera genom det, med hénsyn till riktningen:
utat — med ett plus, inat — med ett minus. Och lat oss férscka komprimera
den hér volymen till en punkt. ds

ds dS

Lat D vara en kropp i R?, @ € D och V vara en liten volym (till exemepl en konvex kropp)® kring en
punkt a. Lat F vara en C'-vektorfilt i D. Eftersom divirgensen V e F ir en kontinuerlig funktion (varfor?),
Medelvirdesatsen siger att existerar en punkt £ € V sadan att

[[[vem@)av = (Ve E)(©) [[[ dV = (Ve F)(a)- VoL(V)
14 1%

A andra sidan, Gauss’ sats ger fﬂ(v o F)(r)dV = @8 F(r) e dS ~ ut — in, alltsa
14 v

[ ®@)eas
U . . . def . oV
kélltdheten (flux density) i @ = divF(a) =  lim

VoV)—0  Vol(V) (VeF)(a).

ett fysikaliskt begrepp

Slutsatser. Divergensen visar nagot om hur mycket vitska med hastighetsflodet F flodar ut av (eller in i)
punkten a per volymenhet. Alternativt, Gauss’ sats innebér att antalet faltlinjer

e Om divF < 0 maste vitska annihileras i V; man pratar i detta fall om sénkor i dV.
e Om divF > 0 maste vitska strommas in i V; man pratar i detta fall om kéllor i dV'.

e Om divF = 0 man séger att vitskestromning &r divergensfri.

1En mingd dr konvex om varje punkt lidngs en stricka mellan tva godtyckligt valda punkter i midngden ocksa ligger i midngden
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Ett divergensfri vektorfilt i hela R? har noll-flde genom alla slutna ytor (d v s ytor som begrinsar en kompakt
kropp): om S = 9V sa med anvéindning av Gauss’ sats fas

(Jrryeds = [[[(Ver)r)av =o0. (3.1)
1% 1%
Vi har en f6ljdsats: om divF = 0 och S &r en sluten yta uppdelad i delytor enligt S = S + ...+ S, sa géller

[[FEyeds+...+ [[F@r)eds=o0. (3.2)
S1 Sn

Denna egenskap anvinds for att 1osa ut en okénd flodesintegral i (3.2).

Exempel 3.1 (Ytan ej sluten). Berikna flodet av F(r) = (2x, 2322 — 2y, 223?) ut genom en halv ellipsoid yta
S som ges av x2 + 2y? + 322 =6, + > 0, i riktning h e & > 0.

Lésning. Observera att div F(r) = 0. Lat D vara halv ellipsoiden 2 4 2y +
322 < 6, z > 0. Vi kan dela upp dess randyta i tva delytor: S och S;, dir S;
ges av = = 0 och 2y? + 322 < 6. Da omslutar S och S; kroppen D:

oD =8+5;, §,5 &r utat orienterade,

Eftersom div F = 0 erhalls det totala utflodet med hjilp av Gauss’ sats

F(r) e dS F(r)edS =0, g—
jsj (r) +£j (r) | <

alltsa

[[E@)eds =~ [[F(r)eds = - [{(0, ~2y,0) o (~2)dyd= = [[ 0dyd= = 0.
S S1 S1 S1

3.2. Singulira vektorfilt
Déaremot finns sma nyanser som kan forsvara arbetet. Betrakta foljande exempel.
Exempel 3.2. Berikna flodet av F(r) = (-5, %, 5) ut genom en sfiren S 22 +y% + 22 = R2.
Losning 1. (Fel 16sning) Vi har
VeF(r)=Ve(r?r)=(Vr ) er+r3(Ver)=(-3r"*. ;) or+77%.3=0

och anvéinder Gauss’ sats (3.1) direkt for klotet D = {r : r < R}. Sa blir resultatet

[[F@)eds=fra)edas= [[[(VeR)r)dv =0.
S ov 14

Losning 2. (Korrekt 16sning) Vi beréiknar flédesintegrlen via definition: sa fas (obs. att i = &) att

[[B@)eds = [[(r7r)e %rds = [[(R™*- R?S = R Area(S) = R™2 - 47 R* =47 £0 !
S S S

Varifran kommer motségelsen?. . .

Problemet #r att vektorfiltet F(r) = r~3r #r singulér (ir inte lingre av klass C! kring origo) innanfér D och
Gauss’ sats kan inte tillampas. I ett sadant fall far man inte applicera Gauss sats till hela D, men far istéllet
att 'operera bort singulariteten’. Se ett par exemepl nedan
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Exempel 3.3. Berikna flodet av F(r) = (5, 5, 5) ut genom en ellipsoiden S 2?2+ 2y +322=1.

Lésning. Precis som i Exemel 3.2 fas V ¢ F(r) = 0. Observera att berikning
via definition &r nu mycket svarare p.g.a. att ellipsoiden har en svarare para-
metrisering och flédesintegralen kommer bli svart hanterlig tekniskt. Sa att vi
forsoker utnyttja Gauss’ sats istillet men med vissa modifikationer.

Vi noterar att vektorfiltet F(r) = r~3r #r singulér i origo och betraktar en
kropp med hall i origo

={reR3: 22+ 2y +322 <1 och r?=z2+¢y* 422>
dér e > &r tillrakligt litet. Vi har for randen
oD, =S5+ S,

dér delytan S, &r orienterad utat m.a.p. D¢ (se bilden). Observera att F(r)
har inte lingre singulariteter innanfor D., alltsa

[[Fer)edas+ [[Fr)eds = (fFr)eds = jﬂv F)(r)dV = 0.
S Se oD

= ffF(r) oS = — ij(r) edS=(n= —%r langs S¢) = — Jf r3re (—lr) dS = Areeaz(S) = 4:262 =Ar
S Se Se

Studera dven ett mer avancerat exempel nedan.

Exempel 3.4 (En lang singularitet, linjekdlla). Berikna flodet av F(r) = (%, %,0) ut genom ytan S: 4% +
992 =1, 0 < z < 1, n riktad utat.
L&sning.
VeF(r)=(ar ), + (yr 2, = (r?—=2r"2%) + (r 2 = 2"
=22 —2r 42 = 0.

Vi noterar att vektorfiltet F(r) dr singulér for alla punkter (0,0, z), d.v.s.
lings hela z-axeln. Analogt till Exempel 3.3 betraktar vi en kropp med ett
cylindriskt hall

De={reR®: 422 +92 <1, 22+y*>¢, 0<z<1} z
dér e > &r tillrékligt litet. Vi har fér randen
o0D.=S+S.+B+T,

dér delytan S &r orienterad innat, B uppat och T nerat (i z-riktning), alltsa
[[Per)eds+ [[Fr)eas+ [[Fr)eds+ [[F(r)eds =0,
S Se B T

dir S parametriseras med r = (ecos ¢, esing, z), z € [0,1], ¢ € [0,27], och
n=(r, xry) = —e(cos¢,sin¢,0), h = —(cos ¢, sin ¢, 0) (obs. innat!),

fj F(r)edS = fj é(ecos ¢,esing,0) e (—(cos ¢, sin¢,0)) dS = _ Area(5) =27
S

ij( odS = H 5+ 25.0) ¢ (0,0,~1)dS = 0
B
[[F@r)eds = H 5 5:0)#(0,0,1)dS = 0
T

vilket ger H F(r)edS = —(—2m + 0+ 0) = 2.
S







Kapztel 4

Kurvintegraler i
planet. Greens formel

4.1. Parameterkurvor. Linjeelement. Baglingd

I en kurvintegral, som dven kallas en linjeintegral, summeras virdena av en funktion av tva (eller tre)
variabler som funktionen tar pa en viss kurva i planet (rummet).

En parameterkurva i R” ges av r = (z1,...,2,) = 7(t), @ <t < 5. Observera att vi inte kréver att a < 3.
Riktningen o — [ beskriver kurvans orientering (omloppsriktning), se exempelvis tva olika orienteringar
for halvcirkeln

r -

r = (cost,sint), t:0—m r = (cost,sint), t: ™ — 0

Det finns tre viktiga sétt att besriva en kurva i planet (vi askadiggor det med halva av enhetcirkeln):
e med parameterframstéllning r = r(¢) (exempelvis, (z,y) = (cost,sint), t : 0 — 7);
e en implicit ekvation F(x,y) = C (exempelvis, 2 + 32 = 1, y > 0, omploppet fran (—1,0) till (1,0))
e som en graf av en eller flera funktioner (exempelvis, y = V1 — 22 z: —1 — 1)

Vi antar att r(¢) dr en kontinuerlig och styckvis C'-avbildning. Vektorn r/(t) kallas for tangentvektorn, eller
hastighetsvektorn i punkten r(¢). En parameterkurva ér regulér om 7/(t) # 0 for alla parametervirden t.

Linjeelement ds = |dr| d&r = beloppet av ortsvektordifferentallen. Lingden (baglingden) av en parameter-
baglingden av I' = / ds = / |dr|
r r

kurva v : r =1r(t),t € [o, (]
B
/ [r'(t)] dt.
- R

utan parameterframstéllning fér T’ med parameterframstéillning for I’

Exempel 4.1. Beriikna [ yds dér T ér parabeln z = 2¢%/2 mellan A(0,0) och B(2,1).

Loésning. Med parameterframstéllning r = (z,9) = (2y%/2,y), 0 < y < 1, fas linjeelement ds = /9y + 1dy,
alltsa

4 10
1 2
[as= [ Vorria=g [ e2a= Zaovio-
I 0 1
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Exempel 4.2. Berékna lingden av kurvan I'" som ges i planpoléra koordinater av p =sin¢, 0 < ¢ < 7.

Losning. Med parameterframstéllning r = (z,y) = (pcos ¢, psin ¢) = (sin ¢ cos ¢, sin? ¢) = 1 (sin 2¢, 1—cos 2¢)

fas linjeelement ds = 1/4sin?2¢ + 4 cos? 2¢d¢ = dg, alltsa

/Fds:/oﬂd(;ﬁzﬂ.

(Obs. att T ges av 22 + 32 = y, alltsa ir en cirkel!)

4.2. Kurvintegraler

Ett annat exempel &dr arbete som utfors av kravtfiltet F vid en forflytning B
lings kurvan i foreskriven rikining. Observera att bara storleken pa den del av
F som pekar i tangentvektors riktning har betydelse (den kallas kraftkom-
ponent i kurvans tangentriktning). Som bekant ges den av projections-

formeln: ) r(®)
Fer
Flp = —5 7 r'(t)
'] A
Ett infinitesimalt arbete ges da av F
F /
AW = Fp e dr = —or'[2dt = F o1/ dt = F e dr

"l"/‘Q
vilket ger for det totala arbetet
B
W = / Fedr:= / F(r(t)) er'(t)dt.
r «a

Denna integral &r ett exempel av det som man kallar kurvintegraler eller linjeintegraler. Obervera att ortsvek-
torsdifferentialen kan skrivas pa flera olika sétt, t. ex.

dr =7'(t)dt = (2'(t),y'(t)) dt = (dz, dy).

Allmint definierar man en linjeintegral for en orienterad kurva r = r(t), t : & — 8 (i planet eller i rummet)
och ett vektorfilt F(r) med hjilp av

/rF o dr = /j F(r(t)) er'(t)dt. = /FFldx + Fydy

~
utan parameterframstéllning f6r T’ med en parameterframstéllning for I' m.h.a. differentialer

Sats 3. Om —1I" dr en omvdnd genomloppsriktning da gdller att

/ Fodr:—/Fod'r.
-T r

OmT =T1+...+ T, dr summa av parameterkorvorna I'; da har vi

/Fodr:/ Fodr+...+/ F e dr.
T Iy n

Exempel 4.3. Berikna kurvintegralen fFA edr dir A = y& — xy och I' & kurvan I' = I'y U I'y med
Ii:a?+y>=4,y>0,2:2—=00chy:y=0,2:-2—2.
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Losning. For I'; valjer vi ortsvektorns r parametrisering I
I'y: r(t)=(2cost,2sint), t:0—m,
Iy: r(s)=(s,0), s:—2—2,

alltsa A|r, = (2sint, —2cost) och A|r, = (0, —2s), vilket ger T,

Aedr= / (2sint, —2cost) @ (—2sint,2cost) dt = / —4dt = —4m,
Iy 0 0

2
Aedr = / (0,—s) e (1,0)ds =0,
I -2

och foljaktligen / Aedr= Aedr+ A edr = —4r.
T ry T2
Exempel 4.4. Berikna [, xdiiizdy laings T': y =3z, x : 2 — 4.

Lésning. For I viljer parameterframstéllning r(¢) = (¢,3t), ¢t : 2 — 4, vilket ger

/ zdr +ydy _/4t-dt+3t-3dt _[t1otdt 5 (4-2)=5

r, T+y  J t+3t ) -

4.3. Slutna och enkla kurvor. Greens formel

Definition 4.1. En orienterad kurva I' som ges av r = (x1,...,2,) =7(t), « <t < 3, dr en sluten kurva om

startpunkt r(«) och slutpunkt r(3) dr samma punkt, dvs r(a) = r(f).

En sluten kurva kan mycket vil besta av flera delkurvor. For att eliminera ‘vilda’ situationer ska vi studera
bara de slutna kurvor som omslutar ett omrade i planet. Mer konkret har vi féljande definition.

Definition 4.2. En orienterad kurva I' som ges av r = (x1,...,2,) =r(t), a <t < 3, dr en enkel kurva om
den inte skér sig sjilv, dvs r(s) # r(t) for alla t # s, t, s € [, 5]. Med andra ord ger alla parametervérden olika
punkter. En atta “8” (Lemniskata) &r tydligen inte enkel, ty den skér sig sjélv i en punkt.

OBS! En enkel sluten kurva I' begréansar ett omrade D, dvs I" &r randen till D.

Definition 4.3. En enkel sluten orienterade kurva I' = 9D genoml6ps i positiv led om den gar moturs kring
D (pa vanster sida om man foljer i positiv riktning); annars dr den negativt orienterad.

Vi vet att (under vissa forutséittningar) en ytintegral kan skrivas som en tripelintegral med hjilp av Gauss’
sats. Analogt finns det ett sétt att berdkna en kurvintegral 6ver ett vektorfilt som en dubbelintegral, det kallas
Greens sats.

Sats 4 (Greens formel). Om vektorfiltet F = (P(z,y), Q(x,y)) har kontinuerliga partiella derivator P, och Q,
overallt i ett omrade D innanfor den enkla slutna orienterade kurvan I' som genomldps i positiv led och dr rand
till omradet D, sa kan kurvintegralen berdknas som féljande dubbelintegral:

7£de +Qdy = £I(Q; — P)dady

Bevis for ett partiellt fall ndr D &r en rektangel: Yy T, g
D=A{(z,y):a<x<b c<y<d} - A
i vilket fall randen I' har en naturlig uppdeling | D | PSS
T = (~Tyee) + Tamp + Tyma + (~Taca), ! -
dér I'y—; dr segmentet med orientering i x-axel riktning och T'y—; Ty=c

dr segmentet med orientering i y-axel riktning. Sa att integralerna i
Greens formel kan skrivas enligt foljande: x



22 4. Kurvintegraler i planet. Greens formel

/Fde—l—Qdy——/abP(x,c)d:):—i—/ch(b,y)dy—l—/abP(x,d)dac—/CdQ(a,y)dy (4.1)

A andra sidan,

[f@~rpasas= [ [ Wy~ [ [* L aypar =

v d ) b
=/Xwa—Qmwmw—/cma@—PwQMx

vilket ger samma resultat som i (4.1), vilket skulle bevisas.

Exempel 4.5. Berékna integralen i Exempel 4.3 m.h.a. Greens formel.

Lésning. I det hiir fallet, I' = 9D, dir omradet D ges av o2 + y? < 4,y > 0, och I' &ir positivt (moturs)
orienterade, alltsa

/F(ydx—xdy ﬂ( —2) >d dy ——2fod$dy:—2Area(D):—2-227r:—477

Observera att allmint géller

/ (xdy — ydzx) = Area(D), 0D genomldps i positiv led
oD

Exempel 4.6 (N. (5.16)). Vektorfiltet A(x,y) = ( y3 — 2ay + 4y, —1a% + 4:L‘y> ar givet. Bestdm den slutna
kurva I' i zy-planet som gor att fr A - dr, tagen ett varv i positiv led, blir sa stor som mojligt. Berdkna dven

detta maximala varde.

Losning. Med hjélp av Greens formel fas

4 2y% — 2zy +4
I [ A dr_ﬂ( s ) gy ;y*y))dmy:
y

:—fja: — 2z + 9% — 4y + 4)dady =

= H(l —(z—1)%—(y— 2)2>drcdy = gf(w,y)dxdy =

=:f(z.y)
= |J fa.y) dwdy + || f(x.y) drdy :
Dy D_

dir Dy =DNB,D_=D\D,,och B={(x,y): f(z,y) <0} &r cirkelskivan med radien 1 och mittpunkten
i (1,2). Observera att f(z,y) > i Dy (faktiskt i hela B) och ytterligare f(x,y) < 01i D_, alltsa

I= [ f@,y)dudy + [[ f(x,y) dady < ([ f(@,y) dudy < [[ f(z,y) dody =
Dy D Dy B

\;v—’
negativt
z =1+ pcosg, or ol -
H(l—(ﬂf—l)Q—(y—%Q)dxdy: y=2+psing, —/ /(1—02)pdpd¢—2
B 0<p<1l 0<o¢<2m 0

Det innebér att alltid géller I < 7 (dvs § #r det maximala virde) och I &r exakt lika med § om och endast
om den negativa biten saknas (dvs D_ = (}) och ytterligare D, = B vilket medfér att den optimala kurvan
I &r cirkeln I' = 0B som ges av (z — 1)? — (y — 2)% = 1.



Kapatel 5

Kurvintegraler i
rummet. Stokes formel

5.1. Kurvintegraler i R3

Observera att definition och beriikning av kurvintegraler i rummet R3 #r analogt till det i planet, dvs alla
definitioner i kapitel 4.1 géller fullstindigt hér. Vi ska studera ett inledande exempel.

Definition 5.1. Kurvintegralen ldngs en sluten enkel kurva brukar kallas cirkulationen av vektorfiltet.

Exempel 5.1. Betrakta skirningslinjen I' mellan z = 22 4+ 32 och 2z + 2y + 2z = 2, orienterad moturs fran
(0,0,10) (positiva z-axeln). Berékna cirkulationsintegral [ zdz.

Losning. Skirningslinjen fas ur substitutionen av z = 22 + y? i ekvationen 2z + 2y + z = 2, vilket ger

2w+ 2y+2i+yP=2 <
& (1)’ +(y+1)° =4
dér den sista ekvationen beskriver cirkeln C' med mittpunkt i
(=1, —1) och radien 2 (gula cirkeln i figuren). Det betyder att

skédrningslinjen I dren ellips som ligger i planet 22 +2y+2z = 2
(med projektionen C' i zy-planet).

Parameterframstéllning for I' dr z=ax2+y2 \

r=—1+4 2cost
y=—1+2sint 204+ 2y+2=2
z=6—4cost —4sint

med orientering ¢ : 0 — 27, alltsa

2
%zdm:/ (6 —4cost —4sint)d(—1+ 2cost) =
r 0
27
—/ (8sintcost + 8sin®t — 12sint)dt =8-0+8 -7 —12-0 = 8.
0

Kurvintegralen ovan &r emelrtid lite komplicerad. Det visar sig att en matematisk relation som bendmns Stokes
sats (formel) kan vara till hjilp hir. Stokes sats sammankopplar ndmligen flddesintegralen av ett vektorfilts
rotation med linjeintegralen av vektorfiltet lings ytans randkurva.

23
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5.2. Stokes sats

Definition 5.2. Lat S vara en orienterad yta, dvs en yta med ett tilldelat normalfilt n. Lat T' = 95 vara
randkurvan till S. Kurvan I" sidgs ha positiv orientering, eller positiv omloppsriktning (i forhallande till
den orienterade ytan S) om S ligger till vinster om I' da man gar runt I' med en pil riktad i samma riktning
som n. Alternativt, korkskruvregeln giller, se figuren. Observera att inre komponenter av randkurvan (i fall
om de finns) har omvénd orientering.

~3
positivt orienterad negativt orienterad

positivt orienterad
(trots att pilarna gar at olika hall”)

Sats 5 (Stokes sats). Om S de en yta som begrinsas av en enkel sluten kurva (kan besta av nagra komponenter)
orienterade med positive ompoppsriktning och om A = (P,Q, R) € C* pd hela ytan S inklusiv T sd gdller

Ty 2 Ng Ny N2
fA.dr:H(VxA).ds:H by o [emdudo = ([ | & & & | dudv,
r S D|P QR D|P QR

dirn = (ng,ny,n;).
Vi ndmner speciellfall da S = D ligger i zy-planet, dvs
Sir=(z,9,0), (2,9)€D.

I detta fall géller

T92
T, xr,=|100=(0,0,1)=2
010

alltsa kommer vi fram Greens formel:

01
0oQ 0P
9 0 9 — x 7T
fa dr_ﬂ ki dy_g(ax S ) dod
(observera att i sa fall &r I' orienterad moturs sett fran positiv z-axeln).

Exempel 5.2. Berikna kurvintegralen i Exempel 5.1 med hjilp av Stokes formel.

Losning. Observera att kurvan I' &r skdrningslinjen mellan tva ytor: z = 22 + 32 och z = 2 — 2z — 2y, vilket
medfor att I" tillhor bagge ytor och, foljaktligen, kan vi betrakta tva olika alternativ.

(Alternativ 1) T ir randkurvan till ytan (paraboloiden) S: z = f(z,y) = 2 + y? 6ver omradet D = {(x
1)?2 + (y + 1)? < 4} med normalvektorn
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5.2. Stokes sats

géller Stokes formel:

som orienterad uppat (dvs ne Z > 0)
x,—2y,1)dedy =

Ty Z
9 9 0
%zd:c—ff (V xA) ondxdy—ff B z % 2x,2y,1)dxdy:£ (0,1,0) @ (—
z
—1+ pcos ¢, 2 2
—1+ psin ¢, :—2/ /(—1+psin¢)pdpd¢:87r
0

T =
——2jjydxdy: Yy =
D 0<p<2 0<¢<2rm

(Alternativ 2) I' dr randkurvan till ellipsen S; som ligger iplanet 2z + 2y + z = 2 for (x,y) € D, vilket ger
berékningarna lite enklare: normalvektor till planet fas ur normalform som n = (2,2,1) (orienterad uppat)

alltsa
2T 2
2, 1) dudy = 2H dzdy = 2/ / pdpdd = 87
D 0 0

j{zd:c—jj

Exempel 5.3. Visa med hjilp av Stokes sats att fr ¢dr = HS dS x V¢

(2,2, 1)dxdy—ﬂ (0,1,0) e (—2

n o
O@J‘QJ@>
o %\Q; 2

Losning. Observera att kurvinegralen I i vinster led &dr en vektoriell kvantitiet. For att bestdmma den socker

vi dess projektioner pa koordinatvektorerna , y och Z. Exempelvis,
j{qﬁdr = j{ ¢z o dr = (Stokes’ sats) IIV X (¢z) @ dS = (formel (8) i Formelsamling) =

—ijsv” ds+ﬂv¢x:c odS = ijgbxx
(eftersom(axb)oc—(bxc)oa—(cxa )eb) ffdAde> ::EoffdAngb)
S
U

,:U.

vilket medfér den 6nskade likheten
Exempel 5.4 (Singulirt vektorfilt). Berikna kurvintegralen

/A- dr, dir  A(z,y,2) = <$2 1y ) (5.1)

och T dr cirkeln 2° 4+ y* = 4, z = 0. Kurvan genomléps moturs sett fran punkten (0,0, 17)

Lo6sning 1. (Fel 16sning) En standardrikning ger V x A = 0, alltsa
/A.dr:j (V x A)edS =0,
r s

diir S &r cirkelskivan z2 4+ y? < 4 i planet z = 0
Lo6sning 2. (Korrekt 16sning) Observera att A ir ett singulért vektorfélt i cirkelskivan S, sa att Stokes sats

ar ogiltig dér. Istéllet har vi via definition: » = (2cos ¢,2sin¢), ¢ : 0 — 27
(5.2)

ﬂ —2sin ¢ o
2cos ¢ dqb:/ d¢ = 2.
0

/Aodr: O%A(r(qs) )or'(¢)dp = /27r cos¢ . 0

r
Exempel 5.5 (Singulirt vektorfilt, TATA44 2022-10-25). Berdkna kurvintegralen (5.1), dér I" &r skdarningskurva
mellan planet = +2y+3z = 10 och cylindern 22 +y? = 4. Kurvan genomléps moturs sett fran punkten (0,0, 17)
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Losning. Integralberdkning via definition &r kranglig eftersom parametri-
sering av ellipsen I' &r icke-trivial, vi anvénder Stokes formel istéllet. En
standardrikning ger V x A = 0 i alla punkter dir z2 + 32 # 0. Observera
att for I' géller © = 2cost, y = 2sint, och

1 1

=-(10—xz—2y) =

2= (10-2-2y) = S

Lat Ty vara kurvan 22 + y?> = 2, z = 0. Kurvan ' + (—T;) utgoér randen
till en yta S (dér I" och T'; genoml6ps i samma positiva riktning, d.v.s.
moturs sett fran (0,0,17)) pa vilken A &r C! och V x A = 0. Enligt Stokes
sats har vi

/Aodr—/ Aodr:/ Aedr= [[(VxA)edS=0
I I F+(—F1) S

1
10— (2cost+4sint)) = 5(10—\/%sin(t+a)) > 0.

och av detta foljer det att fF Aedr = fFl A e dr. Vi parametriserar I'; genom ortsvektorn r(¢) = 2cos¢ & +
2sin¢ g med ¢ : 0 — 27. Vi far nu

A(r(¢)) =

—2sin¢ 2cos¢ 0
4 7 4 7

och fortsitter som i (5.2): [ Aedr=...=2m.

5.3. Rotationen

Analogt till divergens kan man definiera rotationen av ett vektorfilt vi koordinatfria framstéillning.

For att fa en geometrisk och fysikalisk tolkning av rotationen kan vi

anvinda ett enkelt exempel. Vi ténker oss en punkt P som ror sig i en cir- L SN
kel av radien R med konstant vinkelhastighet w som i figuren till hoger. —
Forelsen antas vara i zy-planet med centrum i origu. Vi kan associera en

vektor w = w2 med vinkelhastighet pekande vinkelrdt mot rotationsplanet

och orienterad enligt hgerhandsregeln.

oD

Vi kan berdkna nu punktes P:s hastighet v och bilda dess rotation. Fér att berdkna hastigheten &r det lamligt
att forst bilda ortsvektorn r och sedan ta tidsderivatan av r. Vinkeln ¢ for punktens position uttryckas som
¢ =w-t, alltsa

r=uxt+ yy+ 02 = Rcoswti + Rsinwty
v =7’ = Rw(—sinwti + coswtf)) = w(—yz + xj + 02)

Nu kan vi berdkna hastighetsfiltets rotation:

SRR

7 Z
Vxv=| g5 8% % =2w?Z = 2w,

—wy wz 0
vi har alltsa w = %(V x v). Sista ekvationen visar pa ett tydligt sidtt samband mellan hastighetsfiilts v vinkel-

hastighet w och hastighetsfiltets rotation. Inom stromningsmekaniken bendmns V x v vorticiteten och métter
alltsa vitskors (eller gasers) tendens att bilda virvlar.

A andra sidan kan man hiirleda (analogt till divergensens fysikalisk definition i kapitel 3.1) att rotationen av

ett vektorfilt F i en punkt P kan beriknas som grinsvirdet

1
(VxF)(P)-h Areal(gl)_,o Area(S5) 7{“ "
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dér linjeintegralen berdknas langs sluten kurva I' som begrinsar omradet S néra punkten P. Denna ekvation
definierar komponenten av rotationen av F lings normalriktningen n. De infinitesimala ytorna S som
begridnsas av ' har normalriktningen n som &r orienterad via hogerregeln.






Kapitel 6

Potentialfilt

Betrakta / P(x,y)dx+ Q(x,y)dy, dir T" &r en kurva i planet fran en punkt A till en annan punkt B. Det beror
r

oftast pa vigen






Kapitel 7

Koordinattransformationer.
Kroklinjiga koordinater

7.1. Kroklinjiga koordinater

Betrakta rummet R® med en ON (ortonormerade) bas e = (e, ey, e.), se (1.1). Da skrivas ortsvektorn som

T
r=xi+yj+zi=ue,+ye,+ze.,=e|ly| =eX dir (X &r koordinatmatrisen for r)
z

Definition 7.1. Speciellt i det hér fallet kallas koordinatsystem r — X ett kartesikt koordinatsystem.

Betrakta vidare tva ON baser e = (ej ez e3) och f = (f; f5 f3). Da giiller sambandet
f=eT, T &r transformationsmatrisen

dir TT! = T'T = I (enhetsmatris av ordning 3), med andra ord ir x — T'x isometrisk avbildning:
TxeTx = (Tx)!'Tx =x'T'Tx = x'x = x o x,

dvs en avbildning som bevarar avstandet mellan punkter.

Nu kommer vi att generalisera det for en allméin C'-avbildning. Antar att en C'-avbildning (eller koordinat-
transformation) u = f(x) ar injektiv, dvs tva olika punkter avbildas till tva olika punkter, och att man kan
l6sa ut gamla kartesiska koordinater (x,y, z) mha det nya koordinatsystemet:

u1 = fi(z,y, 2) T = g1(u1,u2,u3)
uz = fa(r,y, 2) & y = ga(u1, ug, u3z)
u3:f3($7y72) Z:gg(U1,U2,U3)

Da associerar den med varje punkt P(z,y, z) en taltrippel (ui,ug,us), P:s kroklinjiga koordinater.

Om man varierar en av koordinaterna, men haller de ¢vriga tva fixe- R ——
rade, fas en koordinatlinje. Exempelvis z-koordinatlinjen i kartesiska ’
. o . é, u,-koordinatlinje
koordinatsystem fas via
P &
y=0, z2z=0 <& z-axeln, é,
f
med andra ord som skérningslinje mellan koordinatplanen y = 0 och u,-koordinatlinje
z = 0. Analogt kan man definiera kroklinjiga koordinatlinjer, t.ex.
koordinatlinjen u; som skédrningslinjen mellan koordinatplanen us = 0 y
och uz = 0, eller mer allmént uo = Cy och ug = Cs. el
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Definition 7.2. En injectiv (dvs ett ett-till-ett samband) C*-avbildning (eller koordinattransformation) kallas
ett kroklinjigt koordinatsystem. Ett kroklinjigt koordinatsystem kallas ortogonalt om dess koordinatlinjer
i varje punkt skér varandra i rdta vinklar.

ui-koordinatlinjen ges av us = Co och ug = C3 (konstanter), dvs dus = dug = 0, vilket ger

0 or or 0
dr = —rdul + —dus + —dug = —rdul lings u1-koordinatlinjen,
ouq Ous Oug ouq
saledes dr tangentvektorn till u;-koordinatlinjen -2& ur parallel med den wi-koordinatlinjen. For ett kroklinjigt
ortogonalt koordinatsystem géller saledes att

or Or
— = 1< | < 3. 1
8%06% 0, <i<j<3 (7.1)

Sats 6. Ett kroklinjigt system u = f(x) dr ortogonalt om och endast om
Vui(r) e Vuj(r) =0, 1<i<j<3. (7.2)

Bevis. Om ett kroklinjigt koordinatsystem &r ortogonalt d& u;-koordinatplan i varje punkt &r parvis ortogonala.
A andra sidan #r Vu; ortogonal mot u;-nivaytan, dvs us-koordinatytan. O

Ovanstaende tangentvektorer bildar alltsa en ortogonal bas (obs, ej ortonormerad!). Om vi dessutom normerar
tangentvektorerna far vi, i varje punkt, de ortonormerade basvektorerna

i — Cu; o— hzaul’
dar h; ar skalfaktorer, definierade som
or
hi =hy, = |=—]|.
‘ 8ul

Observera att de kroklinjiga basvektorerna €, &r ej konstanta (fixerade) i allménhet! Basvektorn &, beror,
som regel pa uy, us, us.

Exempel 7.1 (Cylindriska koordinater). Vi utnyttjar sambandet mellan de AZ

kartesiska och de cylindriska koordinaterna till att uttrycka ortsvektorn som
en funktion av de senare, dvs p, ¢, z: -

r=(z,y,2) = (pcos ¢, psin g, z)

med transformationsekvationer

(p, ¢, 2) = (Va? + y?, arctan %, 2).

Ur ovanstaende relation fas basvektorerna, resp. skalfaktorerna, resp. ortonormerade basvektorerna:

7, = (cos ¢, sin ¢, 0) hp = |r,| =1 ,Ozép—hfr;,:cosgbi—i-singbg}
r,=(—psing,pcos$,0) = Jhy=Iryl=p = ¢:é¢:i rl,=—singi+cospy  (7.3)
r, = (0,0,1) h,=lr,|=1. z:ézzhi;:,z

vilket ger transformationesformler

i:cosqb[)—sinqﬁgg
g =sin¢gp+cosod och r(p,¢,2) =pp+z2.
z2=2

Exempel 7.2 (Sfiriska koordinater). Analogt fas r = (x,y, z) = (r cos ¢sinf, rsin ¢ sin 6, r cos #) med

r). = (cos ¢sin 6, sin ¢ sin 0, cos 0) hy = ""H =1
r/{g = (rcos¢cosf,rsingcosf, —rsinf) = hg = |7‘/p’ =r (7.4)

T, = (—rsingsind,rcos ¢sind,0) hg = [rl,| = rsin6.
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(cos psinf, sin ¢sinf, cosb)
= (cos ¢ cosb, sin¢pcosf, —sinf) och r(r,0,¢) =rr.

(—sin ¢, cos ¢, 0)

o >

7.2. Vektorfilt och ortsvektordifferentialen

Sats 7. Ortsvektordifferentialen dr fran punkten (ui,ug,us) till (u1 + duy, ug + dug, ug + dus) ges av

dr = hléuldU1 + hgéUQdUQ + h3éu3dU3 (75)
Bevis. Fas ur kedjeregeln:
3 or 3
dr = —du; = hi€y,du; 7.6
r 4 au, U ; i€y, du; (7.6)
0

I ett kroklinjigt ortogonalt koordinatsystem (w1, ug,us), skrivs vektorfiltet A som

3

Aur,ug,ug) = Ai(ur, ug, uz)éy,
i=1

Exempel 7.3. Exempelvis, ges det bekanta vektorfiltet A(z,y,z2) = (ﬁ, %er?’ 0) (virveln) i cylindriska
koordinater ges av

_psm¢£+ p COS @

A(p,¢,2) = = p 9 = (transformationsformler)
sin ¢ . . A cos o , . . N
=— 5 (cosgpp—sing ¢) + (sing p+ cos ¢ @)
1.
— 4.
p

Vi forutsétter att de kroklinja koordinaterna ordnats pa ett sadant sétt att €, , €y, , €,, bildar ett hogersystem
i varje punkt, dvs att €,, x €,, = ,, géller cykliskt. Da géller dven de vanliga uttrycken

3
AeB=> A;B;
i=1
€y, €y, €y
AxB= A1 A2 Ag
By By B3

7.3. Linjeelement och rikneregler i kroklinjiga koordinater
Som &r bekant, ges linjeelement av

ds® = dr e dr = |dr|?,
saledes fas ur (7.6) i ett orthogonalt kroklinjigt koordinatsystem att

3 3 3
ds® = (D hiey,dui) @ (3 hiey,du;) = hidu? (7.7)
=1 =1 =1

I cylindriska koordinater:
ds® = dp® + p*d¢* + d2? (7.8)
resp. i sfiariska koordinater:
ds® = dr? + r?sin® 0 dp* + r2d6>. (7.9)
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Exempel 7.4. Exempelvis vill man berdkna baglingden av kurvan (helix) I" som i cylindriska koordinater
ges av
p=1 2z2=2t, ¢p=1:0—27.
Ur (7.8) fas ds? = dt? + 4dt? = 5dt?, alltsa ds = \/5]|dt|,
2m
lingden = / ds = V5dt = 2V/5.
r

0
Samma kurva i kartesiska koordinater ges av

r=(x,y,2) = (pcos ¢, psin ¢, z) = (cost,sint,2t), t:0— 2,

alltsd ds? = |dr|? = |(—sint, cost, 2)|?dt? = 5dt?, vilket medfér samma svar.

Ytterligare ges gradient av en funktion f(u1,us,us), divergence och rotation av ett vektorfilt
A= Aléul + AQéuZ + Agéu3

i kroklinjiga koordinater (u1,ug,us) av

VO(u,0,w) = &y~ 22 1o, LO® Lo 1 O®
U010 = Cu hl 6u1 u2h2 62@ u3h3 8u13
divA=VeA—— |- (Aihohg) + -2 (Ashihy) + -2 (Aghihy)
ivVA=VeA=—— —
Tihahs | 0uy 1128) T g - (Aahis) 4 5 (Ashih
hleu1 hgéu2 hgéuS
1 0 0 o)
rOtAZVXA:hthhS Ju 90 2w
h1Ay hoAgy h3As
Exempel 7.5 (Exempel 7.3 forts.). Divergensen och rotationen av A(p, ¢, z) = %g?) (0,3 O) ges av
1 0 0
VeA= 0-p-1 -1-1 —(0-1-
ATl aqs( >+ "}
och .
L-pp-9l-2
1 o 9
rOtAZVXAZI-p-l 9p 9¢ 0z =0.
1




Kapatel §

Integraler 1 kroklinjiga
koordinater

Vart mal ar att skriva foljande integraler i ett kroklinjigt koordinatsystem:
(A) Volymintegraler
(B) Linjeintegraler
(C) Ytintegraler

8.1. Volymintegraler
Vi ska underska integralen [[f;, ®(x,y, z) dedydz i ett ortogonalt kroklinjigt koordinatsystem

r = g1(u1,u2,us3)
r=g(u,u2,u3) = y = ga(ur,uz,u3) : E—=V
z = g3(ui,ug, us)

som oversitter varje punkt i wui,us,us-rummet till en punkt i det tredimensionella rum som spéinns upp av
de kartesiska basvektorerna. En infinitesimal lada med kantlangderna duq, dus, dus i w1, us, ug-rummet ger pa
detta sétt upphov till en parallellepiped i zyz-rummet. Parallellipipeden spénns upp av vektorerna

T;Z_ dui = hzézdu,
och har volymen

dV = |('r;1du1 X 1‘;2du2) OT;SdU3| =
= (hléldul X hQégdUQ) [ h5é3dU3 =
= hlhghg(él X éz) [ ] hgégduldUQdU3 = h1h2h3 duldu2du;g
Alltsa
jjf O(x,y, z) dedydz = fjf O (g(uy,ug, us))hihahs duydusdus.
14 E

Med andra ord, blir volymskalan lika med produkten av de tre skalfaktorerna h;. Jimfor med flervariabelanalys:

fjf O(x,y, z) dedydz = fff ®(g(ur, ug, uz)) ’d(ghgz,gg)
v B

duydusdus.
d(w,y,z) | s
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med motsvarande funktionaldeterminant
991 991 9g1
d(g1,92,93)  |Du Juz Jus
d(z,y,2)  |Ju Guo Jus
Ou; Ous Oug

Exempel 8.1 (Sfiariska (rymdpoldra) koordinater). Vi vet fran (7.9) att h, =1, hg = r och hy = rsin 6, vilket
ger den bekanta jakobianen:

hyhohg = r?sin 6
Exempel 8.2 (Cylinderkoordinater). Analogt fas ur (7.3) att h, =1, hg = p och h, = 1, vilket ger
hph¢hz =p
8.2. Linjeintegraler

Vi soker linjeintegralen fr F(r) e dr. Parameterframstéllningen av rymdkurvan I' ges som

uyp = fi(t)
r: UQ:fQ(t), t:a—b,
uz = f3(t)

Med denna parameterframstillning och (7.5) fas att

/ F(’I") o dr = /(Fléul + Fgéu2 + FgéuS) ° (hléuldul + hQéU2d’LL2 + hgéu3dU3)
I T

3
= [ Rhusioy
L

I ovanstaende generella uttryck ar bade F; och h; funktioner av uy,ug, us, dvs F;(f1(t), f2(t), f3(t)) etc.

Exempel 8.3. Berakna [ F(r) e dr dér T i cylinderkoordinater ges av p = 2, ¢ = z =t : 0 — 4m, och
F(pa b, Z) - 222-7—42 + ¢o.

Losning. I cylinderkoordinater h, = 1, hy = p och h, = 1, alltsa ortsvektorsdifferentialen

dr = pdp+p-dpdp+ 2dz =204 2 - ¢dt + 2dt = (2¢ + 2)dt,

2 ot

4
2t
/ Fedr= / (2t + 5 )dt = [t +In(t? + 4)]5" = 1672 + In(4n* + 1)

O

Exempel 8.4 (8.21 [NH). | Beriikna 4 A e dr om A = po och T #r skiirningslinjen mellan planet y + 2z = 1
och konen p + z = 1 (orientering moturs sett fran (0,0, 100)).

L&sning. Med hjélp av Stokes formel

och i cylinderkoordinater
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och S idr del av planet y + 2z = 1 som fas fran konen z + /22 + y? = 2, vilket ger efter elimination av z att
4yt =02-2)?2= i(3 +y)2, ger 422 + 3y? — 6y = 9 och efter kvadratkomplettering slutligen ger

143y —12=12 & <5§>2+ <y2_1)2:1.

Sista ekvationen ger ellipsen med halvaxellingder a = /3 och b = 2. Parameterframstéllning for S &r r =
(z,y,2) = (z,y, (1 —y)/2) alltsa

}[ Aedr=([2:0d8 = [[200,0,1) ¢ (1,1/2,1)dady = [[ 2dzdy = 2Avea(D) = 2mab = 47 V3.
r S D D

8.3. Ytintegraler

Ténk att vi onskar berdkna flodesintegralen dver en yta S, som beskrivs av att exakt en av wuq,u9,ug ar
konstant. Om, exempelvis, u; dr konstant, kan S parametriseras med us och us i ett omrade D C R2. Antar
vidare att uq, ug, us dr hogerorienterad, dvs €, x €y = €3 giller cykliskt. Det vektoriella ytelementet ges da av

dS =ndS = :|:'I":J2 X ’I‘;S dUQdu;), = :l:(hgég) X (h3é3) dUQdU3 = :|:é1h2h3 dUQdU3

Vi viljer, som vanligt, det tecknet (4) som ger en normal i &verrensstimmelse med ytans orientering.
Flodesintegralen kan nu slutligen berdknas som

J:r FedS =+ JI F1h2h3 dquug
S D

Allmént géller for ytan S; som ges av u; = konst att
dSl = h2h3 d’LLQdU3
dSQ = h3h1 dU3dU1
ng = hlhg dulduQ.
Exempel 8.5 (Cylinerkoordinater). De infinitesimala ytelementen fas i cylinderkoordinater
dsS, = pdodz
dSy = dpdz
dS, = pdpd¢ (planpoldra koordinater!).
Exempel 8.6 (Sfiriska koordinater). De infinitesimala ytelementen fas i sfiriska koordinater
dS, = r?sin 0 dfde
dSy = rsindrdeo
dSs = rdrdf.

Exempel 8.7. Beriikna i sfériska koordinater flddesintegralen [[gredS dér S ges av z,y,2z > 0, 2?+y*+2% = 4.

Losning. 1 sfiriska koordinater ges S av r = 2, och D = {0 < § < 7/2,0 < ¢ < w/2}, dvs dr S nivaytan av
u1 = r, alltsa

w/2 /2
jfrodS:iff1~r-rsin9d9d¢:22/ / sin0dedd = 4 - /2 = 27,
S D 0 0

Exempel 8.8 (Tentamen, TATA44 2023/10/24). Beréikna ytintegralen [[q2?zdS dir S &r den del av konen
z = 2y/x2 + y? som ligger mellan planen z = 2 and z = 4.
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Lésning. Observera ytan S dr nivaytan i sfiriska koordinater: z = rcosf = 24/x? + y2 = 2rsinf, dvs 6 =
arctan %, alltsa dSy = rsin @ drd¢. Ur Pythagoras sats fas att cosf = % och sinf = %, och dérmed

2<2<4 & 2<rcosfhf<4 <& \/5§r§2\/5,
och 0 < ¢ < 27, vilket ger

~—~— N~ ~—
S dSp S 1 L 1
V5 V5 V5
2 (2VB) - (VB)' _ 6215
25 5 5

8.4. Basvektornas differentialer
Ofta ska man utnjuttja berdkningar som involverar besvektorernas &ndring, nér exempelvis man rdknar has-
tigheter eller acceleration i kroklinjiga koordinater.
Exempelvis, fas basvektornas differentialer i cylinderkoordinater enligt foljande (se (7.3)):
dp =d(cospz +sing§) = (—sind i + cos ¢ §)de = ¢ do
dp = d(—singd + cos ¢§) = —(cos ¢ & + sin ¢ §)dp = —p do (8.1)
dz =0.

Exempel 8.9. En partikel ror sig pa bana I' som ges av p = 2, ¢ = wt, z = at i cylinderkoordinater. Bestéin
hastighetsvektorn till kurvan I' och &ven partikelns hastighet.

Losning. Ortsvektor r = pp + 22 = 2p + atZ, alltsa
d: d dp
di; = Z(2p+at2) = 2?? +af= (mha. (8.1))
~d N
= 2¢d—f +az =2wd+ az.
Vilket dven ger for absolutbelopet:

2

d A
i 12w + az|* = 4w? + a?,

dt
alltsa hastigheten &r || = v4w? + a2
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