TATA44 Losningsforslag for tentamen 28-08-2024.

Uppgift 1.

1. Ett omrade D &r enkelt sammanhéngande om varje sluten kuva i D kan kontinuerligt
deformeras till en punkt i D utan att den lamnar omradet.

2. Ett vektorfilt F som kan skrivas som F = V®(x), dir ®(x) 4r en C'-funktion.
3. Pastaendet dr sant eftersom A = V®(x) for nagon C'-funktion ®(x), alltsa
rot A =rotVd =V x Vo =0,

se formel 11 pa formelbladet.

Uppgift 2. For I'; véljer vi ortsvektorns r parametrisering
Iy r=(2cost,0,2sint), t:0—m/2,

Fy: r=(0,t,2—1¢), t:0— 2,
I'3: r=(,2-¢t0), t:0—2,

alltsa
w/2 /2
Aodr:/ (0,—4sint,1)o(—ZSint,O,Qcost)dt:/ 2costdt = 2,
r 0 0
' 2 2
Aodr:/ (t,2(2—t),1)o(0,1,—1)dt:/ (2t — 5)dt = 6,
Ty 0 0
2 2
Aodr:/ (2—t,0,1).(—1,1,0)dt=/ (2 —t)dt = 2,
I's 0 0
vilket ger
/Aodr: A edr+ A edr+ Aedr=-2.
r Iy I'a I's
Svar: —2

Uppgift 3. Ytan 2z = 2% + y? skr sfiren 2% 4+ y* + 2° = 3 da 2° + 22 = 3 som ger (z + 1)* = 4.

Da dr 2 = —1 £+ 2 och vi erhaller z = 1 eftersom z > 0. Parametrisera ytan 2z = 2* + y°
2

med ortsvektorn r(p,¢) = (pcos¢,psing, p?/2) = pp + %2 (cylinderkoordinater) och vi har
0< p< V2, 0< ¢ <2r. Observera att ), = p+pzochr), = p¢ vilket ger

~

v, X vy = (p+ pz) X (pp) = —p°p + pZ.

Hér har vi anvént oss av foljande kalkyl:

A~
~

d
p=cosor+singy = d_p = —singT +cosgy = .
»



~

Vidare utgor p, ¢, Z en hogerorienterad ortonormerad bas vilket ger oss p x ¢ =2z, ¢ X2z =
b, 2 x p=¢. Lat D vara mingden (p,9): 0< p< V2, 0 < ¢ < 2. Ytans area dr nu

://D\r;xrgdpdgb:/oﬂ(/o%\/mdgb) dp

V2
— 2 vz 27
0

2
Svar: g(?)ﬁ —1)
Uppgift 4. Ortsvektorn for ytan S ar r(x,y) = (z,y,2° +3* — 1) dér (z,y) € D := {(z,y) :

1 < 2® 4 y* < 2}. Vektorn rl, X rj, = (—=2z, —2y,1) ir en normal till S. Ytterligare noterar vi att
z - (r, xr,) = 1> 0. Flodet av vektorfiltet &r

//AondS //A r), X 1, )dzdy = // ( P 23_ 2,0)0(—2x,—2y,1)dazdy
T Y2 Y

1<z2+y2<2

= -2 // drdy = —27

1<a?4y2<2

Svar: —27

Uppgift 5. Observera att vektorfiltet A(x,y, z) = (4ay + 2°)X + az’y + (32° + bw2)z ir av klass
C" i enkelt sammanhingande omradet R®. Alltsa blir A(z,v, 2) ett potentialfilt om och endast
om VXA = 0, med andra ord

VxA = (0, (2—-0)z (2a —4)z) =0,

géller i hela R® vilket ger att a = b = 2. Potentialen ®(z,y, z) kan fas fram nu ur ekvationen
Vo(z,y,2) = Az, y,2) = (daoy + 22,202, 32> + 222), d.v.s.

O, =day+ 22, @, =22 O, =32"4 2z
Integrationen av @, = 222 ger ®(x,y, 2) = 2%y + f(z, 2) och sedan @/, = day+ 22 ger f.(x,z) = 22,
alltsa f(x,2) = v2° + g(2), och hirmed ®(x,y, z) = 2%y + 22 + g(z). Inséttning i &, = 32% + 222
ger ¢'(2) = 32%, g(2) = 2° + C dér C #r en godtycklig konstant. Detta ger att

O(z,y,2) =20%y + 22> + 22+ C

och integralen blir
/A Cdr — ©(0,1,2) — 3(0,0,0)
r

eftersom A ir ett potenialfilt med potentialen ®(z,y, z) = 22%y + 22 + 2° + C och kurvintegralens
virde oberoende av vilken kurva man gar lings med. Detta ger

/A~dr:8—():8.
r

Svar: 8



Uppgift 6. Parametrisera S genom ortsvektorn (i cylinder koordinater):

r(p,¢) = pp+(1—p*):2
med (p,¢) € Ddar D:0< p<1, 0<¢<2m. Pa S har vi (i cylinderkoordinater)
1, N
A=—p+(1—-p)pt
p
Observera att )
v, X 1y = (p—2p2) X (pp) = 2pp + p2

och att ( X ry) N > 0. Observera att A ar Singul'art pa z-axeln. Vi definierar S, : z =
1—p? 0<5<p 1, O (b 2roch D, :0<e<p<1, 0< ¢ < 2. Flodet ut genom S ér da

//A~fzdS—11m// A - ndS,
s S,

J| Aaids.= | w0 xx)dpde
Se D,
1
- // (ot (1= p2) - (275 + ) dpds

= // E[Qp +p* = p'ldpde

och vi har

och nu foljer att flodet ar

Svar: 34—7T
15



