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1. (a) Definiera vad som menas med att en omr̊ade D ⊂ R2 är enkelt sammanhängande.

(b) Definiera vad som menas med att ett vektorfält F är ett potentialfält.

(c) Ange om p̊ast̊aendet ”Om A är ett potentialfält s̊a gäller att rotA = 0” är sant eller
falsk, motivera noga.

2. Beräkna kurvintegralen

�
Γ

A • dr där A = y x̂− 2z ŷ + ẑ och Γ är kurvan Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3

med

Γ1 : y = 0, x2 + z2 = 4, z ≥ 0, x ≥ 0 och x : 2 → 0

Γ2 : x = 0, y + z = 2, och y : 0 → 2

Γ3 : z = 0, x+ y = 2, och x : 0 → 2

3. Beräkna den area av paraboloiden 2z = x2 + y2 som ligger i klotet x2 + y2 + z2 ≤ 3.

4. Beräkna flödet av vektorfältet

A =
x

x2 + y2
x̂+

y

x2 + y2
ŷ

genom ytan S : x2 + y2 = z + 1, 0 ⩽ z ⩽ 1 s̊a att n̂ · ẑ > 0, där n̂ är enhetsnormalen till S.
Motivera noga.

5. För vilka konstanter a, b är vektorfältet A = (4xy + z2)x̂ + ax2ŷ + (3z2 + bxz)ẑ ett

potentialfält i R3? Beräkna för dessa värden integralen
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A · dr där Γ är en godtycklig kurva

med startpunkt i (0, 0, 0) och ändpunkt i (0, 1, 2).

6. Beräkna flödet av vektorfältet

A(x, y, z) =
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x2 + y2
ŷ + z

√
x2 + y2ẑ

genom ytan S : z = 1− x2 − y2 med z ⩾ 0 i riktning n̂ · ẑ > 0.



Formelbladet i vektoranalys
Sammanfattning av formler för kroklinjiga koordinater

Gradienten ges av: ∇Φ(u, v, w) = û
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För vektorfältet A = Auû+Avv̂ +Awŵ har vi följande formler:
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För cylinderkoordinater: med (u, v, w) = (ρ, ϕ, z) har vi r(ρ, ϕ, z) = ρ ρ̂+ z ẑ, och

hu = hρ = 1, hv = hϕ = ρ, hw = hz = 1,

ρ̂ =
1

hρ

∂r

∂ρ
= cosϕ x̂+ sinϕ ŷ, ϕ̂ =

1
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∂r

∂ϕ
= − sinϕ x̂+ cosϕ ŷ, ẑ =

1
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∂z
= ẑ.

För sfäriska koordinater: med (u, v, w) = (r, θ, ϕ) har vi r(r, θ, ϕ) = r r̂ och

hu = hr = 1, hv = hθ = r, hw = hϕ = r sin θ,

r̂ =
1
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= sin θ cosϕ x̂+ sin θ sinϕ ŷ + cos θ ẑ, θ̂ =

1
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= cos θ cosϕ x̂+ cos θ sinϕ ŷ − sin θ ẑ

ϕ̂ =
1
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∂r

∂ϕ
= − sinϕ x̂+ cosϕ ŷ.

Vektorformler

1. a · (b× c) = (a× b) · c

2. a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

3. ∇(αΦ+ βΨ) = α∇Φ+ β∇Ψ

4. ∇ · (αA+ βB) = α∇ ·A+ β∇ ·B

5. ∇× (αA+ βB) = α∇×A+ β∇×B

6. ∇(ΦΨ) = (∇Φ)Ψ + Φ(∇Ψ)

7. ∇ · (ΦA) = (∇Φ) ·A+Φ(∇ ·A)

8. ∇× (ΦA) = (∇Φ)×A+Φ(∇×A)

9. ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B)

10. ∇ · (∇Φ) =
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2
i kartesiska koordinater

11. ∇× (∇Φ) = 0 för alla Φ

12. ∇ · (∇×A) = 0

Dessa formler gäller för alla konstanter α, β, deriverbara skalärfält Φ, Ψ och deriverbara vektorfält A, B.


