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Till̊atet hjälpmedel: Formelbladet i vektoranalys (se nästa sida). 8/11/14 poäng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poäng (av 3 möjliga) ger betyg 3/4/5. Resultatet blir klart inom 15
arbetsdagar och information om visning ges d̊a p̊a kursens hemsida. Länk till lösningsskiss finns
efter tentamen p̊a kursens hemsida. Lycka till!

1. (a) Visa med hjälp av definitioner att ∇• (∇×A) = 0 gäller för varje deriverbar vektorfält
A(x, y, z) (1p)

(b) Beräkna b̊aglängden av kurvan Γ som i cylinderkoordinater ges av r = cos t ρ̂+ tϕ̂+ tẑ,
t : 0 → π/2. (1p)

(c) Bestäm för vilka värden p̊a reella konstanten n uppfyller vektorfältet A = xn · r
ekvationen ∇ •A = 0 (där r = xx̂+ yŷ + zẑ). (1p)

2. Beräkna flödet av vektorfältet A(ρ, ϕ, z) = ρϕ̂ + 2zẑ (i cylinderkoordinater) genom ytan

2x2 + 2y2 + 2z2 = 1, z ⩾
√

x2 + y2 orienterad med n̂ • ẑ > 0.

3. Beräkna kurvintegralen

˛
γ

A • dr där A = −(2 + y)x̂ + (2 + x)ŷ + (x + y)ẑ och Γ är

skärningskurvan mellan planet x− y + 2z = 2 och paraboloiden z = x2 + y2. Γ genomlöps
moturs sett fr̊an (0, 0, 100)

4. Bestäm en potential till vektorfältet (i sfäriska koordinater)

A(r, θ, ϕ) =
2r cosϕ

(1 + r2)2
r̂ +

sinϕ

r(1 + r2) sin θ
ϕ̂.

Beräkna sedan kurvintegralen

ˆ
γ

A · dr där Γ är kurvan r = t2, θ =
π

2
t, ϕ =

π

4
, t : 1 → 2.

5. Beräkna arean av den del av cylindern x2 + y2 = 9 som ligger innanför cylindern x2 + z2 = 9.

6. Beräkna ytintegralen ‹
S

r10 (F× r) • n̂dS

där F(x, y, z) = −yzx̂+ xzŷ, r = xx̂+ yŷ + zẑ är ortsvektorn, r = |r| och S är ytan av en
enhetssfär med centrum i origo med ut̊atriktad normal.

99K VÄND! Formelblad



Formelbladet i vektoranalys
Sammanfattning av formler för kroklinjiga koordinater

Gradienten ges av: ∇Φ(u, v, w) = û
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För vektorfältet A = Auû+Avv̂ +Awŵ har vi följande formler:

divA = ∇ •A =
1
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För cylinderkoordinater: med (u, v, w) = (ρ, ϕ, z) har vi r(ρ, ϕ, z) = ρ ρ̂+ z ẑ, och

hu = hρ = 1, hv = hϕ = ρ, hw = hz = 1,

ρ̂ =
1

hρ

∂r

∂ρ
= cosϕ x̂+ sinϕ ŷ, ϕ̂ =

1

hϕ

∂r

∂ϕ
= − sinϕ x̂+ cosϕ ŷ, ẑ =

1

hz

∂r

∂z
= ẑ.

För sfäriska koordinater: med (u, v, w) = (r, θ, ϕ) har vi r(r, θ, ϕ) = r r̂, r =
√

x2 + y2 + z2, och

hu = hr = 1, hv = hθ = r, hw = hϕ = r sin θ,

r̂ =
1

hr

∂r

∂r
= sin θ cosϕ x̂+ sin θ sinϕ ŷ + cos θ ẑ, θ̂ =

1

hθ

∂r

∂θ
= cos θ cosϕ x̂+ cos θ sinϕ ŷ − sin θ ẑ

ϕ̂ =
1

hϕ

∂r

∂ϕ
= − sinϕ x̂+ cosϕ ŷ.

Vektorformler

1. a • (b× c) = (a× b) • c

2. a× (b× c) = (a • c)b− (a • b)c

3. ∇(αΦ+ βΨ) = α∇Φ+ β∇Ψ

4. ∇ • (αA+ βB) = α∇ •A+ β∇ •B

5. ∇× (αA+ βB) = α∇×A+ β∇×B

6. ∇(ΦΨ) = (∇Φ)Ψ + Φ(∇Ψ)

7. ∇ • (ΦA) = (∇Φ) •A+Φ(∇ •A)

8. ∇× (ΦA) = (∇Φ)×A+Φ(∇×A)

9. ∇ • (A×B) = B • (∇×A)−A • (∇×B)

10. ∇ • (∇Φ) =
∂2Φ

∂x2
+

∂2Φ

∂y2
+

∂2Φ

∂z2
i kartesiska koordinater

11. ∇× (∇Φ) = 0 för alla Φ

12. ∇ • (∇×A) = 0

Dessa formler gäller för alla konstanter α, β, deriverbara skalärfält Φ, Ψ och deriverbara vektorfält A, B.


