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Forord till upplagan 2021

Denna text behandlar grunderna i komplex analys i en variabel. Nodvindiga forkunskaper ér
kurser i (reell) en- och flervariabelanalys samt linjir algebra; att dessutom ha lidst vektoranalys
underlattar, men dr inget krav. I synnerhet férvéntas man vara fortrogen med komplexa tal och
den komplexa exponentialfunktionen (fran Matematisk grundkurs eller motsvarande) samt reella
numeriska serier och potensserier (fran Envariabelanalys 2).

Texten &r, precis som titeln séger, avsedd for kursen TATA45 Komplex analys, som ges vid
Linképings universitet. De kapitel, avsnitt, satser, (delar av) bevis m.m. som ér mirkta med en as-
terisk (*) ingar dock inte i denna kurs. Ofta ingar de i stillet i fortséttnings- och férdjupningskursen
TATAT78 Komplex analys fk, men ibland &r de korta utblickar mot mera avancerad komplex analys.

For att i nagon man fortydliga vilka resultat som &r centrala har jag valt att — vid sidan av de
vanliga begreppen definition, sats, foljdsats och hjélpsats — utnyttja d&ven begreppet proposition.
En definition &r en avgrdnsning och bestdmning av betydelse hos ord, begrepp eller symboler; en
sats (teorem) ér ett av teorins huvudresultat; en proposition ir ett resultat som &r mindre viktigt
dn en sats men viktigare én en hjilpsats; en f6ljdsats (korollarium) ér ett resultat som omedelbart
foljer logiskt ur ett annat resultat; och en hjilpsats (lemma) dr ett delresultat som bevisas som
en etapp pa vig mot storre resultat och dr ofta inte sa intressant i sig sjélv, atminstone inte i det
aktuella sammanhanget. Definitioner, satser, propositioner, féljdsatser, hjédlpsatser, exempel och
anméirkningar har en gemensam lépande numrering i varje kapitel, sa att t.ex. Sats 4.5 kan
foljas av Exempel 4.6 och Foljdsats 4.7.

I slutet av manga avsnitt finns 6vningsuppgifter. De har en egen 16pande numrering i varje
kapitel, och med start pa s. finns svar till dessa uppgifter.

Ett kortfattat sakregister finns med start pa s. Ett sokord foljs déir av ett eller flera
sidnummer som kan vara skrivna pa tre olika sétt: fet stil (t.ex. 46) star for huvudhinvisningen,
typiskt till en definition eller en formulering av en sats eller liknande; vanlig stil (46) betyder en
annan hiinvisning; och lutande stil (46) refererar till en 6vningsuppgift.

Fordndringarna fran 2019 till 2021 &r sma: Avsnitt 5.7 om I'- och (-funktionerna har
utokats, men i 6vrigt har endast sma redaktionella d&ndringar gjorts och ett par uppgifter har
tillkommit.

Eventuella rittelser till denna upplaga (den femte; tidigare upplagor &r 2014, 2015, 2017 och
2019) publiceras pa kursens hemsida, som i skrivande stund har adressen

https://courses.mai.liu.se/GU/TATA45/

Till sist vill jag tacka mina kolleger Fredrik Andersson och Mats Aigner for flera virdefulla
synpunkter pa manuskriptet.

Link&ping, 23 augusti 2021

Lars Alexandersson


https://courses.mai.liu.se/GU/TATA45/
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Omslagsbilden har producerats av Hans Lundmark och visar en sorts graf till

(2 —2)2(z+1—2i)(2 + 2+ 2i)
23

w =

i kvadraten med horn z = +3 + 3i. Bilden &r en 6verlagring av firger och skuggor. Féargerna
representerar olika viirden pa argw, och argw okar med 27 nir man gar fran svart via rott till
gult. Skuggningen representerar nivaer fér In|w|, och den syns bist i de slutna kurvorna i figuren.
Dessa kurvor tatnar néra nollstéllena och polen och blir dir alltmer cirkellika.

Nér man gar runt ett av de enkla nollstéllena, z = —1 4 2i eller z = —2 — 2¢, ett varv moturs
overgar svart firg via rod farg till gul farg, sa argumenttillskottet for w ar 27. Nar man gar runt
det dubbla nollstéllet z = 2 hiénder samma sak tva ganger pa ett varv, sa argumenttillskottet
ar 4m. Nar man gar runt trippelpolen 0, slutligen, hiinder samma sak tre ganger pa ett varv, men
i omwdnd ordning, sa argumenttillskottet &r —6.

En enkel sluten kurva med moturs orientering som omsluter bade det enkla nollstéillet z =
—2 — 2i och trippelpolen z = 0 kommer att passera abrupta Overgangar fran svart till gult tva
ganger, och argumenttillskottet for w lings denna kurva ér diarfor —4m = 27(1 — 3), helt i enlighet
med argumentprincipen (Sats pa s. [[37). Pa samma sétt kommer en enkel sluten kurva med
moturs orientering som omsluter det enkla nollstéllet z = —1 4 2 och det dubbla nollstéllet z = 2
att passera abrupta dvergangar fran gult till svart tre ganger, och argumenttillskottet for w lings
denna kurva dr dérfor 67 = 27(1 + 2).

Hans Lundmarks webbsida, som i skrivande stund har adressen

https://users.mai.liu.se/hanlu09/complex/

rekommenderas for den som vill sétta sig in i hur liknande bilder konstrueras och tolkas.


https://users.mai.liu.se/hanlu09/complex/
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1 Tal, mingder och funktioner

1.1 Komplexa tal

Hér ska vi snabbt repetera de grundldggande egenskaperna hos komplexa tal. For en mera utforlig
framstéllning hénvisar vi till litteraturen i Matematisk grundkurs, ndrmare bestdmt Forsling-
Neymark, Matematisk analys en variabel, avsnitt 1.7 (Komplexa tal) och 2.6 (Den komplexa ex-
ponentialfunktionen).

Komplexa tal z € C kan skrivas i rektangulédr form:

z=x+ 1y,

dér xz,y € R. z = Re z kallas realdelen och y = Im z imaginérdelen av z,
och med (absolut)beloppet eller lingden av z menas

A= VT

Vidare definieras (komplex)konjugatet av z som z = x — iy. Att

(2) = 2, Rez:z—gz, Imz:Z;Z7 IZ] = |z] och 27 = |2|?
i

—

far man genast. Dessutom éar foljande sant, med uppenbara beteckningar:
21 = 29 = Tr1 = T2 OCh Y1 = Y2,
d.v.s. att en komplex ekvation dr ekvivalent med tva reella ekvationer.

1.1. Exempel (Andragradsekvation). Alla andragradsekvationer 22 +az+b = 0, dér a,b € C,
kan 16sas i rektangulér form, och som ett exempel tar vi ekvationen

(%) 22+ (1—1d)z+ (6+2i) =0.

Precis som i det reella fallet borjar vi med en kvadratkomplettering:
1_i\2 1_i\2 1_i\2 5i
224+ (1—d)z+ (6+2i) = <z+ 5 Z) - <TZ> +(6+2i) = <z+ TZ> +6+EZ.

Om vi sétter w =u+ v = z+ (1 —4)/2, med u,v € R, far vi dérfor att

(%) & w?=—6-—=

5i {u2 —v?2= -6 (Re), realdelar,
B) <~

2uv = —5/2  (Im), imaginérdelar.

Ekvation (Im) kan skrivas v = —5/(4u), och detta insatt i (Re) ger att u* + 6u® —25/16 = 0, som
ar en reell andragradsekvation i variabeln ¢ = u?. Eftersom u € R = t > 0 far vi den enda roten
t = 1/4 (roten t = —25/4 forkastas), och diirmed att u? = 1/4, d.v.s. att u = +1/2. Detta insatt
i (Im) ger nu att v = F5/2 och de tva losningarna w = +(1/2 — 5i/2). Att z = w — (1 —i)/2 ger
oss slutligen rétterna

21 = —21 och 29 = —14+ 31

till var ursprungliga ekvation.
Genom att, vid sidan av ekvationerna (Re) och (Im) ovan, ocksa anviinda oss av ekvationen

for absolutbeloppen, |w|?* = |w?| = |-6 —5i/2|, d.v.s. u? +v* = 13/2 (Abs), kan vi forkorta
rikningarna nagot: (Abs) kombinerad med (Re) ger genast att u? = 1/4 och v? = 25/4, och (Im)
ger sedan att u och v har olika tecken, varfor u = £1/2 och v = F5/2. A

1



2 1 Tal, méngder och funktioner

For konjugering géller ocksa riknereglerna

Z1 21 _ _ _
—) = — och 21+ 22 = 21 + 22,
z

Z122 = Z1Z2, (
2

z2

och for belopp

21 21
|z122| = [21]|22] och el u,
22| |z
och éven |2"| = |z|™ nér n € Z (som vi anviinde redan i Exempel [T} med n = 2). For |21+ 22| finns

det inget motsvarande enkelt samband, utan i stéillet maste man néja sig med triangelolikheterna:

1.2. Proposition (Triangelolikheterna). For komplexa tal z; och zy géller
|21 + 22| < |z1| + |22] (triangelolikheten),
med likhet om och endast om 27 och z5, som vektorer, &dr parallella och lika riktade, samt
|21 + 22| > [|21] — |22 (omvinda triangelolikheten),

med likhet om och endast om 27 och zo, som vektorer, dr parallella och motsatt riktade.

Bevis. Viser forst att bada olikheterna trivialt géller med likhet om 21 + 29
z1 = 0 eller zo = 0, och vi kan dérfor anta att z; # 0 och z5 # 0. P SN

Vi skriver om |21 + 22|?, steg for steg, med hjilp av samband for -7 >z
konjugat och belopp: 29 i

|21 + 22|” = (21 + 22) (21 F 22) = (21 + 22) (31 + Z2) = 2121 + 2122 + 2271 + 2272
= |21 4+ 2122 + 2122 + | 222 = |21)? 4+ 2Re(2122) + | 22|?
<zl 4 20z1%] + |22 = [21” + 2|21 |22] + |22 = (|21 + [22])%,
dér den enda olikheten ovan beror pa att Rew = u < vu?2+0?2 = |w| om w = u + v, dér
u,v € R, och likhet rader precis da v = 0 och u > 0. Eftersom |21 + 22| > 0 och |z1| + |22] > 0 ér
triangelolikheten |21 4 22| < |21| 4 |22| dédrmed bevisad.

I sjélva verket dr w = 2122 # 0 i foregaende stycke, sa likhet i triangelolikheten rader déarfor
precis dd w = u > 0, d.v.s. precis d& 21 = u/zZ = uza/|22|? = tzo déir t = u/|22|> > 0, d.v.s. precis
da z; och 29, som vektorer, &r parallella och lika riktade.

For att bevisa den omvénda triangelolikheten antar vi dessutom att |z1] > |22|; i annat fall

kan vi byta roller pa z; och zo eftersom inget led i omvéinda triangelolikheten paverkas av det.
Triangelolikheten som vi just bevisat medfor att

lz1] = [(21 4 22) + (—22)| < [(21 + 22)| + |(—22)| = |21 + 22| + |22l
d.v.s., eftersom |z1| > |z2|, att
|21+ 22| > 2] = |z2] = ||z1] = |22,

med likhet precis da z1 + 2o = t(—22) for nagot ¢ > 0, d.v.s. precis da z; = — (1 +1t)z2, d.v.s. precis
da z; och 29, som vektorer, &r parallella och motsatt riktade. |

Foljande generalisering av triangelolikheten foljer genast (t.ex. med s.k. induktion 6ver n):
214+ 20+ .o+ 2] < za| 4 |22l + ...+ 20l

och likhet rader om och endast om z1, 22, ..., 2,, som vektorer, dr parallella och lika riktade.



1.1 Komplexa tal 3

For den omvinda triangelolikheten finns det ddremot ingen generalisering till fler &n tva termer
eftersom redan olikheten |21 + 22 4 23| > ||21] — | 22| — |23]| inte behdver vara sann (tag t.ex. z; = 2

och zp3 = -1+ iv/3; da blir viinsterledet 0 medan hogerledet blir 2). Vad som déremot dr sant,
och som foljer av den vanliga triangelolikheten, &r olikheten

214+ 20+ .o+ 20| > 21| = |22] — .. — |20l

men hir kan hogerledet vara negativt och i sa fall &r naturligtvis olikheten trivial; denna senare
olikhet dr dock anviindbar néir en term (héir: z1) dominerar éver évriga termer.

1.3. Exempel. Om |z| = 3 ger triangelolikheten att
|z +2i| < |2z|+|2i| =3+2=05,

med likhet < 2z och 2¢ &r parallella och lika riktade (och |z| = 3, forstas) < z = 3i.
Om |z| = 3 ger omvénda triangelolikheten att
20— 2] > ||22] — |-2I| = [2l2] — 2| = 6 — 2| = 4,
med likhet < 2z och —2 ir parallella och motsatt riktade (och |z| = 3) < z = 3.
Av ovanstaende far vi ocksa olikheten

z4+ 21
2z —2

|z 424 - 5

= — =3
oo S1 =%

eftersom beloppet av téljaren dr hogst 5 och beloppet av ndmnaren &r minst 4. Vi kan dock inte
fa likhet i denna olikhet for nagot z eftersom det skulle kriiva att z = 3¢ och z = 3 samtidigt. A

1.4. Exempel. Vi ska beskriva méngden av alla z € C sadana att |z — 2i| < 2|z + 1|. Eftersom
belopp ar > 0 far vi, med z = = + iy och kvadratkomplettering,
2—2i] <2241 & [z-2P<2:+1)° & |z+iy—2) <4|/(z+1)+iy|”
o P4 y-2%<4@+1) 447 o 32 +8x+3y7+4y>0

4\ 2 2\% 20 442 25
Z Z > = >7 -
= <x+3) +<y+3> g & 'er 3 =3

som beskriver alla punkter pa eller utanfor cirkeln med centrum (—4 — 2i)/3 och radie 2/5/3. A

Komplexa tal kan ocksa skrivas i polar form:

z=rcosh +irsin® =r(cosf +isinf) = re',

dér r = |z| > 0 och 0 € R, och dér man definierar

e = cosf + isiné, 0 eR,

ett samband som kallas Eulers identitet. Ur den far man genast att

10 —1i0 i0 —160
— » . e +e . e
el =e 19, |619| =1, cos = —— och sinf = ———,
2 21

dér de tva sista sambanden kallas Eulers formler. Rédknereglerna

17

. . . el o 1 w A n .

6191 . 6192 — 61(914-92)’ i _ 61(91 92)’ _ —¢ 0 och (619) — eznG’ ne Z,
6102 610

visas fran definitionen av e’ och additionsformlerna fér cosinus och sinus. Det sista sambandet,
(€)™ = ™9 kallas de Moivres formel, och det &r hiir viktigt att n &r ett heltal, se Avsnitt



4 1 Tal, méngder och funktioner

Multiplikation av tva komplexa tal kan enkelt beskrivas i polédr form:
Om z; = e och 29 = r9e'?2 blir
2129 = (1) 0102,
sé talens belopp multipliceras medan deras vinklar adderas. Talet ze’ kan
alltsa fas genom att vrida z vinkeln ¢ i positiv led, och eftersom i = e™/2
fas speciellt iz genom att vrida z vinkeln 7/2 moturs, se figuren intill.

Om z # 0 definierar vi argumenten for z, arg z, som alla de vinklar  som duger i den polira
framstéllningen z = re’®. Om 6 dr en sadan vinkel &r alltsa

argz = 0y + 2nm, n € 7,

och varje sadant vérde kallas for ett argument for z; notera att vi inte definierar arg(. Med
principalargumentet Argz menas det argument 6 for z som dr sadant att

- < Argz <.

1.5. Exempel (Binomisk ekvation). Ekvationer av typen 2™ = ¢, diir n ér ett positivt heltal
och ¢ € C, kan alltid 15sas i polir form. Som ett exempel tar vi ekvationen 26 = —1 + iv/3. Vi
skriver bade z och hégerledet i polir form, z = re' respektive —1 + iv/3 = 2¢%27/3 och far da,
med de Moivres formel, att

6

6 _ 1. 6,i60 _ o i27/3 =2 (belopp),

§ L+iV3 & 1l 2¢ < {69 = 27/3+ 2km, k € Z (argument),
- {g V2,

7/9+kn/3, k € Z.
Vi far saledes sex olika rotter,

2 = \6/561'471'/9

29 = %eiﬁr/Q
2k = %exp(m/Q +ikm/3), K 20 = /2 eim/9
dir k = 0,1,2,3,4,5 (eller sex andra heltal o/5 i10m /9
ifoljd), och rétterna bildar hoérn i en regelbun- %3 = V2e _
den sexhorning; nésta rot fas genom att vrida 25 = 2 167/9
foregaende rot vinkeln /3 i positiv led. 4 = 237/

(Att ekvationen 2" = ¢ kallas binomisk beror f6r dvrigt pa att den kan skrivas 2™ — ¢ = 0, dér
vénsterledet som synes ér ett polynom med tva termer, ett s.k. binom.) A

1.6. Anmirkning (*Tredje- och fjirdegradsekvationer). (Vi paminner om att avsnitt mark-
erade med asterisk (*) inte ingar i TATA45, se forordet.) Det finns 16sningsmetoder dven for
ekvationer av grad tre och fyra, och vi ska hér kortfattat beskriva dem.

Tredjegradsekvationen 2% + az? + bz + ¢ = 0 kan med bytet s = z + a/3 skrivas i formen
s3 =as+ B, dir a = a?/3 — b och 8 =ab/3 — 2a%/27 — c. Om a = 0 har vi siledes en binomisk
ekvation i s, och den kan vi 16sa. Om « # 0 later vi v vara ett tal sidant att v2 = a/3 och gor bytet
¢ = s/7; da #r var ekvation ekvivalent med ekvationen (3 = 3¢ + 6, diir § = /2. Det implicita
bytet till w via ¢ = w+1/w ger sedan ekvationen w® — w3+ 1 = 0, som ir en andragradsekvation
i w? och som vi dirmed kan 16sa. Sedan far vi w ur en binomisk ekvation, och direfter ¢, s och
slutligen z.

Fjiardegradsekvationen z* 4 az3 4+ bz? 4 cz+d = 0 kan for varje komplext tal w skrivas i formen
(22 4+ az/2+w)? = az? + Bz + 1, diir @ = 2w+ a?/4 — b, B = aw — ¢ och v = w? — d. Hogerledet
ar en jaimn kvadrat, (Az + B)?, precis da 4ay — 3% = 0, och eftersom denna ekvation #r av grad
tre i w kan vi med metoderna i foregaende stycke hitta en rot w till den. Sedan aterstar det bara
att 16sa de tva andragradsekvationerna z? + az/2 + w = +(Az + B).

Nagra liknande metoder for allménna ekvationer av grad fem och hégre finns inte, vilket bevisas
i den s.k. Galoisteorin. A



1.1 Komplexa tal 5

+ OVNINGAR - repetition Matematisk grundkurs

%~ 1.1

* 1.2
* 1.3

*~ 1.4

%~ 1.5

%~ 1.6

* 1.7
* 1.8

* 1.9

*1.10

1+2i5+2+i19
3— 4 5i

Los ekvationerna  (a) z+3z2=4—-4i (b)z—2z=2i (c)z—iZ=1

Skriv i formen a+ib:  (a) (1+4)(2+4)(3+i) (b) (1—2i)* (c)

Finn rotterna till andragradsekvationen w? = 3 — 4i genom att ansitta w = u + iv och
identifiera real- och imagindrdelar i ekvationen. Svara i rektangulér form.

Bestédm belopp och alla argument till féljande komplexa tal:

(@) 1—iv3 (B) -142 (c) —— (d)(iﬁ>

2
2 cosl — cos 30 — cos b0
1 .

cos 30 = 4cos® 0 — 3cos,
sin30 = 3sinf — 4sin® 6.

Anviind Eulers formler for att visa att cos@sin® 20 =

Visa m.h.a. de Moivres formel att {

Bestdm rotterna till den binomiska ekvationen z® = 32i. Rita rétterna i en figur.

Faktorisera p(z) = 2% + 4, dels fullstéindigt i forstagradsfaktorer, dels i andragradsfaktorer
med reella koefficienter.

Bestéim rotterna till foljande algebraiska ekvationer:  (a) 22 — (1 +2i)z + (1 — 5i) =0
(b) 25-1622+64=0 (c)z*+23+22+24+1=0 (d) 2*+iz>+22+iz+1=0

Beskriv och rita foljande punktméngder i det komplexa talplanet:
(a)l<]z—=1+414<4 b)Im(z—4)=2 (c)|z—1=]z+1]
(d) |z =i <2|z+1] (e)Re(1/2)=2 (f) |z —4i| + |z +4i| =10

* OVNINGAR — 6vriga uppgifter

*1.11

* 1.12

%~ 1.13

* 1.14

*1.15

%~ 1.16

*~ 1.17

*1.18

%~ 1.19

(a) Visa att 21 = 3 +1i, 22 = 6 och z3 = 4 + 47 utgdr horn i en halv kvadrat.
(b) Hur ser man m.h.a. Ovning [LTh att arctan1 + arctan(1/2) + arctan(1/3) = /27
(c) Vilken arctan-identitet kan hirledas fran Ovning [Tb?

Visa foljande likheter:  (a) 22 = [2]> (b) z+2=2Rez (c)z—2z=2ilmz
(d) |21 + 22]? + |21 — 22|* = 2|21|? + 2|22/?, den s.k. parallellogramlagen

Visa foljande olikheter, och utred nér likhet rader:
(a) [Rez| <[z] (b) Imz| <|z[ (c) [z] < [Rez| + [Imz| < 2|z|

Visa foljande olikheter for alla komplexa tal z med ldngd 1:
21 3
() [2:2+3iz+1] <6 (b) [z +4/>3 (c) 3’2;_11 <S (@) 22 +3iz 41 <6

Bestém den minsta konstanten C' {or vilken |Re z| + |Im z| < C|z| for alla z € C.

z—1

Berdkna Arg 1 for alla ickereella z som ligger pa enhetscirkeln |z| = 1.
z
Berikna absolutbelopp och principalargument for 1 + e, dir —7 < 6 < 7. Rita figur!
N . (2N41)
. int _ ST o it : it
Visa att Z e = ————da N € Noch e # 1. (Vad blir summan om e** = 17?)
sin =
n=—N 2

Visa att Re(Z122) = (21,91) « (¥2,y2), om vi identifierar talet z = 2 + iy € C med vektorn
(z,y) € R2. Ge direfter en tolkning av Im(Z; 22).
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1.2 Maingder och kurvor i det komplexa talplanet

Det komplexa talplanet C kan identifieras med R? eftersom talet z = x + iy € C omviindbart
entydigt svarar mot punkten (x,y) € R?. De flesta av nedanstaende (topologiska) begrepp bor
dérfor vara kidnda sedan tidigare, se t.ex. Persson-Boiers, Analys i flera variabler, kapitel 1.3
(Méngder i R™).

Med en 6ppen cirkelskiva (eller helt enkelt cirkelskiva eller s A / A
skiva) menas en méngd av typen '\ /' '\ ° /'
D(e,r)={2€C: [z—c|<r}, c€C, r>0, D(c,r)  D(c,r)  D*(c,r)

déar ¢ ar skivans centrum och r dess radie. Ibland behover vi ocksa motsvarande slutna cirkelskiva
och punkterade cirkelskiva:

D(c,r)={z€C: |z—¢ <7} respektive D*(e,r) ={2z€C:0< |z —¢| <}

Lat M vara en mingd i C. Precis som fér méngder i R? siger vi att en punkt ¢ € C &r en inre
punkt i M om nagon skiva D(c,r) ligger helt i M, medan ¢ dr en randpunkt till M om varje
skiva D(c,r) innehaller nagon punkt i M och nagon punkt utanfér M. Speciellt maste alltsa en
inre punkt i M tillhoéra M, medan ddremot en randpunkt till M kan tillhéra M men inte behdver
gora det. Vi betecknar méangden av randpunkter till M med OM, och séger att M &r 6ppen om
ingen enda av dess randpunkter tillhér M (d.v.s. om OM N M = &) och att M &r sluten om alla
dess randpunkter tillhér M (d.v.s. om OM C M); dessutom definierar vi slutna héljet av M,
betecknat M, enligt M = M U M. Vidare siger vi att M #r begridnsad om det finns nagot
R > 0 sadant att |z| < R for alla z € M, och att M #r kompakt om den bade &r sluten och
begrinsad. Foljande bada begrepp kan dock vara nya for ldsaren:

1.7. Definition. Lat M vara en méiingd i C. En punkt ¢ € C séigs vara

e en hopningspunkt till M om varje punkterad cirkelskiva D*(¢,r) innehaller nagon
punkt i M, d.v.s. om M N D*(¢,r) # @ for alla r > 0; respektive

e en isolerad punkt i M om det finns nagon cirkelskiva D(e, ) i vilken ¢ &r den enda
punkten som tillhér M, d.v.s. om M N D(e,r) = {c} for nagot r > 0.

Notera att en hopningspunkt till M kan tillhdra M men inte behdver gora det, medan en
isolerad punkt i M alltid tillhoér M. Vidare foljer det fran definitionerna ovan att slutna holjet M
bestar av alla hopningspunkter till M tillsammans med alla isolerade punkter i M.

1.8. Exempel (Hopningspunkt och isolerad punkt). Lat

M = l:nhel‘ualzl = 1,1,1,1,... .
n 2°3°4

Da #ér punkten z = 0 hopningspunkt till M, ty till varje radie » > 0 finns ett heltal n > 1 sadant

att 1/n < r, och punkten z = 1/n tillhér dérmed bade M och den punkterade skivan D*(0, 7).
Vidare &r punkten z = 1/2 en isolerad punkt i M, ty t.ex. cirkelskivan D(1/2,1/10) innehaller

z =1/2 men ingen annan punkt i M. (I sjélva verket &r alla punkter i M isolerade.) A

En méangd V' C C ségs vara en omgivning till en punkt ¢ € C om V &r 6ppen och ¢ € V; t.ex.
dr D(c,r) en omgivning till ¢. Vi talar ibland ocksa om omgivningar till méingder M, och menar
da oppna méingder V sadana att M C V.

Med en (parametriserad) kurva i C menar vi en avbildning

z=z(t) = x(t) + iy(t), tra— B,
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dér a, B € R och dér de reella funktionerna x(t) och y(t) dr kontinuerliga pa intervallet [, 5] om
a < 8 och pa [B,a] om a > ; den reella variabeln ¢ kallas parameter. Kurvan dr orienterad, och
borjar i a = z(«) och slutar i b = z(/3). Vi séiger att kurvan dr sluten om a = b, och att den &r
enkel om den inte nuddar sig sjilv forutom att start- och slutpunkterna far vara desamma.

7 & & &

Ej enkel; ej sluten Ej enkel; sluten Enkel; ej sluten Enkel; sluten

Vi siiger att kurvan ir C* om funktionerna z(t) och y(t) ér C', d.v.s. kon-
tinuerligt deriverbara, och att den #r styckvis C* om z(t) och y(t) #r C' utom
for andligt manga virden pa t. Dessutom sdger vi att en enkel sluten styckvis
Cl-kurva #r en kontur. Vi ska i denna text uteslutande betrakta kurvor som
ar C! eller styckvis C*. Kontur

Kurvans tangent ges av z/(t) = 2/(t) + i y'(¢) dédr denna derivata existerar och &r nollskild, och
dess bagelement ges av |dz| = |dz + i dy| = \/(d2)? + (dy)? = /(2/ (1)) + (y/(t))2 dt = |2'(t)] dt,
diir likheten = giller om parametern t viixer, d.v.s. om « < . Léngden av kurvan ér

B B
L) = [la:l= [ VIR Ty@Rd = [ 0l oma<p
v « «

hir &r fv |dz| ett specialfall av en s.k. baglingdsintegral (mer om detta i Avsnitt 3.2)).

1.9. Exempel. Strickan fran zq till z1, d.v.s. linjestycket fran zq till z1, betecknar
vi med [z, 1], och den kan parametriseras med 20

2(t) = (1 = t)zo + tz1, t:0— 1. zl/

Cirkeln med centrum ¢ € C och radie r > 0 orienterad medurs kan parametris-
eras med _
2(t) = ¢+ re't, t:2m — 0,

om vi later start- och slutpunkten vara ¢ + r. A

1.10. Anmairkning. Precis som i reell analys betraktar vi olika (parametriserade) kurvor som
samma kurva — men givna med olika parametriseringar — om de genomldper samma punkter med
samma orientering (och samma antal ganger). A

En méngd M s#gs vara bagvis sammanhingande om varje par av punkter a,b € M kan
férbindas med en kurva fran a till b som ligger helt i M. Foljande begrepp ér praktiskt:

1.11. Definition (Omrade). Med ett omrade © menar vi en 6ppen och bagvis samman-
hingande icke-tom méngd. (€ kommer i fortsittningen alltid att sta for ett omrade.)

Vi séger att tva punkter a,b € M kan férbindas med en
kedja av cirkelskivor i M (ibland kallat cirkeltag) om det finns
dndligt manga cirkelskivor Do, ..., D,, dir Dy = D(ck, 1) C
M, k =0,...,n, sadana att ¢c9 = a, ¢, = b och ¢, € Dy_q
for k = 1,...,n. Eftersom strickan fran cp_; till ¢, &r helt
innehallen i Dy fér k =1,...,n ser vi att de bada punkterna
a och b ocksa kan forbindas med ett polygontag i M, ndmligen
kurvan som bestar av dessa strickor hela vigen fran ¢y = a
till ¢, = 0.
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Omvint, om tva punkter a,b € M kan férbindas med nagon kurva i M &r det inte sékert att
de ocksa kan forbindas med en kedja av cirkelskivor i M; som exempel kan vi ta M = D(—1,1)U

D(1,1) och a = =1, b =1. Om déremot M dessutom dr dppen gar det bra:

1.12. Hjilpsats. Lat €2, som alltid, vara ett omrade. Om a, b € €, sa kan a och b férbindas med
en kedja av cirkelskivor i 2, och dédrmed ocksa med ett polygontag i 2.

*Bevis. Om = C sa ér pastaendet trivialt. Om Q # C, lat d(z) = inf,¢q [z — w]| for z € Q,
avstandet fran z till komplementet Q¢ = C \ Q; hir star inf for infimum, se Forsling-Neymark
avsnitt A.1. Eftersom © #ir 6ppen &r d > 0, och man kan visa att d ér kontinuerlig i €, se Ovning
Nir a,b € Q forbinds med en kurva z = z(t), ¢t : 0 — 1,1 €, sa &r funktionen ¢ — d(z(t)) dérfor
kontinuerlig pa [0, 1], och antar dirfor ett minsta viirde m > 0. Vidare &r funktionen likformigt
kontinuerlig pa [0, 1] (se Forsling-Neymark sats A.3), sa till m finns ett tal § > 0 sadant att
|[d(z(a)) — d(z(B))] < m nérhelst |a — 5] < d. Lat nu 0 =ty < t; < ... <ty =1 vara en indelning
av [0,1] sadan att |ty —tx| < 0 for k = 1,...,n, och sétt ¢, = z(t) samt Dy = D(cx, m) for
k=0,...,n. Eftersom d(ck) > m ser vi att Dy, C Q, och eftersom |cp_1 — cx| < m ser vi ocksa att
cr € Di_1, och beviset &r klart. [ |

1.3 Komplexvirda funktioner av en komplex variabel

En komplexvird funktion f av en komplex variabel dr en avbildning fran en delméngd Dy av C,
kallad definitionsméngd, sadan att f(z) € C for varje z € Dy. Virdeméngden V; for f dr alla
w € C sadana att w = f(z) for nagot z € Dy.

Eftersom tal z € C omviindbart entydigt svarar mot punkter (z,y) € R? via real- och imag-
infirdelar kan vi ocksa se en komplexviird funktion f som en avbildning fran (en delmingd av) R?
till R? via

f(2) = flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

dér u = Re f och v = Im f; u och v &r alltsa funktioner fran R? till R.
1.13. Exempel. Funktionen f fran C till C som ges av f(z) = iz + 22 kan skrivas
f2) =iz + 22 =iz +iy) + (x — iy)®
= (2 —y® —y) +i(z - 2zy),

2

och beskrivs alltsa fullstindigt av funktionerna u(z,y) = 22 — y? — y och v(z,y) = — 2zy. A

Vi definierar gransvirde och kontinuitet pa samma sitt som i reell en- och flervariabelanalys:

1.14. Definition (Grinsvirde och kontinuitet). Om c &r en hopningspunkt till D séiger
vi att f har grinsvirde C € C da z gar mot ¢, skrivet lim,_,. f(z) = C eller f(z) — C
da z — ¢, om det till varje € > 0 finns ett § > 0 sadant att

|f(z) —C|<e  forallaze Dy sadana att 0 < |z —¢| < 6.

Om c € Dy séger vi att f dr kontinuerlig i ¢ om det till varje e > 0 finns ett § > 0 sadant
att
|f(z) = fe)] <€ for alla z € Dy sadana att |z — ¢| < 6.

Notera att z # ¢ i definitionen av grinsviarde medan z = ¢ ingar i definitionen av kontinuitet.
Om c &r en hopningspunkt till D¢ och dessutom ¢ € Dy, sa &r f kontinuerlig i ¢ om och endast
om lim,_,. f(z) = f(c). Om c ér en isolerad punkt i Dy, sa dr f trivialt kontinuerlig i c.
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Uppdelning i real- och imagindrdelar ger omedelbart féljande karakteriseringar:

1.15. Proposition (Karakterisering av grinsvirde och kontinuitet). Lat f = u + iv,
C = A+ iB och ¢ = a+ib. Da giller:

fz)=Cdaz—c — u(x,y) — A och v(z,y) = B da (z,y) — (a,b),

och
f &r kontinuerlig i ¢ = u och v &r kontinuerliga i (a, b).

Bevis. Beviset bygger pa olikheterna i Ovning pa s. Al tillimpade pa uppdelningen
f—C=(u—A)+i(v—B).

Om f — C ger olikheterna |u — A| < |f — C| och |v — B| < |f — C| att u = A och v — B.
Omvént, om u — A och v — B ger olikheten |f — C| < |u — A| + |[v — BJ att f — C. Resultatet
om kontinuitet foljer sedan direkt med C' = f(c) = u(a,b) +iv(a,b) = A+ iB. [ ]

En funktion ¢ siigs som bekant vara av klass C*, dir k € N, om alla partiella derivator av
ordning hogst k dr kontinuerliga, och av klass C* om den ér av klass C* for alla k € N.

Derivata m.a.p. z definierar vi pa samma sitt som derivata m.a.p. x i reell envariabelanalys,
nédmligen som gransvérdet for en differenskvot:

1.16. Definition (Derivata). Lat ¢ vara en inre punkt i Dy. Funktionen f ségs vara (kom-
plext) deriverbar i ¢ om grénsvirdet

lim fle+Az)— f(e)

Az—0 Az

existerar som ett komplext tal. Griansvirdet kallas da derivatan av f i ¢ och betecknas f/(c).
Vid sidan av beteckningen f’ finns ocksa beteckningarna df /dz och Df.

Ovanstaende definition ser oskyldig ut, men den stéller i sjdlva verket hoga krav pa funktio-
nen f. Det riicker t.ex. inte att real- och imaginirdelarna dr C!-funktioner:

1.17. Exempel (En snill funktion som inte fir deriverbar nagonstans). Lat
fz)=z=x—1y.
Om vi skriver Az = re® far vi att

fle+Az)—f(c) c+Az—¢ _ Az _ re=" _ 20

Az Az Az ret?

som saknar gransvirde da Az — 0, d.v.s. da r — 0 och 0 varierar fritt. A

Med tanke pa hur definitionen av derivata ser ut bor foljande resultat inte vara éverraskande:

1.18. Proposition (Deriverbarhet medfér kontinuitet). Om f ér deriverbar i ¢, sa ér
f kontinuerlig i c.
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Bevis. c dr en inre punkt i Dy och dérmed ocksa en hopningspunkt till Dy. Eftersom
e+ A2) = £(0)
Az

ar f kontinuerlig i ¢. (Samma bevis som i envariabelanalysen, saledes.) |

fle+Az) = f(e) = Az —=0-f'(c)=0 da Az — 0

Eftersom definitionen av derivata ser likadan ut som definitionen av vanlig reell derivata, och
deriverbara funktioner alltsa &r kontinuerliga, kan vi kopiera bevisen for nedanstaende rikneregler
for derivata fran reell envariabelanalys, se Forsling-Neymark avsnitt 4.3 (Berdkning av derivator):

1.19. Proposition (Rékneregler fér derivata). Om f och g ér deriverbara, sa dr
A / Y / f’if/gifg/ I /
(f+9) =f+4d, (fo)="Fg+fd, (E)fT och (fog) =(fog) ¢,

vilket alltsa betyder att summa-, produkt-, kvot- och kedjereglerna géller.

Fran ovanstaende regler, och det faktum att derivatan av z ar 1, far vi att

d
dz
Vi ska nu karakterisera att en funktion f = u-+iv dr (komplext) deriverbar i en punkt ¢ = a+1ib
med hjilp av egenskaper hos de reella funktionerna u och v; dessa funktioner kan vara partiellt
deriverbara i (a,b), och de kan vara differentierbara i (a,b). Vi paminner om att en reellviird
funktion ¢(z,y) sigs vara differentierbar i en inre punkt (a,b) i D, om det finns tal A, B € R
sadana att

(z") = nz""1, nez (om n < 0 maste z # 0).

ola+h,b+ k) — p(a,b) — Ah — Bk
N
se t.ex. Persson-Boiers kapitel 2.2 (Differentierbarhet). I sa fall dr ¢ ocksa kontinuerlig och partiellt
deriverbar i (a,b), och ¢} (a,b) = A och ¢ (a,b) = B. Den geometriska tolkningen &r som bekant
att det finns ett viildefinierat tangentplan till funktionsytan z = ¢(x,y) i punkten (a,b, p(a,b));
observera att z dr en reell variabel just hir!

-0 da (h,k) — (0,0),

1.20. Sats (Karakterisering av deriverbarhet). Lat f = u + iv, och lat ¢ = a + ib vara
en inre punkt i Ds. Da géller:

w och v &r differentierbara i (a,b) och

/

'LLZ:

f'(c) existerar = , , .
v, och uy = —v; i denna punkt.

Dessutom &r f' = u), + v, = v, — iuy, nér f’ existerar.

Ekvationerna

o
{uf — % kallas Cauchy-Riemanns ekvationer

och &r centrala i komplex analys. De séiger att funktionalmatrisen for avbildningen (z,y) — (u,v)

har utseendet
d(u,v) _ uy, U, _ (o =B
Aw,y)  \ve vy Boa)’

och niir f’ existerar ér, med ovanstaende beteckningar, f’ = o + i3; jfr ocksa Ovning [[L37 och
Ovning [[.38
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Bevis av Sats [1.20L Att f/(c) existerar dr ekvivalent med att det finns ett tal v € C sadant att

flerad—fo=d: _ ac (flet89=50)
|Az| |Az| Az

eftersom Az/|Az| har belopp 1; talet v &r i sa fall f/(c).
Sétt v = a+ i och Az = h + ik; notera att |Az| = VA2 + k2 och att yAz = (ah — Bk) +
i(Bh + ak). Uppdelning i real- och imagindrdelar ger att
fle+Az)— f(c)=vAz  wu(a+h,b+ k) —u(a,b) —ah—(—p)k
|A2] VI +k?
L v(a+ h,b+k)—v(a,b) — fh — ak
i .
Vh? + k?
Antag forst att f/(c) existerar, och sétt v = f/(¢). Uttrycket i viinsterledet ovan gar da mot 0

da Az — 0, sa real- och imaginérdelarna av hogerledet gar mot 0 da (h, k) — (0,0). Men detta
betyder att u och v &r differentierbara i (a,b) och att uj(a,b) = «a, uy(a,b) = -3, vi(a,b) =

7)%0 da Az — 0,

och v, (a,b) = «a, varfor Cauchy-Riemanns ekvationer u;, = v; och uj = —v; &r uppfyllda i (a,b).
Omvint, om u och v &r differentierbara i (a,b) och Cauchy-Riemanns ekvationer dr uppfyllda
dér, sitter vi a = wu(a,b) = vy (a,b) och B = v (a,b) = —uy(a,b), och ser att real- och ima-

gindrdelarna av hogerledet ovan gar mot 0 da (h,k) — (0,0), varfor véansterledet gar mot 0 da
Az — 0. Men da existerar f'(c), och f'(c) = .
I bada fallen &r f' =~y = a + i = v}, + v, = v, —iuy i punkten ¢ = a + ib. [ |

I praktiken dr det ofta svart att avgora om en funktion &r differentierbar, medan det didremot
ofta dr litt att se att den #r C!. Eftersom man i reell flervariabelanalys visar att

peC' = g ir differentiertbar = ¢ ir partiellt deriverbar

far vi genast foljande villkor, som ér lidttare att anvéinda:

1.21. Foljdsats (Villkor for deriverbarhet).

e (Tillrickligt) Om u och v &r C' i en omgivning till (a,b) och Cauchy-Riemanns
ekvationer u}, = v, och uy = —wv; dr uppfyllda i (a,b), sa existerar f’(c).

e (Nodvindigt) Om f/(c) existerar, sa existerar u, u., vl och v i (a,b), och de

v y
uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer u), = v, och u = —v; dér.

1.22. Exempel (En funktion som #r deriverbar 6verallt). Betrakta exponentialfunktionen
f(z) =e* =e%e" = e®cosy +ie"siny = u +iv, dir uw=-e"cosy och v=¢"siny.

Hir &r u och v C*-funktioner, och eftersom u/, = e” cosy = v}, och uj, = —e” siny = —v}, &r Cauchy-
Riemanns ekvationer uppfyllda overallt, sa f'(z) existerar for alla z. Uttrycket for derivatan far
vi nu via d

f'(z) =ul +iv), =e®cosy+iesiny =e*, sa —() =e€”.

dz
1.23. Exempel (En funktion som #r deriverbar i en enda punkt). Lat

f(2)=z> =2 +y* =u +iv, dir w=2%4+%* och v=0.

Aven hiir dr v och v C!-funktioner och dirmed ocksa differentierbara, sa deriverbarhet ir ekvivalent
med att Cauchy-Riemanns ekvationer &r uppfyllda. Eftersom u), = 2z, u; = 2y, v;, = 0 och v, =0
far vi ekvationssystemet 2z = 0 och 2y = 0, med enda l6sningen = 0 = y. Alltsa existerar
£/(0) = u,(0,0) 4+ #,(0,0) = 0, men f'(z) existerar inte om z # 0. A
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1.24. Exempel (Derivata m.h.a. deriveringsregler). Deriveringsreglerna i Proposition [[.T9]
tillsammans med derivatorna ()" = nz"~! och (e*) = e*, medfér nu att

d (Z41\*_, @l d (A1) @Al 20 1) - (¢ 1) 42
dz\z4—1) 7 24—1 dze\z4—1) 7 24-1 (24 —1)2 ’

forutsatt att 2* — 1 #0, d.v.s. att z € C\ {1,4,—1, —i}. A

+ OVNINGAR

2 2
* 1.20 Undersok griansvirdena (a) Zli_}mﬂ(ez +e7*)  (b) ilg% % (c) igl% é?
* 1.21 Ange definitionsméngden for
0= 5
Z) = 55—
2241’

och definiera om mojligt f i undantagspunkterna sa att f blir kontinuerlig d&ven dér.

B Z22)z, 2#0,
f(z){o, Z=0.

Visa att u,(0,0) = 1, u;(0,0) = 0, v;,(0,0) = 0 och v, (0,0) = 1, att Cauchy-Riemanns
ekvationer didrmed #r uppfyllda i origo, men att f'(0) anda inte existerar.

* 1.22 Lat

*1.23 Lat f(z) =In|z| +iArgz = u(x,y) +iv(x,y) i hogra halvplanet Q = {z € C: Rez > 0}.

a) Bestim wu(zx,y) och v(x,y), samt berdkna v/, v/, v/, och v/,. Notera att u,v € C*(
ws Uys Uy y

och att Cauchy-Riemanns ekvationer dr uppfyllda i €.
(b) Visa att f'(z) = 1/z for alla z € Q.

* 1.24 Visa att den komplexa derivatan f’(z) inte existerar nagonstans om f(z) &r
(a) z—z (b) 2z +izy® (c) e®e ¥

* 1.25 Visa att Cauchy-Riemanns ekvationer ar ekvivalenta med den enda ekvationen f, = if;
och att denna i sin tur &r ekvivalent med den enda ekvationen v}, + ivy, = i(u}, + iuy).

* 1.26 Att en funktion f(z) dr deriverbar i komplex mening i 2, dér 0 ¢ Q, kan ocksa uttryckas
i polira koordinater z = re’?. Vi betraktar alltsa variabelbytet = r cos#, y = rsiné, pa
samma sitt som i flervariabelanalysen. Visa foljande:

/ 1 ! o ! ! / sin 6
u,. = u,, cosf + u, sinf ul, =u,. cos —u
r T y ) T I 6 r > 1
(a) L rsing < 0 och ! sinf 4, <080 om u € C(9).
uy = —uyrsin @ + uyrcos o, Uy, =y sin 6 + up <0,
(b) Cauchy-Riemanns ekvationer for f = u + iv, alltsa u}, = v, uj, = —v},, motsvaras i
polédra koordinater av
/ !/
v u
ul. =2, o =--2,
r
(¢) Om f = u+dv dr deriverbar i z € 0, sa dr
" o—if
f(2) = uly 4 iv, = vy — iuy, = (uy. +dv;)e™"" = (vp — iug)

(d) Anviind ovanstaende pa f = u + iv = In7 + if. Slutsats? (Jfr Ovning [C23})

* 1.27 Lat d vara funktionen som definierades i beviset av Hjdlpsats[[L12 Visa att d dr (likformigt)
kontinuerlig i 2 genom att bevisa olikheten

|d(2’1) — d(22)| < |21 — ZQ|, 21,29 € Q.

Ledning: Fixera z1, 22 € Q. Visa att d(z1) < |21 — 22| + |22 — w| {or varje w ¢ , och sedan
m.h.a. detta att d(z2) > d(z1) — |21 — 22|. Knyt dérefter ihop sécken.
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1.4 Analytiska och harmoniska funktioner

Vi paminner om att € star for ett omrade, alltsa en 6ppen och bagvis sammanhéngande méangd.

1.25. Definition (Analytisk funktion). En funktion f: Q — C siigs vara analytisk i Q,
skrivet f € A(f2), om f’(z) existerar for alla z € . Om speciellt Q = C siiger vi att f ér hel
eller hel analytisk.

Vidare séger vi att f ar analytisk i zg om f &r analytisk i nagon omgivning till zg.

1.26. Exempel. Vi aterviinder till Exempel [LT1] och [[23]i féregaende avsnitt.

I Exempel [[LT7 dédr f(z) = Z, sag vi att f inte &r deriverbar nagonstans, och darfor dr f inte
heller analytisk nagonstans.

I Exempel [[22] ddremot, dir f(z) = e*, sag vi att f/(z) = e* for alla z € C, sa f € A(C); f &r
alltsa en hel funktion.

I Exempel [L23] slutligen, diir f(2) = |2|?, sig vi att f dr deriverbar i en enda punkt, nimligen
i 0, men eftersom den inte dr deriverbar i nagon omgivning till 0 &r den inte analytisk ens i 0; f ar
alltsa inte analytisk nagonstans. Jfr Ovning A

1.27. Proposition. Om f/(z) =0 for alla z € Q, sa dr f konstant i Q.

Bevis. Eftersom 0 = f'(2) = u, +iv}, = v, —iuy, far vi genast att Vu = 0 = Vv i hela Q. Speciellt
ar u och v C'-funktioner, och riktningsderivatorna av u och v i varje punkt och i varje riktning ar
noll, sa u och v, och dirmed dven f, dr konstanta ldngs varje stricka i €.

Tag en punkt a € Q, och séitt C' = f(a). Om b dr en annan punkt i  kan vi, enligt Hjilpsats
[LT2] forbinda a och b med ett polygontag, och eftersom f enligt ovan dr konstant lings varje
delstricka i polygontaget dr ocksa f(b) = C; f dr alltsa konstant i €. [ |

1.28. Foljdsats. Om f € A(Q) och Re f, Im [ eller | f] #r konstant, sa ér f konstant.

Bevis. Vi visar att f/ = 01 de tva forsta fallen; pastaendena dir foljer sedan av Proposition [L27]

1. Om u = Re f = A, konstant, sa ar f’ = u}, + ivj, = u}, —iuy, =01 Q.

2. Om v =1Im f = B, konstant, far vi analogt att f’ = u}, + v}, = v + v}, = 0.

3. Om [f| = 0, konstant, sa &r trivialt f = 0, konstant, och om [f| = A > 0, konstant, ger
identiteten |f|? = ff att dven f = A%/f € A(Q). Men eftersom u = (f + f)/2 ir u i s&
fall analytisk och reellviird, och har speciellt konstant imaginérdel (0), sa u &r konstant
enligt fall 2, varfor dven f &r konstant enligt fall 1. u

Vi ska redan i detta avsnitt utnyttja foljande tva resultat, som bevisas senare i denna text:

e (Regularitet) f € A(2) = feC>®(Q) (d.v.s. u,v € C>®()), se Avsnitt B0

e (Entydighet) f,g € A(C) och f = g pa realaxeln = f = g i hela planet, se Sats [£.44]
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1.29. Anmirkning. Ovanstaende bada resultat dr hdpnadsvickande starka. Resultatet om re-
gularitet siger att om bara forstaderivatan f/(z) existerar for alla z i ett omrade 2, sa har f
kontinuerliga (partiella) derivator av alla ordningar i €. I reell analys behover som bekant det
faktum att f’(z) existerar for alla x i ett intervall inte ens betyda att f’ &r en kontinuerlig funktion
dér. Som ett enkelt exempel kan vi ta

r+2?sin(1/z), z #0,

R s

1+ 2zsin(l/x) —cos(l/x), x#0,
1, x = 0;
hir dr f’ definierad i hela R men inte kontinuerlig i 0. Resultatet om entydighet &r inte mindre
miirkligt: En hel funktion bestdms fullstéindigt, i hela planet, av hur den ser ut pa realaxeln!

Att analytiska funktioner kan vara sa mycket snéllare och samtidigt rigidare #&n vanliga de-
riverbara funktioner av en reell variabel kommer sig av att det krivs betydligt mer for att lim, .
ska existera &n att lim,_,, ska gora det; jamfor gransvéirden i tva reella variabler med grénsvirden
i en reell variabel. A

1.30. Proposition (Geometrisk tolkning av Cauchy-Riemanns ekvationer). Om f =
u + qv ar analytisk i ¢ = a + 1b, sa &r

Vu-Vv=0

i denna punkt. Om dessutom f’(c) # 0, sa skiir nivakurvorna till w och v varandra vinkelréitt
i punkten (a, b).

Bevis. Cauchy-Riemanns ekvationer medfor direkt att

[

o / / / ror
Vu - Vo = ugv, + vy, = uy(—uy,) + uyu, = 0.

Antag nu att f'(c) # 0. Sétt A = u(a,b) och B = v(a,b). Eftersom, som i beviset av Foljdsats

f'(c) = ul(a,b) —iuy(a,b) = v, (a,b) + iv,(a,b) \\VU

far vi genast att Vu(a,b) # 0 och Vo(a,b) # 0, sa Vu och Vv ér
normalvektorer till nivakurvorna u(x,y) = A respektive v(z,y) = Bi vy 7
(a,b). Eftersom Vu - Vv = 0 dr dérfor normalvektorerna, och dérmed .~
nivakurvorna, vinkelrita i (a, b). v=2B

(I sjélva verket &r foljande starkare pastaende sant: Vu évergar i Vo vid vridning vinkeln /2
i positiv led, och speciellt dr |[Vu| = |Vol; detta illustreras i figuren ovan. Jfr Ovning[25) M

1.31. Exempel (Nivakurvor till w = 22). I figuren till hoger visas
nivakurvorna v = —1,0,1 (heldragna) och v = —1,0,1 (med streck
och prickar) nér

w= f(z) = 2% = (2% — 9?) + 22y = u + iv,

och vi ser att nivakurvorna till © och v skir varandra vinkelrdatt utom
i origo; notera att f'(z) =0« 2 =0. A
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En klass av funktioner som &r av stort intresse bade i matematik och i tillimpningar &r de s.k.
harmoniska funktionerna, som vi nu definierar:

1.32. Definition (Harmonisk funktion). En funktion h € C2(f2), reell- eller komplexviird,
ségs vara harmonisk i {2 om
Ah = hj, + hy, = 0.

Manga fysikaliska storheter dr harmoniska, t.ex. temperaturen 7" vid stationér temperaturfordel-
ning, den elektrostatiska potentialen V' och strémningspotentialen ¢ vid en viss sorts stromning
vars nivakurvor beskriver stromlinjerna. Kopplingen till analytiska funktioner #r foljande:

1.33. Sats. Om f &r analytisk i 2, sa &r Re f och Im f harmoniska i (2.

Bevis. Eftersom u € C? ger Cauchy-Riemanns ekvationer (x nedan) och satsen om blandade
derivator i reell flervariabelanalys (xx) att

"o 1N AV AV AV "
Upy = (uz)z - (vy)z - (vm)y - (_uy)y - _uyy7
sa Au = uly, +uy, = 0; helt analogt visas att ocksa Av = 0. |

1.34. Anméirkning. Att en reell funktion u (eller v) &r harmonisk i  behdver diremot inte
nodvindigtvis medfora att det finns nagon funktion f € A(£2) som har den som realdel (respektive
imagindrdel). Ett exempel pa detta &r

u = In(z? 4 3°)
i det punkterade planet Q = C* = C\ {0}. Om f € A(f2) har u som realdel, sa &r ndamligen
2z 2y 2z 2

! ! . 3
=u —iu = -4 _ =~ _z
f r Yoooa2 g2 2 + 92 2|2 =z

?

och att detta inte gar i C* visas kanske enklast med resonemanget i Anmérkning B.11] pa s.
Om dédremot Q) dr ett enkelt sammanhingande omrade (begreppet definieras i Anmérkning

B3T pa s. B4) kan man visa att varje harmonisk u i  &r realdel av en analytisk funktion f. Om

Q0 = C kan man t.o.m. konstruera f fran u m.h.a. en enkel integralformel, se Ovning [C39 A

I Avsnitt [Tl ska vi studera harmoniska funktioner i samband med s.k. konforma avbildningar.
I detta avsnitt ndjer vi oss i princip med att konstruera hela analytiska funktioner med givna real-
eller imaginardelar.

1.35. Exempel. Vi ska bestdmma alla hela funktioner f med imaginérdel
v=Imf=2+2—2> 49> +e “siny.

Eftersom Av = vy, + vy, = (=2 + e *siny) + (2 — e "siny) = 0 overallt ar det nidvindiga
villkoret for existens av f uppfyllt.
Vi soker realdelen u av f. Om den finns sa uppfyller den Cauchy-Riemanns ekvationer:

{ug = v, = 2y+e Tcosy (1)
u, = —v, = —1+4+2x+e "siny (2)

Vi integrerar nu en av dessa ekvationer, t.ex. ekvation (1), och da m.a.p. z. Vi far att

u=2xy —e " cosy+p(y),
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dér ¢ ar en reellviard funktion av en reell variabel. Derivering m.a.p. y och jamforelse med ekva-
tion (2) ger sedan att

u; =2z +e "siny+ ¢ (y) = -1+ 22+ e “siny,

d.ves. att ¢'(y) = —1, sa (y) = —y+ A, dér A &r en reell konstant, sa u = 2xy —e % cosy —y + A,
och
f=u+iv=_2zy —e “cosy—y+A) +i(2+2x—2>+y*>+e Tsiny).

Eftersom u och v ér C' och uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer i hela planet #ir f verkligen en
hel funktion, och den har naturligtvis réitt imagindrdel. Pa realaxeln, dar y = 0, far vi att

f(2) = (—e "+ A) +i(2+x—2?), x € R,

och om vi séitter g(z) = (—e™* + A) +i(2+ 2z — 22) for z € C ser vi att #iven g &r hel, och eftersom
f(z) = g(z) for alla 2 € R ger resultatet om entydighet ovan att f(z) = g(z) for alla z € C, sa

f(2) =2i4+iz—iz? —e * + A, zeC,
dér A ar en reell konstant. A
1.36. Exempel. Det finns ingen analytisk funktion f, i nagot enda omrade €2, med realdel
u=Ref=a>+y

eftersom Au = ujy, +uy, = 6z, och ekvationen Au = 0 &r uppfylld endast da z = 0, alltsa endast
pa imaginéraxeln, och dérmed inte i nagon enda &ppen (icketom) méngd. A

1.37. Exempel. Vi undersoker vilka hela funktioner f = uw + tv som har realdel u som uppfyller
ekvationen
ul, = 2xy.

Integration av denna ekvation ger att u = 2%y + ¢(y), och Cauchy-Riemanns ekvationer séiger nu
= 2oy = v (1)
/

att
{u =22 +¢'(y) = —v, (2

Integration av (1) ger att v = 2y? + 9(z), och derivering m.a.p. ¥ och insiittning i (2) ger sedan
att

@ >8>

P+ (y) =y —v'(@) e J()+a?=-¢y) -y
I den hogra ekvationen beror vinsterledet endast pa x och hogerledet endast pa y, och darfor ar

bada led en och samma konstant A € R. Integration av ¢/(z) + 2> = A och —¢'(y) — y*> = A ger
att ¢(x) = —a/3 + Az + By respektive p(y) = —y>/3 — Ay + Ba, dér By, By € R, varfor

3 3
f=u+iv= (ach—%—Ay—i-Bg) —l—i(myQ—%—i-Aac—i—Bl),

som alltsd #ir analytisk. P& realaxeln ér f(z) = Bz +i(—23/3 + Az + By), som #r virdena pa
realaxeln av den hela funktionen g(z) = B +i(—23/3 + Az + B1), sd med C = By + iB blir

-3
f(z):iAzf%JrC’, A€ER, CeC,

p.g.a. entydighetsresultatet, och vi ar klara. A

1.38. Anmiirkning. I Exempel[[L37 kan man i stillet i ett tidigt skede utnyttja att v maste vara
harmonisk. Att u = 2%y + ¢(y) medfor dirfor att 0 = Au = 2y + ¢ (y), sa ¢"(y) = —2y, som
integrerad tva ganger ger att p(y) = —y>/3 — Ay + By (med samma bokstiiver som i exemplet).
Cauchy-Riemanns ekvationer (1) och (2) séger att v = xy? + () och ¢'(x) = —a? + A, sa
¥(x) = —a3/3+ Az + By, och nir nu p(y) och 1 (z) ér bestimda avslutar man resonemanget som
i exemplet. A
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+* OVNINGAR

* 1.28

* 1.29

*~ 1.30
* 1.31

* 1.32

*1.33

*1.34

*1.35

* 1.36

*~ 1.37

* 1.38

*1.39

Lat f(z +iy) = 2® + iy Var &r f (a) deriverbar?  (b) analytisk?

Kontrollera att funktionen wu(x,y) = 23 — 3zy? + 2xy dr harmonisk i hela R2. Bestim
dérefter samtliga hela analytiska funktioner f(z) for vilka Re f = u.

Bestédm alla hela funktioner f(z) = u(z,y) + iv(x,y), dir u endast beror pa x.

Bestidm alla funktioner f(z) = u(z,y) + i v(x,y) som &r analytiska i hela C och for vilka
(a)v=1-z-2ry (b)u=z+y®> (c)u,=32>-3y> (d)u=e"(xcosy—ysiny)

Bestim konstanten a si att v(z,y) = y? + a(z — 1)? #r imaginiirdel av en hel analytisk
funktion f med Re f(0) = —1. Bestédm ocksa f(z).

Funktionen f(z) = u(x,y) +iv(z,y) dr analytisk for alla z = x + iy, och dessutom géller
identiteten u(x,y) — 2v(x,y) = 23 — 3zy? + 62y och f(0) = 0. Bestdm f(z).

(a) Visa att A(uv) = uAv + vAu + 2 Vu-Vo for alla u,v € C3(Q).
(b) Lat f = u+iv € A(). Visa att uv &r harmonisk 1 Q m.h.a. (a) och Proposition [301
(c¢) Los (b) pa ett helt annat siitt!

Antag att f dr analytisk 1 Q och att f(z) # 0 da z € Q. Visa att In | f| & harmonisk i Q.
For vilka reella funktioner u och v ér bade f = u + iv och f = u — iv hela?

(Inversa funktionssatsen for analytiska funktioner) Antag att f = u + v dr analytisk (och
diirmed ocksa C!) i en omgivning till ¢ = a + ib. Vi kan betrakta f som en avbildning
(z,y) — (u,v) fran R? till R?. Visa foljande:

(a) Funktionaldeterminanten for avbildningen f: (x,y) — (u,v) ges av

u
(%

=17,

! I
T uy
!/ /
T vy

(b) Om f'(c) # 0, s& existerar en lokal Cl-invers g : (u,v) — (z,y) till f mellan om-
givningar till f(c) och c¢. Ledning: Inversa funktionssatsen fran flervariabelanalysen.

(¢) g betraktad som komplex funktion ér analytisk, och ¢'(f(2)) = 1/f/(2) i en omgivning
till ¢. Ledning: Cauchy-Riemanns ekvationer for g; kedjeregeln.

Om f'(z9) # 0, visa att funktionalmatrisen f6r avbildningen (z,y) — (u,v) i punkten
(zo,yo) kan skrivas

o(u,v) costy —sintg
a(x7y) o |f (ZO)| (Sin’l/)o COS’I/JO ) ’

dir v dr ett argument for f(zp), och déirmed att den, som (matris f6r en) linjéir avbildning
fran R? till R?, 4r en vridning med vinkeln )y moturs f6ljd av en skalning med faktorn
|f'(20)|. (Detta utgér ett alternativt bevis fér att f dr konform i zo, jfr Avsnitt [[11)

Lat u vara harmonisk i hela R?, och siitt

y x
v(z,y) :/ ul(x,t) dt—/ uy (t,0) dt.
0 0

Visa att f := u + iv ar hel analytisk.
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* 1.40 Antag att u och v &r differentierbara, och séitt som vanligt f = u+iv. Infor beteckningarna

ﬂ:l(g—ﬂ) och af—l(af—i-iﬂ)
0z 2 '

0z 2

ox ! oy ox oy

Visa foljande:
(a) f &ar komplext deriverbar < 0f/0z = 0, och i sa fall dr f' = 0f/0z.
(b) 0f/0z = 0f/0z och Of/0z = 0f]0x.
(¢) Funktionaldeterminanten for avbildningen (z,y) — (u,v) kan skrivas
2

u
(%

u
(%

of
0z

c_jof
0z

! !
T Y
/ /
T Y

(d) Om z(t) &r en deriverbar kurva i z-planet, sitt w(t) = f(z(t)), som da blir en de-
riverbar kurva i w-planet. Visa att

o) = Ly 0+ L) 7w

* 1.41 Lat u, v och f vara som i Ovning [C40 och antag dessutom att

d(u,v)
d(z,y)

Antag vidare att z(t) ir en kurva med z(0) = 2z och 2/(0) = €' (enhetstangentvektor).
Sétt w(t) = f(z(t)), och skriv w’(0) = s(a)e??(®) (polir form). Visa foljande:

# 0 1ien punkt z.

(a) (8f/0z)(20) och (8f/0Z)(z0) kan inte vara noll samtidigt.
(b) w'(0) # 0 och

. - af af w
— i(B(a)—a) _ ) Y . 2
s(a)e OF (o) + L (zg) e,

Notera att tangentvektorn i w-planet pekar i riktning e”#(®) nir tangentvektorn i
z-planet pekar i riktning e*.

(c) (@)= 41 oberoende av a < (9f/0Z)(20) = 0, och da &r f(z0) # 0.
Alltsa vrids varje tangentvektor lika mycket och at samma hall under avbildningen
w = f(z) i punkten zy precis da f dr komplext deriverbar i zy och f’(zp) # 0; man
sdger att f dr konform i zg, se Avsnitt [Z11

(d) s(c) &r oberoende av o < antingen (0f/0%)(zo) = 0 eller (0f/0z)(zy) = 0.
Alltsa #r skalfaktorn densamma i alla riktningar i zo precis da antingen f eller f &r

konform i zp; skalfaktorn &r da |f’(zo)| respektive |(f)’(20)|-



2 Elementara funktioner

I reell analys brukar man kalla funktionerna
er, Inx, % dir a € R, sinx, cosx, tanz, arcsinz, arccosx, arctanz

for elementira funktioner. Vi ska i detta kapitel se att e®, sinz, cosx och tanz litt kan
utvidgas till analytiska funktioner som &r definierade i hela C (féorutom i punkterna /2 + nm,
n € Z, for tangens) och att det dven finns analytiska utvidgningar av Inz och x®, men att man da
maste vara forsiktig och undanta hela kurvor i C fran definitionsméingden om exponenten « ¢ Z.
Analytiska utvidgningar av arcusfunktionerna finns ocksa (se Kapitel §]), och de behandlas i detalj
i fortséittnings- och férdjupningskursen TATA78 Komplex analys fk.

2.1 Exponentialfunktionen

Den komplexa exponentialfunktionen definieras av att
expz = e = e®(cosy + isiny) = e“e'.

Eftersom e* > 0 och |e®| = 1 for alla reella z och y ser vi att sambandet e* = e®e™ helt enkelt dr
talet e® skrivet i polér form, varfor

le*| =¢e® >0 och arge® =y + 2nmw, n € 7Z;

speciellt ser vi att exponentialfunktionen har definitionsméngd C och véardeméngd C* = C \ {0}.
Som avbildning fran z-planet till w-
planet betraktad tar w = e* linjen =z = a y=>b
pa cirkeln |w| = €%, odndligt manga varv,
och linjen y = b pa stralen w = pe®, p > 0. N\
Notera speciellt att den komplexa exponen-
tialfunktionen inte ar injektiv; i sjilva verket r=a
ar den periodisk med perioden 27i: (om och om igen)

[N}

g
I

o

a

lw| = e

el =e? < z1 =20+ 2nwi, n € 7. ‘

Detta foljer direkt av att tva komplexa tal skrivna i poldr form &r lika precis da beloppen ér lika
(et = "2, vilket dr ekvivalent med att z7 = xo eftersom den reella exponentialfunktionen ér
injektiv) och vinklarna far skilja sig at med hela varv (y1 = y2 + 2nm, n € Z).

. . c+4mie €C
Talet ¢ &r saledes inte det enda tal som ‘ w = e? .
avbildas pa e®, utan alla tal som avbildas c+2mie P .
pa e ar ¢ + 2nmwi, n € Z, alltsa talen @ 0 0

e, c—4mi, c— 2mi, ¢, c+ 27i, ¢+ 47, . .. )
c— 2mie

Fran definitionen av e* och egenskaper hos den reella exponentialfunktionen e*, x € R, och
hos €, § € R (se s. [)), hiirleder man riknereglerna
e*! 1

— — n
2 = gP1tE2 — =12, — =7 och (e*)" =e"*, nelZ.
e*2 e*

Z1

e e

Observera speciellt att det sista sambandet, som &r en f6ljd av de Moivres formel, géller om n &r
ett heltal; i annat fall far man vara forsiktig, som vi ska se i Avsnitt

19
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I Exempel [[L22] pa s. [l sag vi att exponentialfunktionen &r deriverbar i hela C, med derivata

—(e*) = €%, z e C.

2.2 Logaritmfunktionen. Grenar

I reell analys ar exponentialfunktionen injektiv och har dérmed en invers, logaritmfunktionen In:
eV =z = y=Inz,

och In har definitionsméngd |0, +oo[ och virdeméingd R.

I det komplexa fallet dr, som vi just har sett, exponentialfunktionen inte injektiv, och vi kan
dérfor inte definiera en invers till den i vanlig mening. Det bésta vi kan gora dr att l6sa ekvationen
e’ =z da z € C*, t.ex. genom att skriva de bada sidorna i poléar form, precis som nér vi loste den
binomiska ekvationen i Exempel pa s. @t

w o __ u iU 0 et =r (belopp)
=z & e =re = {v:9+2mr,n€Z (argument)
u=Inr ;
= {v:9+2nﬁ,neZ & w=hr+i@+2nm, nel

& w=lIn|z|+iargz.

Vi gor darfor foljande definition:

2.1. Definition (Logaritm). logz =In|z| +iargz, z € C*.

Den komplexa logaritmen log &r alltsa inte en funktion i vanlig (envérd) mening, utan en s.k.
flervard funktion: logz &r en mdngd av tal for varje z # 0, precis som arg z. Observera ocksa
att med var definition av log &dr det sant att

w = log z = e’ =z,
vilket alltsa ska utlidsas sa att om w &r nagot varde pa log z sa ar e = z och, omvént, om w € C
ar ett tal sadant att e* = z sa ar w ett av viardena pa log z.
2.2. Exempel. Eftersom —1 — iy/3 = 2¢™7/3 blir A

47 dm/3
10g(1i\/§)1n2+i<?+2mr>, nes p- 3. >

1—iV3 A

Om vi for varje z # 0 véljer ett enda virde 0(z) pa arg z sa blir In |z| +14 0(2) en vanlig (envérd)
funktion av z utanfor origo. Ett vanligt sadant val &dr 6(z) = Arg z, principalargumentet, och den
sa uppkomna funktionen har fatt ett eget namn:

2.3. Definition (Principallogaritm). Logz =In|z| +iArgz, z € C*.

En karakterisering av principallogaritmen Log z, som ocksa kallas principalvirdet pa log z,

ar saledes att

w = Log z — {e o

—rm<Imw<m,
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sa Log ar inversen till restriktionen av exponentialfunktionen till remsan —7 < v < 7, och den
dr ddrmed automatiskt injektiv: Logz; = Logza = 21 = exp(Logz1) = exp(Log z2) = z2. Vi ser
ocksa att
Logx =Inz, z >0,
eftersom Argxz = 0 da x > 0, sa Log ir en utvidgning av In fran ]0, 4o0[ till C*.
2.4. Exempel. Eftersom —1 — iV3 =2e"27/3 och —1 < —27/3 < 7 far vi genast att
o

Log(—1—iv3) =In2 — %

Vi kan ocksa se det fran Exempel eftersom den av alla vinklar 47 /3 4+ 2nm, n € Z, som ligger

i intervallet |—m, 7] &r just —27/3 (svarande mot n = —1). A

Som avbildning fran z-planet till w-planet
betraktad tar w = Log z cirklar |z| = a pa lod-
riata strickor v = Ina, —7 < v < m, och stralar

Ina +im
w = Log z i

—a a N T T

z=re" r >0, for fixt § €]—x, 7|, pa vagrita - Ina<+
linjer v = 6. Notera speciellt att Log inte &r
kontinuerlig léings negativa realaxeln: Om a > 0 T T Tha—in

far vi ndmligen att

Ina+ im = Log(—a) da z — —a fran ovan,
Logz — . . .
Ina —imr = Log(—a) — 27 da z — —a fran nedan.

Vi har alltsa kontinuitet fran ovan men inte fran nedan lings negativa realaxeln, vilket i figuren
ovan till hoger askadliggors med heldragna respektive streckade stralar och linjer; Log z gor ett
sprang med 27 nér vi passerar negativa realaxeln.

Eftersom Log inte dr kontinuerlig langs negativa realaxeln &r den inte heller analytisk dér,
enligt Proposition pa s.[@ Om vi undantar den stralen blir funktionen dock analytisk i det
omrade som blir kvar, med derivata

d 1
E(Logz):;, ZGC\]*O0,0],
hér har vi anvént beteckningen |—o00,0] = {# € R : = < 0}, som alltsa star fér negativa real-

axeln inklusive origo. Detta pastaende bevisas i en mera allmén situation i Proposition 2.8 nedan.
(Redan i Ovning pa s. [[2 finns dock ett bevis som fungerar i halvplanet Re z > 0 och som
bygger pa Cauchy-Riemanns ekvationer.)

Foljande begrepp &r praktiskt nir man sysslar med flervéirda funktioner:

2.5. Definition (Gren till flervird ~funktion). En gren till en flervérd funktion f i ett
omrade 2 dr en kontinuerlig funktion f i Q sadan att f(z) &r nagot av virdena pa f(z) for
varje z € (2.

Principallogaritmen Log z dr saledes en gren till den flervirda logaritmfunktionen log z i om-
radet 2 = C\]—o0, 0] och kallas principalgrenen till log z.

Allmént &r .

logz=1In|z| +1i6(z)

en gren till log z i ett omrade 2 om och endast om 6(z) ér en kontinuerlig funktion i € och virdet
0(z) i varje punkt i Q #r ett argument 61 z; att vilja grenar till log z ér saledes ekvivalent med att
vilja grenar 0(z) till arg z. Omradet Q far forstas inte innehalla origo (log 0 &r ju odefinierat) men
inte heller nagon enkel sluten kurva runt origo eftersom 6(z) med nédvindighet maste dndras med
27 nér man gar ett varv runt en sadan kurva. Om vi klipper upp planet C ldngs en obegréinsad
enkel kurva fran origo och undantar punkterna pa kurvan fran definitionsméngden far vi dock ett
omrade 2 dar log z har grenar. Vi illustrerar med tva exempel.
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2.6. Exempel. Sitt f(z) = In|z| +i60(z) i omradet § i figuren, dér vinkeln 0(z) i varje punkt
z € Q &r det argument for z for vilket

N0 — 11w/4;
3 117 € m/ : 0
I < 9(2’) < T N - :
0 — 3m/4> 10 = 57/2
0(z) varierar da kontinuerligt i 2, sa f(z) &r en gren ™/ AN : ™/
till log z 1 Q. Vidare, med dessa grénser for 6(z) ser vi \\\ :
i figuren att t.ex. 0(1) = 27 och 6(—2i) = 37/2, sa =7 “o0 ., 8=2m
5 1
. . 3
f(1)=2mi och f(-2i)=In2+i—.
2 —l—ie 6 = 3m/2
Notera speciellt att f(z) dr odefinierat lings kurvan C, :
som #r en strale i detta fall, men att ¢ =2

o) — {117r/4 da z ndrmar sig C' fran ovan och hoger,

3m/4 da z ndrmar sig C' fran nedan och vénster.
Med hjdlp av f(z) far vi ocksa att alla grenar till logz i Q ges av
fn(2) = f(2) + 2nmi = In|z| +i(0(2) + 2n7), n€EZ,

eftersom € ér sammanhéngande (se Anmérkning 225 for detaljer). Det finns alltsa oéindligt manga
olika grenar f,,(z) i 2, numrerade med heltalet n; notera att samma heltal n giller for alla z € Q
for en viss gren. Om vi vill ha en sadan gren g(z) for vilken g(1) = —4mi, sdg, som ju dr ett av
virdena pa log 1, har vi ett krav som bestdmmer heltalet n och ddrmed grenen f,(z2):

—4mi = g(1) = f,(1) = f(1) + 2nmi = In|1| +i(6(1) + 2n7) = i(27 + 2nm), varfor n = —3.
Séledes ges vér gren av att g(z) = f_3(z) = f(z) — 6mi = In|z| +i(6(z) — 67), z € . A

2.7. Exempel. Man maste inte klippa upp ldngs en strale, som vi gjorde i foregaende exempel,
utan det gar ocksa bra att klippa upp lidngs en annan enkel kurva C' fran origo, som vi nu ska se.
Lat h(z) = In|z| + i0(z) vara den gren till logz i omradet € till

hoger som uppfyller att h(1) = 0, vilket ju &r ett av virdena pa log1; - \? Q
det innebér alltsa att vi har valt (1) = 0, som &r ett av virdena pa arg 1. 2ip
Att 0(z) varierar kontinuerligt i © och hela tiden &r ett av argumenten ,"///
for z innebér nu, nér 6(1) val dr valt, att 6(z) &r entydigt bestdmt i O RN
0(1)=0 N 3T T . 3w ;"/’ oo
0(z) kontinuerlig i } = 0(=i) = 97 0(i) = 2 och 8(2i) = T -':1’ @0\ ol
B - BN
vilket vi enklast ser genom att félja kurvor i Q fran punkten 1 till punk- 1 RV
terna —i, ¢ respektive 2¢, som i figuren, dér dessa kurvor ar prickiga; \\'_1 —i‘ A
observera att vi aldrig far nudda kurvan C under var vandring. Saledes S

blir h(—i) = 3w /2, h(i) = iw/2 och h(2i) = In2 —i37/2.
Notera speciellt att virdena pa 0(z) inte begriinsas till ett intervall av lingd 27 i detta fall och
att 0(i) # 0(2i) trots att punkterna ¢ och 2¢ ligger pa samma strale i C fran origo. A

Alla grenar till logaritmen har samma derivata:

2.8. Proposition. Varje gren 1352 till log z &r analytisk i det omrade dér den #r definierad,

och J )
— (log 2) = ~.
dZ(OgZ) .
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Bevis. Sitt f(z) = lgg\;/z, och lat Q vara det omrade dér f &r definierad. Fixera z € € och sétt
w = f(z). For tillriackligt korta Az ér det sant att z + Az € Q (eftersom 2 ér en ppen méngd);
for dem sitter vi Aw = f(z 4+ Az) — f(2), och da ar Az = eWTAY — e, Vi far dirfor att

- -1
Jz+Az) = f(z)  Aw @) [ Az ! B W tAw _ gw () IR S .
Az Az \Aw N Aw = (") Cev 2 dé Az =0,

dér vi i omskrivningen (1) anvéinder att f ér injektiv sa att Az # 0 = Aw # 0, och i grinsover-
gangen (2) anviinder att derivatan av exp ér exp sjilv och att f &r kontinuerlig sa att Az — 0 =

Aw — 0. [ |
For den reella logaritmen Inax giller som bekant rédknereglerna 1n(,7:1x2) = Inxy + Inxs,
In(z1/22) = Ina; — Inxg, In(1/2) = —Ilnz och Ina™ = nlnz for positiva tal a1, a9 och x,

och heltal n. Vad giller rikneregler for (grenar till) den komplexa logaritmen log z maste man
vara forsiktig eftersom log z &r flervérd och grenar ar envirda. Vad man kan sidga &r att

1
log(z122) = log z1 + log 29, log - log z1 — log 2o, log — = —log z,
z9 z

som likheter mellan mdngder av tal, dir hogerleden log z; & log 29 ska tolkas som de méngder av
tal som uppstar nidr man tar varje enskilt virde pa log z; och lagger till respektive drar ifran varje
enskilt virde pa log zo. Mera precist: Om M, My och My &r méngder av tal, ¢ ar ett tal och f en
funktion definierar vi

Mi+Ms = {mi+mz: my € My,ms € Mo}, cM={em: meM}, f(M)={f(m): meM},

och pa motsvarande sétt definieras My — My, MMy och My /M. En varning ér hiir pa sin plats:
For alla n # £1 ér log 2™ # nlog z som mingder, jfr Ovning 27bc.

2.9. Exempel. Med z; = i = em™/2 och 29 = —1 414 = /2374 far vi att 2120 = -1 — 4 =
V2e B7/4 och ddrmed att

3 In2 3
log(z122) zlnﬂ—if +4i2mn = DT +1 (—Zﬂ —|—2ﬂ'n) , newz,

och att

3 In2 5
log z1 + log 2z = (zg —|—i27rk:) + (hﬁ\/i—l—if—i—i%rl) = HT +1 (Iﬂ- —|—27r(k:+l)), k,leZ.

Med n = k+1+ 1 ser vi att dessa bada méngder dr desamma: Givet n kan vi hitta k och [ sadana
att n =k 414 1, och, omvént, givet k och [ sétter vin =k +1+ 1. A

Observera dédremot att t.ex. likheten f(z122) = f(21) + f(22) inte behover vara sann for en
given gren f(z) till log z, inte ens om z1, 29,2122 € §, utan da kan de bada sidorna skilja sig at
med en heltalsmultipel av 27i, och det kan vara olika multipler i olika punkter, jfr Ovning

2.10. Exempel. Med samma tal z; och z5 som i féregaende exempel &r

Log( ) In2 3« L YL (_W)+ ln2+,37r ln2+,57r
(0] - — i € O O = — _— - e -
g(21%22 5 ’L4 men g 21 g 22 12 B Z4 B 14,

sa Log(z122) # Log z1 4+ Log 22 1 detta fall. Diremot &r t.ex.
. LT . LT LT
Log2@:1n2—|—z§ och Log2+L0gz:(ln2)+(z§) :1n2—|—z§,

sa hér rader likhet: Log2i = Log 2 + Log . A
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Vi avslutar med ett par svarare exempel pa grenar.

2.11. Exempel. Lat Q vara C med stralarna |—oo, —3] och [0, +oo[ borttagna. Vi ska bestdmma
en gren f(z) till den flerviirda funktionen

log(2% + 32)

i sadan att f(—1) =1In2—im, som ju dr ett av virdena
pa log((—1)? + 3(—1)) = log(—2). Eftersom

log(z% + 32) = log(z + 3) + log 2

som miéngder definierar vi till att bérja med grenar g(z)
och h(z) till log(z + 3) respektive log z i 2, alltsa

{ g(z) = In|z + 3| +i0:(2),
h(z) = In|z| + i 62(2),

dér 01(z) och 02(z) dr argument for z + 3 respektive z som varierar kontinuerligt 1 Q; vi kan hér
vélja 01(—1) = 0 och 02(—1) = 7, se figur, och da blir 6;(z) och 03(z) entydigt bestdmda i €.
Eftersom g(z) + h(z) ér en gren till log(z? + 32) i Q 4r

fn(z) = g(z) + h(z) + 2nm = ln’z2 + 32’ +i(01(2) + 02(2) + 2nm), n € Z,

alla grenar till log(z? + 3z) i Q, numrerade med n, eftersom Q dr sammanhiingande; den sokta
grenen f(z) dr en av dessa. Kravet f(—1) =1In2 — im ger oss att

In2—ir = f,(—1) =In2 + (0 + 7 + 2nm) & n=-1,
varfor den sokta grenen ar
f(z)=f-1(z) = 111‘22 + 32‘ + i(@l(z) +02(z) — 27T).

Exempelvis dr f(3i) = In(9v/2) — i57/4, eftersom 6, (3i) = 7/4 och 04(3i) = 7/2, se figuren.
Uttrycket fér f(z) ovan lampar sig inte alls for derivering m.a.p. z, men eftersom f(z) &r en
gren till log(z? + 32) ger kedjeregeln direkt att

1 d 2z +3
/
=——_ 32
J) 22+ 3z dz( +32) = 22432
och detta giller for alla grenar till log(22 + 32). A

2.12. Exempel. Hir ska vi konstruera en annan gren, f(z), till
log(z% + 32),

en gren som ir definierad i omradet Q som &r C med stralen [—3, +oo [ borttagen. For att fa
entydighet ligger vi till ett krav, och vi viiljer att kriva att f(3i) = In(9v/2) — i57/4, sa att
f(3z) = f(3i), déir f dr grenen i féregaende exempel.

Lat §(z) = In|z + 3| +i6,(2) och h(z) = In|z| + i0y(z) vara
grenar till log(z + 3) respektive log i Q, diir 0;(2) och f5(z) varierar
kontinuerligt i Q. Vi kan vilja 0, (3i) = 7/4 och 05(3i) = 7/2, och
far, med samma sorts resonemang som i féregaende exempel, att

f(z) = In|z* + 3z| +i(é1 (2) + 0a(2) — 2m).

Konstruktionerna av f och f ger att f(z) = f(2) i 6vre halvplanet Tm z > 0 (dér &r ju 6; = 6,
och 92 = 0,), medan diremot f(z) = f(z)+ 2 i undre halvplanet Im z < 0 (déir &r ju 6; = 6, 427
och 92 = 92)
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Avslutningsvis noterar vi att z2 4+ 3z antar samma virde, —9 + 94, i punkterna 3i € Q och
—3 —3i € Q, sa den flerviirda funktionen log(z? + 3z) antar dirfor samma mingd av virden,
In(9v/2) +i(3n /44 2n7), n € Z, i bada. Diremot antar var gren f(z) till log(z2 + 3z) olika virden
i dessa punkter: f(3¢) = In(9v/2) —i57/4 medan f(—3—3i) = In(9v/2) +i37/4, det senare eftersom
01(—3 — 3i) = 31/2 och Oy(—3 — 3i) = 5m /4. Att vilja gren till log(22 + 3z) ér alltsa inte samma
sak som att viilja gren till logw i en delmiingd av C och sitta w = 22 + 3z. (Jfr Avsnitt BIl) A

* OVNINGAR

% 2.1 Betrakta avbildningen w = z2. Bestdm bilden i w-planet av linjen Imz = b i z-planet,
t.ex. genom att for varje fixt b € R finna sambandet mellan u och v d& u +iv = (x +ib)?,
z € R.

* 2.2 Berikna alla virden pa log z, och ange speciellt principalvirdet Log z, da
(a)z=—-1 (b)z=2i (c)z=—1+i (d)z=—-/3—1i

* 2.3 Lat a =14, b= —1—14 och ¢ = —1+1i. Vilka av foljande likheter &r sanna for dessa viarden
pa a, b och ¢? I de fall de inte #r sanna, ange hogerled minus vénsterled.

(a) Loga + Logb z Logab (b) Loga + Logc Z Logac
(¢) Loga — Logb L Log(a/b) (d) Loga® L 8Loga

* 2.4 Bestdm f(—1—1), g(—1 —4) och h(—1 — i) dér f, g och h &r de grenar till logz som
beskrivs i Exempel och Exempel 27

* 2.5 Lat f(z) vara den gren till logz som #r definierad utanfér stralen y = z, > 0, och for
vilken f(37) = In3—i77/2. Berékna f(1), samt undersok grénsvérdet av f(z) da z ndrmar
sig 2 4 2i, dels i halvplanet y > x, dels i halvplanet y < x.

* 2.6 Om w = ¢*, bestdm bilden av  (a) linjen Rez =a  (b) linjen Imz =0
(c) bandet 0 <Imz <7 (d) halvbandet Rez > 0,0 < Imz < 7/2

* 2.7 Beriikna virdena pa (a) logi+ logi (b) log i2 (c) 2logi
(d) exp(log(1 +4i)) (e) log(exp(1 +4i)) (f) exp(Log(1l+4i)) (g) Log(exp(1 + 4i))

% 2.8 Vi ska hir studera nagra olika grenar till den flerviirda funktionen log(z2 + 1).

(a) Definiera en gren f(z) till log(2? + 1) i omradet utanfor stralen x = 0, y > —1 for
vilken f(—1) =1In2. Vad &r da f(1)?

(b) Definiera en gren g(z) till log(z% +1) i omradet utanfor de tva stralarna z = 0,y > 1
och z =0, y < —1 for vilken g(—1) =In2. Vad &r da g(1)?

(c) Definiera en gren h(z) till log(z2 + 1) i omradet utanfor strickan z =0, -1 <y <1
och stralen x > 0, y = 0 for vilken h(—1) = In2. Vad &r da lim, 1 y>0h(z) och
limz_>17y<0 h(Z){)

% 2.9 Los ekvationen exp 22 = 1.

* 2.10 Beskriv den mingd i komplexa talplanet som bestdms av olikheten |Log z| < .

2.3 Potensfunktioner
I reell analys definierar man som bekant
x* = exp(alnz), x>0, aeR.

I komplex analys definierar man potensfunktioner pa ett analogt sétt:
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2.13. Definition (Potensfunktion). Vi definierar
2% = exp(alog z), zeC*, aeC,
och med dess principalvirde menas

PV z% = exp(a Log z), zeC*, aeC.

Eftersom log z &r flervird &r ocksa z® i allménhet flervird. Lat oss se pa ett exempel.

2.14. Exempel. Vi berdknar (2i)~% och 8!/, och deras principalvirden, direkt ur definitionen.
Vi far att

(20)7" = exp((—i)log 2i) = exp((—i)(In2 + im/2 + i2nm))
= exp((m/2 4 2nm) —iln2) = g™/ 2T g=iln2, n € 2z,
som ir oéndligt manga olika viirden (alla véirden har t.o.m. olika belopp), och dess principalvirde
ar
PV (2i)~" = exp((—7) Log 2i) = exp((—i)(In2 + in/2)) = e™/2e 2.
Vidare,
SRAES exp((1/3)log8) = exp((1/3)(In8 + i2n))
= exp(In2 + i2nw/3) = 227/3 pne,

som #r endast tre olika virden: 2, —1 + iv/3 och —1 — i1/3, och dess principalvirde &r

PV 8l/3 — exp((1/3)L0g8) = exp((1/3)ln8) = exp(ln 2) =2 A

Logaritmen log z antar for varje z € C* odndligt manga olika vérden, men som vi just har sett
far vi inte alltid odndligt manga olika virden pa z?, vilket beror pa att exponentialfunktionen &r
periodisk:

exp z] = exp 22 <= z1 = 29 + 2nmi, n €7,

se s. Hur manga vérden vi far beror pa exponenten « enligt féljande:

2.15. Proposition (Flervirdhet hos potensfunktionen).

ett enda virde & aeZ,
z% antar for givet z € C* andligt manga olika virden < «€Q,

o#ndligt manga olika virden < «a € C\Q.

Bevis. Fixera z € C* och lat w = exp(aLogz). Da ér w # 0 och

z* = exp(alog z) = exp(a(Log z + i 27n)) = exp(a Log z) - exp(i 27na)

= wexp(i 2mna), n € Z.
Vi noterar forst att om [ € C sa ar det sant att
e =1 =¢" o 2B =0+i2mn, ne’ o B e 7.

Av detta ser vi nu foljande:
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1. 2% antar ett enda virde < exp(i2mna) = 1 for allan € Z < na € Z for allan € Z
S acl.

2. Om z® antar dndligt manga olika virden sa finns k,l € Z med k # | och exp(i2nka) =
exp(i2wla). Om m = k — 1, som ér ett heltal # 0, far vi att 1 = exp(i2rka)/ exp(i2nla) =
exp(i2rma), varfor ma € Z, sa o € Q. Omvint, om « € Q, d.v.s. om « = p/q for nagra
heltal p och ¢, sa dr exp(i2mqa) = exp(i27p) = 1, och vi far dirfor dndligt manga (hogst |g|
stycken) olika viirden pa z®.

Av ovanstaende foljer nu direkt att z® antar oéindligt méanga olika virden < « € C\ Q. |

For heltalsexponenter o = n har vi nu (tillfilligt) tva olika betydelser av 2z da z # 0: den
gamla vanliga algebraiska (dér 2™ definieras som produkten av n faktorer z om n > 1 etc.) och
den nya (dér 2™ definieras som exp(nlogz)). Men som vi just har sett antar den senare ett enda
virde for fixt z # 0, ndmligen principalvirdet exp(n Log z), och eftersom exp(Log z) = z far vi att

n

exp(nLogz) = (exp(Log z))n = 2",

dir steg x ér en anviindning av de Moivres formel (n dr ju ett heltal) och beteckningen ()™ avser
den gamla algebraiska betydelsen av (-)"; saledes betyder nya 2" samma sak som gamla 2", vilket
ar praktiskt. Om n > 0 sétter vi darfor 0" = 0, och om n = 0 later vi 20 = 1 for alla 2z € C.

For braktalsexponenter o = p/q, déir p och ¢ dr hela tal utan gemensamma faktorer och ¢ > 0,
ger w = 2P/ de ¢ olika rotterna till den binomiska ekvationen w? = 2P; specialfallet o = 1 /n, dir
n ar ett positivt heltal, ger de n olika 16sningarna till den binomiska ekvationen w™ = z, sa

zl/”:{we(c*:w”:z}, zeC", ne{l,2,3,...}.
For positiva heltal n definierar vi dessutom 0'/" = 0, sa att t.ex. 01/2 = 0, och vi ser att
PV z'/" = {/z, >0, ne{l,23,...},
den i reell analys inférda n-roten ur z.
2.16. Exempel (Principalvirdet PV z'/2). Lat

Log 2

o -

) , zeCr med tilligget att f(0) =0,

sa att f(z) = PV 22, utvidgad kontinuerligt till origo. Om vi fér z € C* skriver z i polir form
z=re med —m < § <7, sa ir Argz = 0 och Log z = Inr + 6, och dérmed &r

f(z) = f(re) = /re/?, r>0, —m<0<n.

Avbildningen w = f(z) tar cirklar |z| = a
pa halvcirklar |w| = v/a, —7/2 < Argw < /2,
och stralar Argz = 0y pa stralar Argw = 6y/2 fa a 7 O\
om —7 < 0y < w. Speciellt ser vi att f inte ar
kontinuerlig ldngs negativa realaxeln utan att,

om a > 0, I —ia
iv/a= f(—a) daz— —a fran ovan,
) = { Va= f(-a)

—iya=—f(—a) da z — —a fran nedan,

sa f ar, precis som Log, kontinuerlig fran ovan men inte fran nedan ldngs negativa realaxeln. A
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Varje gren L(z) = In|z| +i6(2) till logz i ett omrade € ger upphov till en gren f(z) till 2
i samma omrade via f(z) = exp(aL(z)) = exp(a(ln|z| +i6(z))). Omvéint kan man visa att varje
gren f(z) till 2%, a ¢ Z, i ett omrade Q ges av f(z) = exp(aL(z)) = exp(a(ln|z| +i6(z))) for
nagon gren L(z) = In |z|+i0(z) till log z i 2, se Anmérkning[2Z20] Men L'(z) = 1/z, sa kedjeregeln
medfor darfor att

f'(z) = exp(aL(z)) - aL'(z) = f(2) -
z

for varje gren f(z) till 2%, och eftersom dessutom (z")" = nz"~! = 2" . (n/z) for n € Z giller

foljande:

2.17. Proposition. Varje gren till z¢ dr analytisk i det omrade dér den &dr definierad, och

dz z

om vi med 2% i viinsterledet avser nagon gren — vilken som helst — till 2%, och vi har samma
gren i hogerledet.

2.18. Anmiirkning. Derivatan av z® kan ocksa skrivas i en form som sikerligen kénns mera
bekant fran reell analys:

—(EE) =q-z2 1

dz

forutsatt att samma bakomliggande gren till log z anviinds for bade z® och zo—1. A
Med principalgrenen till z* menar vi exp(a Log z), med definitionsméngd C\ |—o0, 0].

2.19. Exempel (En gren till 2!/4 och dess derivata). Lat Q vara samma omrade som i Ex-
empel 28 Vi ska bestémma en gren ¢(z) till den fyrvirda funktionen 2/ i Q som uppfyller kravet
att p(81) = —3; ldgg mérke till att de enda virden som ¢(81) skulle kunna anta &r 3, 3i, —3, —3i.

Vi later, precis som i Exempel [Z6] (men med L i stéllet for f), N : Q
L(z)=In|z| +i0(z), 3n/d<0(z) < 11n/4, g
------ O3 )L CEEFFREG)
vara en gren till log z i ; d& &r, som forut, —4 81

Ln(z) = L(2) 4 2nmi = In|z| + i(0(2) + 2n7), n ez,

alla grenar till log z i Q, numrerade med n. M.h.a. dessa far vi nu alla grenar o, (2) till 2'/% 1 Q
via

¢n(z) = exp(Ln(2)/4) = exp(L(z)/4) - exp(inm/2), n €7,
som i sjilva verket blir endast fyra olika grenar (numrerade med n = 0,1,2,3, t.ex.):
po(2) = exp(L(2)/4),  wi(2) =igo(2),  ¢2(2) = —wo(2),  ¢3(2) = —iwo(2).

Kravet ¢(81) = —3 medfor, eftersom 0(81) = 27 och ddrmed L(81) = In81 + 2mi = 41In3 + 27,
att
—3=p(81) = eXp(L(81)/4) . (en av 1,4, —1, fi) =3i- (en av 1,7, —1, fi).

Saledes maste i (som svarar mot n = 1) viiljas bland 1,7, —1, —i, och dérfor dr den sokta grenen
till 21/41 Q

0(2) = 1(2) = iexp <¥) = iexp (M) : ?jf <0(z) < 1%
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Nu &r grenen bestdmd, och vi kan t.ex. berékna
o(—4) = iexp((ln |—4] +i9(74))/4) —iexp(In V2 +in/4) =i V2e™h = 1 41,

och derivatan far vi direkt med kedjeregeln: Eftersom L'(z) = 1/z blir

o) =ienp (M) B2 - L (BE) = )

helt i enlighet med Proposition 21T, och t.ex. dr ¢'(—4) = ¢(—4)/(4 - (—4)) = (1 —i)/16. A

2.20. Exempel (De tva grenarna till z'/2 i C\]—o00,0]). Lat Q vara C med stralen
]—00,0] borttagen, d.v.s. det omrade dir Log z ér analytisk. Da ges alla grenar till logz i Q av

Log z + 2nmi, n ez, Q
2]
och dirmed alla grenar till den tvaviirda funktionen z'/2 i Q av N ..
0: 4

Log z + 2nme Log 2
fn(z) = exp — ) =P

d.v.s., som viintat, tva olika grenar, ndmligen (om vi numrerar med n = 0 och n =1, t.ex.)

) -exp(inm), n ez,

folz) = exp((Log z)/2) och f1(z) = —fo(2);

hir dr alltsa fo(z) principalgrenen till z'/2.
T.ex. far vi virdena fo(4) = 2 och fo(2i) =1+ i medan f1(4) = =2 och f1(2i) = —-1—1i. A

2.21. Anmiirkning (*Riemannytan till z'/2). Lat fo, f; och Q vara som i foregaende exempel.
Funktionerna fo och f; ér inte definierade lings stralen |—oo, 0], och de kan inte heller utvidgas
kontinuerligt till |—oo, 0[ eftersom, om a > 0,

iv/a da z — —a fran ovan —iy/a da z — —a fran ovan
folz) {08 o e fi(n) o q Ve : ’
—iy/a da z — —a fran nedan, iv/a da z — —a fran nedan,

precis som i Exempel

Vad vi dock kan gora, om vi tillater oss att studera en yta S som inte langre dr en delméngd
av C, ar att ta tva kopior ¢ och € av Q, som vi betraktar som olika méngder, och dessutom tva
kopior Ly och Ly av stralen |—oo, 0], som vi ocksa betraktar som olika méngder, och definiera en
funktion f pa S = Qo U Ly UQy ULy (en s.k. disjunkt union) enligt

fi(s) daseQ,

) fo(s) daseQ,
f(s) = { —iva das=—a€ L.

iva das=—a € Lo, och  f(s) = {
Hér ska vi tédnka oss att ytan S konstrueras genom att limma ihop ovre
kanten av g med L och sedan Ly med undre kanten av {21, och dérefter
ovre kanten av €1 med L och sedan L1 med undre kanten av €)y. Pa detta
vis far vi en yta som visserligen inte kan biddas in i R? — den skulle behéva
skéra sig sjdlv i sa fall, se figuren — men lika fullt en yta. Konstruktionen
av S gor att f blir kontinuerlig pa S, och med en naturlig s.k. komplex
struktur pa S blir f dven analytisk pa S, som da kallas (den oférgrenade)
Riemannytan till z'/2. (S kan déremot biddas in i R*!)

Begreppet inbdddning definieras i differentialgeometrin; hér néjer vi oss med en intuitiv bild.
Riemannytor behandlas i TATA78 Komplex analys fk. A
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2.22. Exempel (Gren till summa av flerviirda funktioner). Lat Q vara det komplexa
planet C med negativa imagindraxeln borttagen. Vi ska visa att man kan definiera en gren f(z)
till den flervéirda funktionen

2t/ 4 log 2z Q
i omradet  sadan att f(—1) = 0 och f/(—1) = —1 + in/2, samt dérefter 0
berskna f(4) och f'(4) for denna f. 7 IRAN

Vi noterar forst att den flervirda funktionen mz1/2

I
+ log z &r vildefinierad I
i C* och att, enligt definitionen av z'/2, |

72?4 logz = mexp((log 2)/2) + log 2.
For varje z € C* antar z'/2 tva olika virden medan log z antar oéindligt manga olika viirden, och

nir z = 1, t.ex., far vi virdena
712 4 logl = mexp((log1)/2) + log 1 = mexp((2ki)/2) + 2imi, k,le€Z,
vilket kan forenklas till +7 + 2i7i, [ € Z.
Lat
L(z) =In|z| + i 0(2), —m/2 < 0(z) < 31/2,
vara en gren till log z i 2; som vanligt blir da

L(2) 4 2nmi, n € 2,

alla grenar till log z i €. Vidare ges alla (d.v.s. bada) grenar till 2!/2 i Q av exp((L(z)+2mmi)/2) =
(—1)™exp(L(2)/2), m € Z (m € {0,1} riicker). Foljande funktioner éir déirfor grenar till 72/2 +
logz i Q:

fmn(2) = (=1)"mexp(L(2)/2) + (L(z) + 2nmi), m € {0,1}, n € Z.

Inséttning av z = —1 ger, eftersom L(—1) = i, att fm n(—1) = (=1)"7mi+mi+ 2nmi, och eftersom
vivill att f(—1) = 0 {6r var gren ser vi att antingen &r m = 0, n = —1 eller m = 1, n = 0; m.a.o.
har vi konstruerat tva olika grenar i € med 6nskat virde i z = —1, némligen fo _1(z) och f1 ().

Vi har emellertid ocksa ett krav pa f/(—1). Eftersom

fioo(z) = (—1)m1z exp(L(2)/2) + %, m € {0,1}, n € Z,

m,n 2

ar fr, ,(=1) = (=1)"(mi)/(=2) — 1, och kravet f'(—1) = —1 +i7/2 medfér dérfor att m =1 och
dérmed, enligt ovan, n = 0. Alltsa &r

f(2) = fio(z) = —mexp(L(2)/2) + L(2), med derivata  f/(z) = f% exp(L(2)/2) + %,

en gren i 2 med 6nskade egenskaper.
Slutligen, eftersom L(4) =1In4 = 2In2 far vi att f(4) = =27 +2In2 och f/(4) = (1 —7)/4. A

2.23. Exempel. Lat Q vara det omrade och f(z) den gren till log(z2 +3z) i Q som konstruerades

i Exempel 2.12] Eftersom
1 243
(22 +32)/2 =exp (7og(z 5 Z)) ,

som flerviirda funktioner, ger f(z) upphov till en gren till (22 + 32)'/2 i Q, néimligen grenen

5(2) = exp <@> - (m\z +32] +i(912(z) 4 0y(2) — 2@)

75 e <i<91<z>2+92<z>>> |
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Vi ska nu se vad som hiinder néir vi nirmar oss den bortklippta stralen [—3, +o0[.
Om —3 < a <0 far vi att

01(z) = 0 och Oy(z) = m, sa @(z) = —iy/]a® + 3al, da z — a fran ovan,
01(z) = 27 och O3(z) = m, sd& @P(z) =  iy/|a® + 3al, da z — a fran nedan,

sa vi kan inte utvidga ¢ kontinuerligt till |—3,0].
Om a andra sidan a > 0 far vi ddremot att

01(z) = 0 och f(z) = 0, si @(z) = —vaZ+ 3a, da z — a fran ovan,
01(z2) = 27 och 6O3(z) — 2w, sa  @(z) = —vVa?+ 3a, da z — a fran nedan.

Om vi definierar p(a) = —+v/a? +3a for a > 0 blir ¢ kontinuerlig i ett stérre
omrade #n €, ndmligen i omradet C\ [—3,0]. I sjélva verket blir ¢ analytisk i o ----
detta storre omrade, vilket kanske enklast ses med Moreras sats (Sats pa 0

s. B2)).

Uttrycket ovan for ¢(z) lampar sig inte for derivering. I stéillet anvénder vi kedjeregeln:

N (i@ Fe) . 2243
f(Z)—m = @(Z)—GXP<T>' D) —@(Z)'m,

diir f'(z) beriiknades i Exempel 2211} A

I och med att vi nu har infort z® fo6r alla z € C* och a € C riskerar vi att fa betecknings-
forvirring nér vi skriver gamla hederliga uttryck som e® da z € C och z® da = > 0 och a € R.
Vi har ju tidigare definierat e* som exp z, entydigt, men enligt var definition av potensfunktion
far vi flera véirden nér z inte #r ett heltal. Likasa &r @ entydigt bestdmt i reell analys, men nu
far vi flera viirden nir o inte &r ett heltal, som i fallet 8/ i Exempel L4 - i reell analys #r ju
8'/3 = 2 och inget annat.

Detta &r en knipa som inte &r helt l4tt att ta sig ur om man inte vill tynga ner framstéllningen
med manga nya beteckningar. Foljande forsoker vi halla oss till i denna text:

2.24. Konvention (Preciseringar av flertydiga beteckningar). Om inget annat séigs
géller foljande i fortsédttningen av denna text:

1+im

e ¢® star for exp z om z € C, och exempelvis ér e —e.

e a’ dir a > 0 och b € R, betyder samma sak som i reell analys, alltsi endast det
positiva viirdet, tillika principalviirdet; exempelvis &r 8'/2 = 2. Dessutom later vi
0% =0 for b > 0, samt 2° = 1 #ven for z = 0 i samband med polynom.

e Symbolen y/ reserverar vi (utom i Kapitel [ och Kapitel @) for den i reell analys
inforda kvadratroten ur tal > 0, s& vi skriver helst v/5 (entydigt bestimd) respektive
(—=5)Y/2 (tvaviird, +iy/5, om vi inte preciserar vilket av viirdena vi avser).

Avslutningsvis nagra ord om rikneregler f6r (grenar till) potensfunktioner. Med tanke pa hur
z® &r definierat och att man far se upp med den flerviarda logaritmen &r det inte Gverraskande
att man far se upp dven med potensfunktionerna. For reella potensfunktioner ¢, dar x > 0 och
a € R, giller som bekant riknereglerna (z122)* = 225, (#1/22)® = 2{/x§ och (1/2)* = 1/z,
samt (z°)? = 28 och 2*2® = 2P, For flervirda komplexa potensfunktioner kan man visa att

(2122)" = 2725 (ﬂ o« A och (
1~2> 29 Zg
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som likheter mellan méngder. Déremot &r i allménhet (22)8 £ 228 och 2227 # 28 om «, B € C,
se Ovning 2160 dock med undantagen att

(z9)" = 2" och 2" = e n e 2z,

som likheter mellan méngder. Réknereglerna ovan behtver dock inte gélla for specifika grenar till
potensfunktionen; jfr motsvarande diskussion for logaritmen, och i synnerhet Exempel [2.10)

2.25. Anmirkning (¥*Om grenar till log z och z® i omraden i C*). Grenar till log 2 finns,
som vi sag i Avsnitt 22 i alla omraden @ C C* som uppkommer nir man klipper upp planet
lings en obegriansad enkel kurva fran origo, se t.ex. Exempel och Exempel 27

Lat nu Q vara ett sadant uppklippt plan, och lat L(z) vara en gren till logz dédr. Om n € Z
séitter vi L, (z) = L(2) 4 2nmi; da dr ocksa L, (z) en gren till logz i Q, ty L, #r kontinuerlig i
och L, (z) dr ett viirde pa log z i varje punkt z € Q. Omvéint, antag att L(z) ér en godtycklig gren
till logz i Q. Sétt g = L — L. D4 ér expg(z) = exp L(z)/exp L(z) = z/z = 1, s& viirdeméingden
g(Q) &r en delméngd av {0, +2mi, +47i,...}. Samtidigt dr g(2) sammanhéingande eftersom g &r
kontinuerlig och 2 &r sammanhéingande. Enda mgjligheten &r att g &r en konstant funktion, d.v.s.
att det finns nagot n € Z sadant att g(z) = 2nmi for alla z € Q, och déirmed &r L = L,,. Slutsatsen
ar alltsa att méngden av grenar till logz i Q ar L 4 2nwi, n € Z.

Vi gar nu dver till grenar till potensfunktionen z%, o € C, i omraden 2 C C* i det intressanta
fallet o ¢ Z (notera att z* dr enviird 1 C* ifall « € Z, se Proposition [Z13]).

Lat Q och L, vara som ovan, och sitt f,(z) = exp(aLy(z)). D& &r f,, n € Z, grenar till
z% 1 Q. Omvént, antag att f dr en godtycklig gren till z* i Q. Da finns en heltalsvéird funktion
n(z) i Q sadan att f(z) = exp(a(L(z) + 2n(z)mi)) for varje z € Q. Sétt h = f/fo. Da &r h
kontinuerlig i  och h(z) = exp(2an(z)mi), s& virdeméngden h(Q2) &r en delméngd av den hogst
upprikneliga mingden {1, exp(+2amni), exp(+4amni), ...} samtidigt som den dr sammanhéngande.
Enda mojligheten &r att h dr en konstant funktion, d.v.s. att det finns nagot n € Z sadant
att h(z) = exp(2anmi) for alla z € Q (notera att vi inte pastar att n(z) = n for alla z € Q,
och det behover inte heller vara sant om o € Q). Men da &r f = fa. Slutsatsen ir alltsa att
méngden av grenar till z® i Q &r exp(aL,), n € Z, och dirmed att en funktion f &r en gren till
2z 1 © om och endast om det finns ett kontinuerligt varierande argument 6(z) for z sadant att
f(z) =exp(a(ln|z| +i6(2))) i Q.

Om © C C* innehaller en enkel sluten kurva runt origo finns inga grenar till log z dér, och inte
heller grenar till z¢ i det intressanta fallet o ¢ Z, eftersom 6 maste éindras med 27 néir man gar
ett varv runt en sadan kurva och exp(2ami) # 1 da « ¢ Z. A

» OVNINGAR
* 2.11 Bestdm alla viirden, samt principalviirdet, pa  (a) (=1)%/3 (b) 27 (c) i (d) (1+414)?

* 2.12 Berikna f’(—8i), da f(z) &r principalgrenen till 2%/3,

* 2.18 (a) Berikna alla virden pa 1* da z = x + iy € C, och ange speciellt principalvirdet.
(b) For vilka z har alla viirden pa 1% belopp 17 For vilka z dr principalviirdet enda
vérdet?
x2.14 (a) Bestim i formen a + ib alla viirden pa 1'/3 4+ 11/4,

(b) Lat f(z) vara den gren till 2'/3 + 21/, definierad i hela komplexa planet utom pa
negativa imaginiiraxeln, for vilken f(1) = 0. Beriikna f(e'?) for —m/2 < ¢ < 37/2,
och ange speciellt f(—1) i rektangulér form.

* 2.15 Betrakta de flerviarda funktionerna

f<z>=(j:)1/,2 g@:(z:)”f M) = (2 -1V k() = (22— DV

(a) Visa att man kan definiera grenar till samtliga fyra i omradet Q = C \ [—1, +00[.
(b) Visa att grenar finns for f, g och h men inte for k i det storre omradet Q = C\[—1, 1].



2.4 Trigonometriska och hyperboliska funktioner 33

*2.16 Lat a € R, a, 8 € C, z,w € C* och n € Z. Visa att
(a) |24 = |z]* (D) 2%w™ = (zw)*  (c) (%)™ = 2" (d) 2"2z% = 2"t betraktade
som mingder, men finn exempel diar ~ (e) (2™)® # 29" (f) 2227 # 2215,

* 2.17 Lat 6 € R. Finn (hogst) fem fel i nedanstaende omskrivning:

?

N R B
cosf +isinf = e = (¢i)27/27

(6271'1')9/271' Lo/ 2

Ange var och varfor det ar fel!

2.4 Trigonometriska och hyperboliska funktioner

De reella trigonometriska funktionerna kan, via Eulers formler, skrivas cosz = (e'* + e~%*)/2 och
sinz = (€' — e™"")/2i; dessutom #r tanz = (sinx)/(cosx). Kanske inte lika kéinda dr de reella
hyperboliska funktionerna, som definieras av att

T -z T —x /\ t
coshx:i, sinhzg =S¢ :
2 2 1
t = coshax \_
och tanhz = (sinhx)/(coshz) for z € R; : x

deras grafer aterfinns i figuren till hoger.
(Kurvan ¢t = coshx kallas ofta kedjekurva t = sinhz
eftersom det dr en sadan form en fritt hiing-
ande kedja far av tyngdkraften.)

Uttrycken ovan lampar sig vél for generalisering till en komplex variabel:

2.26. Definition (Trigonometriska och hyperboliska funktioner). Vi definierar

ezz + e—zz . ezz o e—zz SiIlZ
cosz = ———— sing = —— tanz =
) ) )
2 21 COS 2
samt
e*+e % . e? —e % sinh z
coshz = ——— sinhz = —— tanh z = .
) )
2 2 cosh z

De hyperboliska funktionerna fas alltsa genom att ta bort alla forekomster av i i uttrycken
som definierar de trigonometriska funktionerna.
Vi ser omedelbart att cos z, sin z, cosh z och sinh z &r hela funktioner, och dirmed ocksa att
tan z och tanh z &r analytiska utom dér cos z = 0 respektive cosh z = 0. Eftersom
eiz + e—iz ) 1 T
cosz=0 & ————=0 & *=-1 & z=_—log(-1)==+nm necZ,
2 2i 2
ser vi att cos z har samma nollstéillen som sin reella motsvarighet; pa samma sétt ser vi att cosh z
har nollstillena z = in/2 4 inmw, n € Z. Vi noterar ocksa att
e — e : 1

sinz=0 & — =0 & =1 o z -logl =nm, n€Z,

21 24

sa dven sin z har samma nollstéllen som sin reella motsvarighet; pa samma sétt ser vi att sinh z
har nollstéllena z = inmw, n € Z.

Vad giller vardeméngderna kan man visa att cos z, sin z, cosh z och sinh z antar alle komplexa

virden, medan tan z antar alla virden utom =7 och tanh z alla virden utom +1. Detta &r inte

sjalvklart. Vi visar hir att pastaendet for cos z &r sant, och limnar resten till vningarna.
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Det dr praktiskt att sitta s = e*. D4 dr s # 0, sa

cosz=w & eeFte =2 & s+§:2w
s £ 2ws+1=0 & (s—w)i=w?-1
& s=w+ (w?—1)Y? (tva virden for varje w # £1)
& z=—ilog (w + (w? — 1)1/2) (o#indligt manga vérden),

och hér kan vilket w € C som helst sta i hogerledet. Exempelvis far vi, precis som ovan, att
cosz=3 © z=—ilog(3+8)=—i (ln(3 +/8) +i27m) = onr Filn(3+V8), nez,

dér vi i sista omskrivningen har anviint att In(3 —v/8) = — In(3 ++/8) for att fa ett snyggare svar.

2.27. Anmirkning (*Flervirda arccos z). Eftersom, som vi just har sett,
cosw =z & w = —ilog (z+(22—1)1/2)

kan man definiera arccosz = —ilog (z + (22 - 1)V 2), analogt med hur log z definierades genom
att 16sa ekvationen e® = z; exempelvis ir arccos 3 = 2nm+iIn(3++/8), n € Z. Till denna flervirda
funktion kan man ocksa definiera ett principalvéirde, betecknat Arccos z, som 6verensstdmmer med
vanliga reella enviirda arccosz om z = x och —1 < z < 1, se Kapitel B

Flervéarda inverser till trigonometriska och hyperboliska funktioner, deras principalviirden och
olika grenar till dem — samt deras Riemannytor — tas upp i TATA78 Komplex analys fk. A

Det &r viktigt att inse att cos z (och sin z) antar viirden dven utanfor intervallet [—1, 1]. T sjilva
verket &r det sant att
cosze[-1,1] & zeR

Hér dr riktningen <= kénd fran reell analys. Riktningen = foljer av att om w = u, ddr —1 <wu <1,
sadr s = e = w+ (w? — 1)/2 = w4 4v/1 — u2, som &r en uppdelning i real- och imaginirdelar
(ty u € R och 1 —u? € R), sd vi far att |s|? = u? + (1 —u?) = 1, d.v.s. att |s| = 1. Alltsa ser vi
att cosz = u =z = —ilogs = —i(ln|s| +iargs) = args € R.

Att berdkna derivatorna &r enkelt:

2.28. Proposition.
—(cosz) = —sinz —(sinz) = cos z —(tanz) =1+ tan®z = !
dz B ’ dz B ’ dz N ~ cos?z’
samt
d d d 1
E(cosh z) = sinh 2, E(sinh z) = cosh z, E(tanh z) =1—tanh®z = I
Trigonometriska ettan
cos? z +sin® z = 1
géller dven for komplexa tal, liksom t.ex. sambanden
cos(z + 2m) = cos z, sin(z +7) = —sin 2, cos(m/2 — z) = sin z,

vilket man kan visa genom direkt inséttning i definitionerna, eller ocksa m.h.a. entydighet for hela
funktioner: Sambanden ovan géller ndmligen pa realaxeln, och eftersom bada sidor i likheterna
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dr hela funktioner giller sambanden i hela planet, enligt (det dnnu inte bevisade) resultatet om
entydighet i Avsnitt [[4]
Att dven additionsformlerna

cos(21 + 22) = €os 21 CoS 22 — sin 21 sin 29, sin(z1 + z2) = sin z1 cos 23 + €os 21 sin 29,

och dérmed de vanliga formlerna for dubbla vinkeln, t.ex.

. . 9 1+ cos2z
sin2z = 2sin z cos z, cos® z = ———,

2

géller, kan man Overtyga sig om m.h.a. entydighetsresultatet, i tva steg; lat oss bevisa formeln for
sinus. Fixera zo € R och sétt f(z1) = sin 21 cosxa + cos zy sinxy — sin(z1 + x2). Da &r f hel, och
eftersom f(x1) = 0 for alla 1 € R maste f(z1) = 0 for alla z; € C. I nista steg fixerar vi z; € C
och siitter g(z2) = sin 21 cos z2 + €os 21 sin 2o — sin(z1 + 22). Da ér g hel, och enligt vad vi just har
bevisat dr g(x2) = 0 for alla zo € R, varfor g(z2) = 0 for alla zo € C, och beviset ér klart; jfr ocksa
Ovning

Det ér viktigt att forsta att det ddremot finns z € C sadana att t.ex. |cosz| > 1 och |sin z| > |z|,
trots att olikheterna |cosz| < 1 och |sinz| < |z| géller for alla z € R.

Rakneregler for hyperboliska funktioner kan l4tt hérledas fran motsvarande ridkneregler for
trigonometriska funktioner, se Ovning I t.ex. giller den s.k. hyperboliska ettan

2 —
cosh”z —sinh“z =1

eftersom den trigonometriska ettan, med iz i stéllet for z, och sambanden cosiz = coshz och
siniz = i sinh 2z fran Ovning 218 nedan, medfor att

. Yy . 2 )
1 = cos?iz +sin® iz = (cosh z)? + (isinh 2)? = cosh? z — sinh? 2.

2.29. Exempel. Vi ska understka avbildningen w = sin z. Additionsformeln foér sinus ger till att
borja med foljande uppdelning i real- och imaginérdelar:
w = sin z = sin(x + iy) = sinz cos iy + cos x sin iy

= sinx coshy + i cosxsinhy = u + iv.
Vi ska se efter hur nagra linjer avbildas.

1. Bilden i w-planet av linjen @ = a i z-planet, ddr 0 < a < 7/2 dr givet, parametriseras
av y € R via u = sina coshy och v = cosasinhy. Det faktum att coshy > 1 och sina > 0
ger tillsammans med hyperboliska ettan, cosh? y — sinh? y = 1, att

2 2
u > sina och (u)f(v):l,

sina cosa

som ér en hyperbelgren i hégra halvplanet genomlopt (en gang) uppat, se figur nedan.

2. Bilden i w-planet av linjen y = b i z-planet, dér b > 0 &r givet, parametriseras av x € R
via u = coshbsinz och v = sinh b cos . Trigonometriska ettan, sin® z 4 cos? z = 1, ger att

(co:hb)2 + (ﬁf =1

som &r en ellips med halvaxlar coshb > 1 och sinhd > 0, genomlépt (odndligt manga
ganger) medurs, se figur nedan.

| w = sin z

—T/2e s7/2 7 N -1 1

(om och om igen)
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2.30. Exempel. Vi ska losa ekvationen

1424
tanh z = —EZ.

Eftersom
ol s — sinhz _ (e*—e7%)/2 e?* —1
coshz  (e*+e%)/2 €22 +1

sitter vi lampligen s = e?? och far att

142 N s—1 1+42i
5 s+1 5

tanh z =

s=14+1 < 2z=log(l+19)

1 In2 4
- Ziglog(lei):nTjL%qun, n € Z.

A

2.31. Exempel. Enligt ovan vet vi att cosz € [—1,1] & z € R. Vi ska bestimma méngden M
av alla z sadana att |cos z| < 1; vi ser genast att M innehaller R, d.v.s. att M D R.
Enligt Ovning ar |cos z|?> = cos? & + sinh® y = 1 — sin® 2 + sinh? g, s&
lcosz| <1 & Jeosz|? <1 << sinh?y<sin’z <& [sinhy| < [sinz|
& sinh|y| < |sinz] & elY —e W < 2sinz]
8 |yl< In(|sinz| + V1 +sin® z);
att steg x fir sant beror pa att |sinh(—t)| = |sinh¢| = sinh¢ da ¢t > 0,

och i steg #x séitter man limpligen ¢ = el¥! for att losa olikheten.
I figuren till hoger visas M:s begréansningskurvor:

lcosz| =1 <« y==xn(jsinz]+ V1+sin’z).

Légg speciellt mérke till att méngden dér cosz = £1 ar mycket
mindre:

cosz==+1 <& z=nm né€El,

som endast &dr de i figuren markerade punkterna 0, £m, £2m, ... A

+* OVNINGAR

* 2.18 Visa direkt fran definitionerna av de trigonometriska och hyperboliska funktionerna att

cosiz = coshz siniz = isinh z taniz = itanhz
coshiz = cosz sinhiz = 7sinz tanhiz = itanz

* 2.19 Utga fran var och en av nedanstaende trigonometriska identiteter och anvind sambanden
i 6vning 2.I8 for att hirleda identitetens hyperboliska motsvarighet.

(a) cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw

(b) sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw

(¢) tan(z + w) = (tanz + tanw)/(1 — tan z tan w)
)

(d) cos?z +sin®z =1

* 2.20 Skriv i formen a 4 ib:  (a) sini+icosi (b) cos(r/4 —14) (c) tanh(In2 4+ in/4)

* 2.21 Los ekvationerna  (a) cosz =2 (b) tanz = (4 — 31)/5.
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* 2.22

% 2.23

*x 2.24

% 2.25

* 2.26

* 2.27

* 2.28

Visa att

cosz = cosxcoshy —isinxsinhy
12
|cos z|? = cos? x + sinh” y

Hirled motsvarigheter for sinus. Visa ocksé att |cos z|2 + [sin 2|2 > 1, med likhet om och

endast om z ar reellt.

Betrakta avbildningen w = cos z. Bestdm bilden av (a) linjen Imz = b
(b) linjen Rez = a, dir 0 < a < 7/2 (c) bandet 0 < Rez < /2.
For vilka w € C &r foljande ekvationer 16sbara? Ange ocksa losningarna for dessa w.
(a)e*=w (b)cosz=w (c)sinz=w (d)tanz=w
Visa att
(a) >0 & z=z+4+2nm,z€R, NEZ
(b) cosze[-1,1] & z€R
(c) sinze[-1,1] & ze€R
(d) tanze R & zeR\{*xn/2,4£37/2,£57/2,...}.
Los ekvationen sin z 4 4sin2z + sin 3z = 0.
Visa att

f(2) = {(1:05(,21/2), z#0,

) z =Y,

dr enviird och analytisk i hela C. Bestdm ocksa f/(0).

Antag att f(z1,22) dr en komplexviird funktion av tva komplexa variabler som #r hel
i var och en av variablerna (alltsa nédr den andra halls konstant) och som &r sadan att

f(x1,22) = 0 for alla (21, 72) € R2. Visa att f(21,22) = 0 for alla (21, 29) € C2.
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3 Integraler

I reell analys studerar man integraler av typen f B t)dt dar o, € R och f &r reellviard. Ett
tillrackligt villkor for att integralen ska existera &r som bekant att f &r kontinuerlig pa [a, §].

Vi ska nu utvidga integralbegreppet till att omfatta integraler av komplexvirda funktioner
langs kurvor i C. Dérefter visar vi Cauchys integralsats och Cauchys integralformel, resultat som
ar av central betydelse i teorin for analytiska funktioner — mycket av det som sedan foljer i denna
text bygger pa dessa resultat.

3.1 Integraler pa intervall i R

Redan i kursen i envariabelanalys integrerar man komplexvirda funktioner av en reell variabel:
Om «, B € R och f =wu+ iv dr uppdelningen av f i real- och imaginérdelar, sa definierar man

/jf(t)dt:/ju(t)dt—i—i/jv(t)dt

néarhelst de bada reella integralerna i hogerledet existerar; hér tillater man att o > (3, och notera att
ff fydt=—[5f 5 f(t)dt. Om f har en primitiv funktion i intervallet, d.v.s. en funktion F' = U+iV’
sadan att U’( )= u( ) och V'(t) = v(t) for alla t och ddrmed F'(t) = f(t) for alla ¢, kan integralen
beriiknas med inséttningsformeln: [ f i t)dt = F(B) — F(a).

Fran definitionen kan man nu se att 1ntegrat10n ar C-linjar: Om vi for fixa «, 8 later I(f) =

fﬁ )dt, s& att I(f) = I(u) +iI(v), sa giller alltsa identiteterna
I(f+9)=T(f)+1(9) och I(ef)=cI(f), ceC

For att bevisa dessa samband noterar vi férst att vi fran envariabelanalysen vet att de &r sanna
for reellvirda funktioner och reella konstanter; detta utnyttjas i stegen ** nedan, och stegen *
dr helt enkelt definitionen av I(f). Om vi skriver f = uw +iv, g = p+ iv och ¢ = a + ib far vi

I(f+9) = I((utp)+i(v+v)) = I(u—l—u)—i—il(v—i—u) = I(u)+I(p)+iI(v)+i I(v) = I(f)+1(g) och
I(cf) = I((au—bv)+i(bu+av)) = I(au—bv)+il(butav) = (al(u)—bl(v))+i(bl(u)+al(v)) =
(a+ib)(I(u) +iI(v)) = cI(f), vilket skulle bevisas.
Vidare ser vi att
Rel(f)=1(u) =1(Ref) och ImI(f)=1(v) =1I(Imf).

En variant av triangelolikheten géller ocksa, precis som for integraler av reella funktioner:

3.1. Proposition.

B
g/lﬂmﬁ, o <B.

/a ? ey d

Bevis. Skriv talet I(f fﬂ t)dt i poldr form: I(f) = re®, dir r > 0 och § € R. Vi far att

D =r=e21(1) L 1) D Re I 1) D I(Re(e ™)) < 1(e= 1)) 2 1(£1),

)
dir (1) beror pa C-linjaritet, (2) pa att I(e=f) = r € R, (3) pa att ReI(g) = I(Reg) enligt
ovan, (4) pa att Rew < |w| och a < 3, och (5), slutligen, pa att [e”| = 1. |

39
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3.2. Exempel. Eftersom |eit2| =1loch|t+irm|>m—t>0da0 <t <2 far vi uppskattningen

2 eit2 2 2 | ez’wt2| 2 -
/ — dt| < / dt = / dt < ——dt=1In
0 t + 17T 0 2

Om vi i stéllet anvinder att [t +in| > 17—t > 7 —2>0da 0 <t <2 far vi den nagot grovre,

men enklare, uppskattningen
2 eit? 2 2
dt:/ e | dtg/ dt = .
o |t+im] 0 T™—2 =2

2 it? 2
0 t + 1T 0

En béttre uppskattning kan man fa om man i stéllet anvéinder att |t 4 in| = V2 + 2. A

2
ezt

t+am

it?

t+aim

3.2 Integraler lings kurvor i C

I Avsnitt[[Zdefinierade vi vad som menas med att C' &r en C'-kurva i C: Kurvan C kan parametris-
eras som z = z(t) med en reell parameter ¢ som gar fran « till 8, och derivatan z'(¢) dr kontinuerlig.
Vi ska nu definiera integraler lings kurvor i C:

3.3. Definition. Om C 4r en C!-kurva i C och f #r kontinuerlig pa C, sa definierar vi

B
/f(z)dz:/ Fz() 2 (t) dt (kurvintegral),
C o

och, om dessutom a < §3,

B
/ F(2)|dz] = / F=(1)|2()|dt  (baglingdsintegral).
C «

Fran definitionen och Avsnitt B foljer det omedelbart att dessa bada integraler dr C-linjira:

/C(f(z)+g(z))dz/Cf(z)dz+/cg(z)dz och /Ccf(z)dzc/cf(z)dz, ceC,

och motsvarande for baglingdsintegralen. Déremot &r i regel Re [, f(2)dz # [, (Re f(z)) dz och
Im [, f(z)dz # [, (Im f(2)) dz, eftersom z'(t) i regel inte &r reellvéird.

3.4. Anmérkning. Precis som i vektoranalysen kan man visa att integralernas vérden inte beror
pa vilken parametrisering av C' man véljer.
Man kan ocksa studera en mera allmén kurvintegral langs C, ndmligen

B

[ £zt gz = [ (#1020 + 9(:(0) 7))
c o

kurvintegralen i Definition far man saledes som specialfallet g = 0. A
Vi skriver
C=C+...+0C, Cs
om C1,...,C, dr C'-kurvor, och med detta menar vi helt enkelt att vi genomldper
kurvorna i tur och ordning: férst C, sedan C5 o.s.v. Det man da far behover inte Cy

vara en kurva, men om slutpunkten pa féregaende kurva sammanfaller med start-
punkten pa niista sa blir C' en styckvis C!'-kurva, och omvint kan alla styckvis
Cl-kurvor skrivas som en siadan summa av C'-kurvor.

Gy
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Vi definierar

/cl+...+cn f(z)dz = le z)dz+ . / f(z

och sedan generaliserar vi ovanstéende definitioner till styckvis C'-kurvor C1, . .., Cy; for baglingds-
integraler gor vi pa samma sétt.

Om C &r en styckvis Cl-kurva later vi —C sta for samma kurva, men
genomlopt i motsatt riktning, och far darfor att

/_Cf(z)dz:—/cf(z)dz, 9/ //o‘

medan diremot [, f(z)|dz| = [ f(z)]|dz].

3.5. Exempel. Lat f(z) = z + z. Vi ska berikna fc z) dz lings tva olika kurvor, Cy och Co,
fran z = 2 till z = —24, se figur nedan.

1. C; ar striackan fran z = 2 till z = —2i, som kan parametriseras med
2t)=(1—t) 24t (=20)=2—t(2+2i), t:0—1,
som i Exempel [L9 pa s. [0 sa 2/(t) = —2 — 2i och
1 1
£(2) dz:/ F(0) 2/ (t) dt :/ (2 12+ 20) + (2~ 12— 20))) (—2 — 24) dt
Cy 0 0
1 1
:/ (4 —4t)(—2 — 2i) dt = (8+8i)/ (t—1)dt = —4 — 4i.
0 0
2. Cy ar kvartscirkelbagen fran z = 2 till z = —2i, som kan parametriseras med
2(t) = 2", t:0— —m/2,
sa 2/(t) = 2i e och
—m/2 —m/2 ] ] ]
/ f(z)dz= / Fz(t) 2/ (t)dt = / (2€™ +2e7") 2ie" dt
Cs 0 0

—-n/2 e2it —m/2
:4i/ (62”+1)dt4¢[ , +t] = —4 —2mi.
0 2i 0

Vi ser att
feyz# [ 5z

trots att C7 och Cy dr kurvor som gar mellan samma par av punkter;
kurvintegralen beror alltsa pa vigen mellan start- och slutpunkterna, och
inte bara pa sjélva dndpunkterna. —2i e

Om vi sétter C' = Cy — Cy sa att C blir den kontur (definition: se s.[[]) man far om man forst
gar langs Cy och sedan langs —Cl, alltsa baklénges langs Cq, sa blir

/f(z)dz:/ f(z)dz = f(z)dz — f(z)dz= (2m —4)i # 0,
C C1—-C> Cy Ca

sa kurvintegraler lings slutna kurvor behover inte vara noll. A



42 3 Integraler

3.6. Exempel. Om n #r ett heltal och C, #r cirkeln |z| = r tagen ett varv moturs, sa #r
2(0) = re?, 0 : 0 — 27, en parametrisering av C,., varfor C,

2m 2m
. . . -1
/ 2"dz = / (re'?)" iret®dh = rntt / it tN0 g — 0 . n# -l
C. 0 0 2mi, n = —1,

eftersom fOQW ie™?df = [e"™? /m]3™ = 0 om m # 0 och fo% ie™df = 271 om m = 0. Alltsa,

d
/ Y omi men / z"dz =0, n heltal # —1.
c .

Z
Detta ér ett enkelt men viktigt resultat som vi kommer att anviinda manga ganger senare. A

Aven kurvintegraler har en variant av triangelolikheten:

3.7. Proposition (ML-uppskattning). Om C &r en styckvis C!'-kurva och f ir kontinuerlig

pa C, sa ar
/ f(z)dz
C

M = max |f(2)] och L= / |dz| = lingden av C.
zeC C

SLU@WMSML

déar

Bevis. Vi visar pastaendet i fallet att C dr en C!-kurva; det allminna fallet foljer sedan genom
uppdelning i dndligt manga C'-kurvor och anvindning av den vanliga triangelolikheten for tal.
Lat z = z(t), t : a — B3, vara en Cl-parametrisering av C' sadan att a < 3. Eftersom
[, O] ér kompakt och funktionen ¢ — |f(z(¢))| dr kontinuerlig och reellvird pa [, 5] har funk-
tionen ett storsta virde M = maxc |f| pa [o,]. Vidare ges lingden av kurvan C' av L =

122 +y (02 dt = [712/(6)] dt, sa

/Cf(z) dz

dér vi i steg * anviinder Proposition BT} integralen efter detta steg ér just [ [f(2)]|dz]. |

B « B B
=/fvwwwws/WﬂwmwwaSM/Wﬂmw=Mu

3.8. Exempel. Lat f(z) = e'* /(2% +4), och 1at C}; vara halvcirkeln z = Re®, 6 : 0 — 7. Eftersom
e =le Ve =e V<1 och [22+4]>|]z* - 4| =|R*—4|=R*-4>0

pa Cj; om R > 2 (obs. att y > 0 pa CF) dr |f(2)| < 1/(R* — 4) dar,
sa

f(z)dz

Ch

Sm'ﬂ'R, R>2,

eftersom C’;{ har Lingden wR. (Foljd: fC+ f(z)dz— 0da R — 0.) —R : R
R

Uppskattningar av denna typ éir viktiga i samband med s.k. Fourierintegraler i Avsnitt 5.4l A

3.3 Primitiva funktioner

Vi sdger att F' dr en primitiv funktion — eller en primitiv, kort och gott — till f i ett omrade €2
om F'(z) = f(z) for alla z € Q; speciellt ér alltsa F analytisk i Q. Enligt Proposition [[L.27] pa s.
ges da alla primitiva funktioner till f1Q av F(z)+ C, dir C € C.
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3.9. Exempel. Eftersom

d /- . 3

- (e + zsszrcosz) =2ze® 4+ zcosz

for alla z € C &r F(z) = e* + zsinz + cos z en primitiv funktion till f(z) = 2ze* + zcosz i C,

och dérmed ges alla primitiva funktioner till f i C av e” + zsinz 4 cos z + C,CeC. A
Man kan ibland anvénda sig av tekniker med motsvarigheter i reell analys for att bestdmma

primitiva funktioner i ett omrade 2. Om vi later [ h(z)dz sta for alla primitiver till en funktion h

i Q ger produktregeln (Fg) = F'g+ Fg' = fg + Fg' skriven som fg = (Fg)' — F¢' att

/ £(2) g(2) dz = F(2) g(2) — / F(2)g/() dz,

forutsatt att F,g € A(Q2) och F/' = f i Q, vilket kan ses som partiell integration. Dessutom ger
. /
kedjeregeln (F(g(2))) = F'(9(2))g'(2) = f(9(2))g' () att

/ f9(2) g (2)dz = F(g(z)) +C, CeC,

forutsatt att g € A(Q) och att F' &r analytisk i alla punkter w = g(2), z € Q, och att F'(w) = f(w)
dér, vilket kan ses som ett analytiskt variabelbyte w = g(z).
Nér primitiva funktioner finns kan de anvéndas for att beréikna kurvintegraler:

3.10. Sats (Beridkning av kurvintegral med primitiv funktion). Om f &r en kontin-
uerlig funktion i ett omrade 2 och det finns en funktion F' sadan att F’'(z) = f(z) for alla
z € (), sa ar

/ f(2) dz = F(slutpunkt pa C) — F(startpunkt pa C)
C
for alla styckvis C'-kurvor C' i §; speciellt &r i s& fall

/ f(z)dz=0 om C' &r sluten.
c

Saledes &r kurvintegralens virde oberoende av sjilva vigen mellan start- och slutpunkterna
nér en primitiv funktion till integranden finns.

3.11. Anméirkning (Om existens av primitiv). Det ir inte siikert att analytiska funktioner
har primitiva funktioner. Exempelvis har f(z) = 1/z ingen primitiv funktion i hela C* eftersom
Jo(1/2)dz = 27mi # 0 om C ér enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett varv moturs, se Exempel
(Diremot har t.ex. f(z) = 1/22 primitiver i C*, och F(z) = —1/z ir en av dem.)

I Avsnitt bevisas att derivatan av en analytisk funktion &r analytisk, sa ett nodvandigt
villkor fér att f ska ha en primitiv funktion F i ett omrade Q &r att f € A(Q). Omvént, om
f € A(Q) och Q dessutom ér enkelt sammanhingande (definieras i Avsnitt BB} exempelvis dr
cirkelskivor, men inte C*, enkelt sammanhéngande) sa har f primitiva funktioner i Q. A

Bevis av Sats B.I0L Om C i#r en Cl-kurva z = 2(t), t : o — 3, blir

B B
| r@d= [reunwi= [ oo
B

(03

_ /a (%F(z(t))> dt = [F(z(t))]i = F(2(B)) — F'(2())

= F(slutpunkt pa C') — F(startpunkt pa C').

Det allminna fallet nir C' &r en styckvis C'-kurva foljer sedan genom uppdelning. |
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3.12. Anmirkning. I beviset av Sats ovan anvénder vi kedjeregeln pa funktionen ¢ —
F(2(t)), dir den inre funktionen ¢ +— z(t) #r en C!-funktion av en reell variabel och den yttre
funktionen z — F(z) &r en analytisk funktion av en komplex variabel. Beviset for denna variant
av kedjeregeln ser precis likadant ut som beviset for den vanliga kedjeregeln, jfr texten omedelbart
fore Proposition [LT9 pa s. A

3.13. Exempel. Eftersom F(z) = e’ + zsinz + cosz &r en primitiv till flz) = 2ze” + zcosz
i hela C ar

/ (22’622 +zcosz)dz = F(im) — F(0) = e™™ — mwsinh + coshm — 2
c

for alla styckvis C'-kurvor C i C med startpunkt 0 och slutpunkt iz. A

3.14. Exempel. Lat Q vara C utom stralen rakt uppat fran origo, och sitt f(z) =1/z. Da &r

F(z)=logz=In|z| +i6(z), 7/2<6(z)<5m/2, ; 0
dér 0(z) som vanligt ér ett kontinuerligt varierande argument for z i Q, : C
en primitiv till f(z) 1 Q. Om C ér en kurva fran z = 6 till z = —3 1 Q blir : "
O

dz -3 6
— =F(-3)—F(6)=(In3+im) — (In6 +i27r) = —In2 — i7.
c <
Med partiell integration kan vi ocksa beréikna [, log 2 dz = Jo1 log 2 dz. Eftersom
(z lggvz)l =logz+1 far vi att (2 log z — z)l = log 2,

sa P(z) = zlggvz — 2z dr en primitiv till lggz i €. Saledes blir

/ logzdz = ®(—3) — ®(6) =9 — 9In3 — 61n2 — 157i.
C

3.15. Exempel. Vi ska berdkna kurvintegralen

/ 23+ 32 21
5 dz
c R + 1 Ca
for de tva kurvorna C, och C} i figuren; notera att bada gar fran 1 till 2¢ G
1

men inte genom punkterna +i, dér integranden ju &r odefinierad.

Vi bérjar med polynomdivision och partialbraksuppdelning: o —i
23+ 3z 2z 2z 1 1
2241 —Z+22+1 =zt (z+14)(z —1) =z+ Z+ i + S = f1(2) + f2(2) + f3(2).

Nista steg #dr att bestdmma primitiver till var och en av dessa tre funktioner i omraden som
innehaller C, respektive Cy.

Fi(2) = 2%/2 #r en primitiv till f1(z) = 2z i omradet O = C, sa ) 0
217 202 12 5 H
/zdz[—] = - =— C,
C 2|, 2 2 2 C
for varje kurva C'i C fran 1 till 24, speciellt bade da C' = C, och C' = C,. 1
Vidare, F(z) = Log(z + i) &r en primitiv till f2(z) = 1/(z +4) i omradet . Q,
Qs, som dr C med stralen fran z = —i rakt vénsterut borttagen, sa 2
Ca
d i 1.9 C
/Czjiz[Log(z—i—i)]i :L0g3i—Log(1+i):§1n§+zg b@

R

bade da C' = C, och C' = (Y%, som ju bada ligger i (5.
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Vi kan dock inte hitta en primitiv till f3(z) = 1/(z — ) som fungerar samtidigt for C, och Cp.
Det beror pa att varje primitiv F3(z) till f3(z) dr en gren till log(z — ) plus nagon konstant och
dérmed &r definierad i ett omrade 23 som dr C med nagon obegriansad enkel kurva fran z = i
borttagen, en kurva som med noédvandighet skédr minst en av C, och C%. Vi hanterar darfor de
bada kurvorna separat.

Fs3,(z) = Log(z — i) &ér en primitiv till f3(z) = 1/(z — i) i omradet s, ) Qs

. : . 2i “
(se figuren) som innehaller kurvan C, sa

C,
dz 2 1 3T '___{D
= [Log(z —i)]> = —=In2 + 2",
/Cazz' (Log(z D)y = —g 2+ 1

Fs5(2) =1In|z — i| +160(2), ddr 0(z) dr ett argument for (z — @) for vilket

0 < 6(2) < 2w, dr en primitiv till f3(z) = 1/(z — i) i omradet 3, som 2 Q3
innehaller kurvan Cj, sa eftersom 6(2i) = 7/2 och 6(1) = 7w /4 &r
d 1 5 Ol
z 2% T
=l —i|+i0 =——n2—-—7—. 1
/CbZi In|z —i|+i6(z)]] 52—~
Sammanfattningsvis blir alltsa
2%+ 3z ) 1.9 m 1 3T 5) 3
dz = (=2 Sl 4l 242 ) = 22 2
/Cazul - (2)+(2n2+’4)+(2n+’4) g Tg T
och
2343z 5) 1.9 T 1 om 5) 3
dz= (-2 "2l w2 = 2w
/Cb22+1 - (2)+(2n2+’4)+(2n ’4) p Ty T
A

+* OVNINGAR

* 3.1 Beriikna / (32 +iz)dz, dér C &r kurvan z =t +it%, ¢ : 0 — 1.

c
I:/zdz och J:/Zdz
c c

genom att parametrisera C', som gar fran 2 till 27 lings (a) en rit linje
(b) cirkeln |z| = 2 ett kvarts varv moturs  (c) cirkeln |z| = 2 tre kvarts varv medurs.

* 3.2 Beridkna

* 3.3 Lat C vara striickan fran 1 till ¢, och lat n € Z. Ange en primitiv funktion F,(z) till
fn(2) = 2" som ér definierad i en omgivning till C, och berikna sedan I, = [ 2" dz.

d
* 3.4 Berdkna —Z, dér C &r en kurva fran 1 till —1 4 ¢ som inte nuddar stralen y = x, x > 0.
z

Beror integralens virde pa vilken sadan kurva man véljer?

Log z

* 3.5 Berikna / dz, dar C' &r halvcirkeln fran 4 till —i i hogra halvplanet, dels genom

2
c <
parametrisering, dels med primitiv funktion (ange ocksa en primitiv).

* 3.6 Rékna ut / Log(z + 1) dz, dir C &r halvcirkeln fran 0 till —2 i 6vre halvplanet.
c

* 3.7 Berikna / (z +2)e**dz, dir C ér kurvan y = (x/7)%, 2 : 7 — 0.
c

T 1+isint 2 T
3.8 Lat I = ———dt. Vi tt I < — b) || < —=.
) * /0 34 44 oen O Visatt (@)= =2 (0) Il 577
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L d
* 3.9 Lat I(r) = / %, dér C, ar cirkeln |z| = r tagen ett varv moturs och r # 1.
c,. *
1
(a) Visa att |I(r)| < 27r - 7r2+ nf da r > 1, och dédrmed att I(r) — 0 da r — oo.
r2 —

(b) Hirled en motsvarande olikhet da 0 < r < 1.

3.4 Integralformler for analytiska funktioner

I fortsdttningen later vi w sta for ett begrdinsat
omrade vars rand dw bestar av dndligt manga kon-
turer med positiv orientering relativt w, vilket
betyder att nidr man genomloper en sadan kontur
har man omradet w till vinster om sig. ) later
vi som tidigare sta for ett omrade, begriansat eller
obegransat, och bade w och  far innehalla hal.
Som i Avsnitt sétter vi ocksa

w=wUow,

slutna holjet av w, och vi krédver att den kompakta
méngden w ligger i omradet €).

I denna situation kan man 6verfora en kurvintegral léngs randen Ow till en dubbelintegral Gver
omradet w, forutsatt att integranden &r snéll nog i €, tack vare foljande resultat som vi hamtar
fran vektoranalysen:

3.16. Hjilpsats (Greens formel). Om P,Q € C'(Q), sa giller likheten

/aw(deJery) = //W(Q; — P} dady.

Bevis. Se t.ex. Persson-Boiers, kapitel 9. |

I foljande sats, och i dess bada foljdsatser, antar vi att f inte bara #r analytisk i 2, d.v.s. att
f'(z) existerar for alla z € Q, utan ocksa att f #r av klass C!, vilket gor att vi kan anvinda oss av
Greens formel. T Avsnitt ska vi dock visa att det faktum att f € A(Q) medfor att f € C1(),
ja t.om. att f € C®(Q).

3.17. Sats (Cauchys integralsats). Om f € A(Q) NCH(Q), s& &r

f(z)dz=0.
Ow

Bevis. Med f =wu+iv och dz = dx + i dy far vi att fdz = (udx —vdy) + i (vdx + udy), varfor
Greens formel och Cauchy-Riemanns ekvationer u}, = v;, och u; = —v; medfor att

awf(Z)dZ:/ (ud:c—vdy)—i—i/ (vdz +udy)

ow ow
= /(—U;—u;) dacdy—i—i// (u), — v;,) dedy = 0.
W e e’ 0 N ——
=0 =0
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Ett par specialfall av Cauchys integralsats kan vara virda att ndmna separat:

1. Om dw = C, en enda kontur, sa blir

/Cf(z)dz =0

for alla funktioner f som dr analytiska (och Cl) i nagon omgiv-
ning Q till @, vilket man kan uttrycka som att f &r analytisk pa
och innanfor C.

2. Om Jw = C7 — Cs, dér Cy och Cy ar konturer, sa blir fC1—CQ f(2)dz = 0 och didrmed &r

®Q

feydz= [ f(z)dz C1
Cl C2

for alla funktioner f som dr analytiska (och Cl) i nagon omgiv-
ning Q till @, vilket man kan uttrycka som att f &r analytisk pa
och mellan C; och Cs.

3.18. Exempel (Undvikande av singularitet). Lat C vara en kontur som omsluter origo och
ar orienterad moturs. Vi vill berdkna

B

dz
¢z
Integranden ir analytisk (och C!) i omradet @ = C*, men inte i origo, sa
specialfall 1 ovan kan inte anvéindas.
Om vi tar r > 0 sa litet att cirkeln C,, = {z € C : |z| = r} finns innanfor C
kan vi ddremot anvinda specialfall 2 ovan och fa att

/dz / dz .
— = — = 2mi,
c < c, ?

med en parametrisering z = e’ av C,, som i Exempel A

IQ

3.19. Exempel (Byte av integrationsvig). Lat C vara halvcirkeln fran z = 1 till z = 3 1 vre
halvplanet. Vi ska berikna
/ 2243
5 dz.
c 2%+ 3z

Integranden — kalla den f(z) — ér analytisk (och C1) i C utom i punk- C
terna z = 0 och z = —3, sa om L &r strickan fran z = 1 till z = 3 ar C}l
f analytisk (och C1) i en omgivning till den slutna halvcirkelskiva som % 8 e

har C och L som rand. Cauchys integralsats ger darfor att

-/ NOLE | #eas - /C 72 dz,

och med parametriseringen z =t, t: 1 — 3, av L blir fL f(2) dz en vanlig reell integral, sa

/Cf(z)dz:/Lf(z)dz:/l 2t+3dt:[ln(t2+3t)ﬁ:1n;

12 + 3t

Integralen kan ocksa berdknas genom att bestimma en komplex primitiv funktion till inte-
granden (2z + 3)/(2% + 3z), alltsa en gren till log(2? + 3z), som #r definierad i en omgivning till
halvcirkeln C, jfr Exempel 2IT] pa s. 4] (och Exempel 212)), och anviinda Sats A

3.20. Foljdsats (Cauchys integralformel). Om f € A(Q) NCH(Q), sa &r

fo)= o [ L4

p S, Z € w.
21t Jo, 8 — 2




48 3 Integraler

Bevis. Fixera z € w. Tag r > 0 sa litet att den slutna skivan
D, =D(z,r)={s€C: |s—z| <7}
ligger helt i w, och sétt
we=w\ D, O<e<r.

Om vi ger randen C. till D, moturs orientering, sa
blir
Oow, = 0w — C,

och eftersom funktionen s — f(s)/(s — z) ér ana-
lytisk och C* i omradet Q\ {2}, som innehaller &,
ger Cauchys integralsats att

N O A OO
6w€S*Z awS*Z CgS*Z
vilket kan skrivas

(%) awj(—s)zds: szd _/ f d”f()/csdsz'

C.

ML-uppskattning ger att
< i ) = £

s€Ce  |s— 2|

ds

-2me = 2rmax |f(s) — f(z)] =0  dae— 0T,
s—z seC.

ty f &r kontinuerlig i z. Eftersom fC ds/(s — z) = 2mi (jfr Exempel B0) foljer Cauchys integral-

formel genom att lata e — 07 i (x). [ ]

3.21. Exempel. Vi ska berdkna

Log 2
I= [ —22"—d
e o

1 S

Om vi siitter f(z) = (Logz)/(z — 1)® sd #r f analytisk (och C!) utom pa negativa realaxeln
]—00,0] och i punkten z = 1, sd pa och innanfér C' 4r f analytisk (och C!). Cauchys integralformel
siger darfor att

dér C dr konturen i figuren.

f(z)=— f() ds, z innanfor C,
21 Jo s — 2
som i specialfallet z = 4 ger att
f(s) 1 Log s 1 27mln4
4) = L L S A P I=2
IO =o5 | s=i% = | o™ " am I mif) ==

3.22. Foljdsats (Cauchys integralformel for derivata). Om f € A(Q)NCL(Q), s exist-
erar alla derivator f/, f”, f"”',... 18, och

f() 1 f(s)
—2./6w( ds, z€w, neN.

n! s — z)ntl

Speciellt giller det att f, f/, [, f"”,... € A(Q) NC>(Q).
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Bevis. Vi bevisar forst integralformeln for f/, d.v.s. fallet n = 1. Sétt

g(z):% aw%ds, z € w;

vi ska alltsa visa att f'(z) = g(z).

Fixera z € w och vilj r > 0 som i bérjan av beviset av Cauchys s Aw
integralformel, d.v.s. sa att den slutna skivan D(z,r) ligger helt i w. o
Om s € Ow blir |s — z| > 7, och om dessutom w ligger sa néra z att e RN
|w—z| <r/2,saligger wiwoch |s—w|>|s—z|—|w—2z|>r/2 se , - N
figur. Eftersom en enkel omskrivning ger att J . //.w A | N
|
1 1 1 1 w2 A
g e U
s—w s—z)w—z (s—2) (s —w)(s—2z) \\\ N K
far vi, med Cauchys integralformel fér f och ML-uppskattning, att Sl 7 .
— 1 1 1 1
M I | L|(L [ S0 g L] S ) L S,
w—z 270 Jg, S — W 270 Jo, S — 2 w—z 27 Jg, ($—2)
|lw—2z| L(0w)

1 w—z
gl M e OLE B e el G

nér w — z, sa limy—,. (f(w) — f(2))/(w — 2) = g(z); m.a.0. & f'(z) = g(2).
* Det allménna fallet visas med induktion 6ver n, m.h.a. den nagot besviirligare omskrivningen

((5110)”“ - (si)"“)wlz B (Sit)iﬂ

w—z

= —— Z(Sfw)"_kZ(s—z)k_l(sfw)l;
(s —w)ntl(s —z) P

beloppet av detta begréinsas av Clw—z|/((r/2)" ' r"*2), dér C inte beror pa w eller z utan endast
pa diametern av @ och n. Detaljerna lamnas at den intresserade ldsaren. |

3.23. Anmirkning (*Derivering innanfor integraltecknet). Cauchys integralformel for
derivata kan ocksa bevisas genom att man visar att man far derivera Cauchys integralformel
genom att flytta z-deriveringen innanfor integraltecknet:

- ([ ) B2 e S

och sedan far man f”, f’”,... genom upprepad derivering pa samma sitt; steget * ovan dr alltsa
det kritiska steget och kréver naturligtvis ett bevis, jfr t.ex. Persson-Boiers avsnitt 5.1. A
3.24. Exempel. Vi ska, som i Exempel B.21] berikna
Log z
I = —_——
e - .
0 4

men nu i stéllet 1dngs konturen C' i figuren. ¢

Denna gang siitter vi f(z) = (Logz)/(z — 4); da #r f analytisk (och C!) utom pa negativa
realaxeln |—oo, 0] och i punkten z = 4, sd pa och innanfoér C ir f analytisk (och C!). Cauchys
integralformel for derivata ger att

(n)
F(z) = L/ ) ds, n € N, z innanfor C,
n! 21 Jo (s — z)n !

som i specialfallet n = 2, z = 1 ger att

f(1) L/ f(s) ds—i Logs ds — 1 7
C

2 2mi Jo s—13 " 2mi)o(s—1)B3(s—4) 2mi
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sa

I — 9 (1) .( 2Logz 4—3z i
= 27i - =i
2! (z—4)3  22(z—4)? =1

A

3.25. Exempel. Vi ska &nnu en gang berdkna samma integral som i de tva senaste exemplen,
men nu lidngs konturen C' i figuren till hoger, som omsluter bade z = 1 och z = 4.

Integranden g(z) = (Logz)/((z — 1)3(z — 4)) &r analytisk (och c
C') pa och innanfér C' utom i z = 1 och 2z = 4. Vi later dérfor Cy o C
och Uy vara sma kurvor runt z = 1 respektive z = 4, som i figuren, . ! 2@
och Cauchys integralsats ger nu att fC_Cl_CQ g(z)dz = 0, d.v.s. 0\ 1
att

I/Cg(z)dz/Clg(z)dzwL/ng(z)dleJrIg.

Integralerna I; och Iy har vi redan berdknat: I Exempel B21] sag vi att Io = 2mi (In4)/27 och i
Exempel B.24] att Iy = 7i/9, sa

1:11+12:;—7;(3+21n4).

+ OVNINGAR

* 3.10 Berikna

dz dz
I = h I, = —_—
! /szl o¢ 2 /(;(271)2

da C ar foljande cirklar, ett varv moturs:  (a) [z —1] =2 (b) |z2| =1/2 (c) |z| = 2.

d
*3.11 Lat I(r) = / ?23’ dér C, ér cirkeln |z| = r tagen ett varv i positiv led och r > 1.
C, Z
2
(a) Utan att berdkna I(r) exakt, visa att |I(r)| < 37W1 dar>1.
3

(b) Motivera varfor I(r) dr oberoende av r da r > 1.
(c) Berdkna I(r) da r > 1 m.h.a. (a) och (b).

* 3.12 Berikna / O%% s och / _Co8s ds, diar C #r cirkeln |s| = 4 tagen ett varv moturs.
cs—2 o (s—2)?

*d
* 3.13 Rikna ut / eQ—Jer, dér C dr kvadraten |Re z| + |Im z| = 2 ett varv moturs.
c <
. o : ) s% 4 2s
* 3.14 Lat C vara en enkel sluten kurva med positiv orientering. Berékna ﬁ ds, z ¢ C.
c\s§—=%

cosh 2z

dz, dir C &r ellipsen 22 + 4y? = 1 ett varv medurs.

* 3.15 Réakna ut/ 5
C z

* 3.16 Beréikna/ <1+z2+ 5
C V4 +1

> dz om C &r halvcirkeln fran v/3 till —v/3 i 6vre halvplanet.

1 72—
* 3.17 Berdkna — z Z
2mi Jo 2 —1

dz, da C &r cirkeln |z| = 2 tagen ett varv i positiv led.
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3.5 *Regularitet. Lokala och globala primitiver m.m.

Vi ska i detta avsnitt, till att borja med, visa att det extra kravet att f € C1(Q) i integralformlerna
i Avsnitt 3.4 faktiskt inte behovs, och det sker i tva steg nedan: Sats B26 och Sats
Vi paminner forst om att analytiska funktioner i alla fall &r kontinuerliga, enligt Proposition

CI™pas.[ fe AQ) = feC(Q).

3.26. Sats (Cauchy-Goursats sats). Om f € A(Q), sa &r

/aAf(z)dz:O

for varje sluten triangelyta A C €.

Bevis. Eftersom f € C(Q) existerar alla integraler [, f(z)dz. Tag en godtycklig A C Q och siitt

I= f(z)dz

0A

Vi ska visa att I = 0, och ddrmed att faA z)dz = 0.

Lat ¢ = L(OA) vara triangelns omkrets, och lat € > 0 vara godtyckligt. Satt Ag = A, och
dela upp Ag i fyra kongruenta deltrianglar A , A%, A3, Al genom att férbinda mittpunkterna pa
triangelns tre sidor (se figur). Da ér

/BAO /aN /aM /6A3 /6A4 A

eftersom kurvintegralerna lings deltrianglarnas gemensamma sidor
tar ut varandra. Triangelolikheten ger att atminstone en av dessa 4

fyra deltrianglar — kalla den A; — uppfyller att UaAl f(2) dz’ > 1/4. /\
Uppenbarligen ér L(OA;) = £/2.

Upprepa nu forfarandet med A;. Da finner vi en mindre triangel Ay med UBAQ f(z) dz‘ > [/4?
och L(OAz) = /22, och vi far successivt trianglar Ag D A; 2 Ay D ... med

I
24— och L(0A,) = ! n € N.

f(z)dz o

0A,

Man kan visa att det finns precis en punkt ¢ € Q som ligger i alla A,, (se t.ex. TATA34 Analys
overkurs), och eftersom f dr analytisk i Q existerar f/(c¢). Till vart e > 0 finns dérfér nagot 6 > 0
sadant att D(c,d) C Q och

F(2) = 1@~ @Dz — ) <elz—cl, =€ D(c,d).

Tag nu N sa stort att Ay C D(c,d). Eftersom [, dz=0= [, zdz (t.ex. eftersom z och 2°/2
dr primitiva funktioner till 1 respektive z och Ay ér en sluten kurva) ger ML-uppskattning att

o<1=a¥| [ @l = 1Y [ (1) o) - OG- o) d:
OAN OAN

< 4N¢ maax |z —c| - L(OAN) < 4V¢ (L(@AN))2 =4N¢ (E/QN)Q = (2.
A4S

Alltsé giller olikheterna 0 < I < ¢?¢, och eftersom € > 0 dr godtyckligt maste dérfor I = 0. |
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Nu foljer en omvéndning;:

3.27. Sats. Antag att f € C(2) och att

/6Af(z)dz0

for varje sluten triangelyta A C €. Da giller foljande:

1. (Existens av lokal primitiv) I varje 6ppen cirkelskiva D C Q finns det en funktion
F e A(D)NCYD) sadan att F' = f i D.

2. (Moreras sats) f € A(Q)NC>(Q).

Bevis. Tag D = D(c,7) ={z€ C: |z —¢| <r} CQ, och definiera
D /7w
Fe)= [ fs)ds,  zeD, e

[e,2]

dér [c, z] som vanligt star for striickan fran c till z. Da blir, for z,w € D, N ’

F(w)—F(z)= s)ds — s)ds = s)ds = s)— f(z))ds z ds,
(w) — F(2) @ds— [ g@as= [ gas= [ (6 -seasse [

[e,w] ]

dér vi i steg * anvénder oss av antagandet att integralen ldngs triangeln med hérn ¢, z, w &r noll.
Division av bada led med f[z w] ds =w — z da w # z, 6verflyttning av f(z) och ML-uppskattning
ger sedan att

1

w—z

/[ ](f(S)—f(Z))ds < max]!f(S)—f(Z)!%O

s€[z,w

da w — z, eftersom f dr kontinuerlig i z. Alltsa far vi att F’(z) = f(z), och detta giller for
alla z € D, sa F ér en primitiv till f i D, varfor F € A(D). Att f € C(2) medfér nu att
F e A(D)NnCYD).

Enligt Cauchys integralformel for derivata, Foljdsats B22] foljer det nu att F' € A(D)NC> (D),
och eftersom f = F’ dven att f € A(D) NC>(D). Men deriverbarhet &r en lokal egenskap, varfor
feAQ)NC>(Q). [ |

Om vi kombinerar Cauchy-Goursats sats och Moreras sats, och betéinker att analytiska funk-
tioner ar kontinuerliga, far vi saledes att

feAQ) = fec>(),

och vi kan dérfor — i efterhand — stryka det extra kravet att f € C1(Q) i Cauchys integralsats och
Cauchys integralformel.

Dessutom foljer det nu av ovanstaende satser att varje analytisk funktion i ett omrade €2 har
lokala primitiva funktioner, d.v.s. att

feA) och D= D(c,r) CQ = det finns en F € A(D) sadan att F' = f i D,

jfr Anmérkning BTl Inte nog med det — till nollskilda analytiska funktioner kan man ocksa hitta
lokala analytiska logaritmer och rétter:



3.5 *Regularitet. Lokala och globala primitiver m.m. 53

3.28. Foljdsats (Lokal existens av analytiska logaritmer och rétter). Antag att f €
A(Q2) och att f(z) # 0 for alla z € Q. I varje skiva D = D(¢,7) C Q finns det da en
funktion g € A(D) sadan att

expg=f 1 D,

och dessutom finns det funktioner h,, € A(D), m =1,2,3,..., sadana att

(hm)m:f i D.

Bevis. Sitt ¢ = f'/f; eftersom f &r analytisk och nollskild &r ¢ analytisk, och f' — ¢f = 0. Om
D = D(c,r) C Q finns det enligt ovan en funktion ® € A(D) sidan att ® = ¢ i D, sa e~® dr en
(nollskild) integrerande faktor till differentialekvationen f" —¢f =01 D:

f=of=0 & (fe®)'=0 & fe®=C & f=Ce® i D,

dir C &r en nollskild konstant (ty f # 0); hir har vi anviént Proposition [[27] pa s. Tag sedan
c € C sadant att e = C och lat g = ¢+ ®; da #r e? = e%e® = Ce® = f i D, och beviset ir klart.
Avslutningsvis siitter vi h,, = e9/™; da blir h,, analytisk i D, och (h,,)™ = €9 = f. [ |

3.29. Anmirkning (Faran med att skriva g = log f). Funktionen ¢ i Foljdsats Ar
alltsa en gren till den flervirda funktionen log f i D, och ibland skriver man t.o.m. (men nagot
oegentligt) g = log f. Det ér viktigt att forsta att d&ven om f(z1) = f(22) i tva olika punkter i D
sa kan g(z1) # g(22). Som ett enkelt exempel kan vi ta f(z) = 2% i skivan D = D(2,2). Da duger
g(z) = 4Log z eftersom e*1°8* = (el°&=)4 = 24§ D och vi ser att f(1+14) = —4 = f(1 —4) men
att g(1+14) =Ind +im # Ind — imr = g(1 — 7); notera att punkterna 1 4 ¢ verkligen ligger i D.

Jfr ocksa Exempel pa s. 24 diir vi konstruerade en gren till log(z? + 32) som antar olika
virden i punkterna 3¢ och —3 — 3i trots att 22 4+ 32 = —9 + 97 i bada. A

I Sats hittade vi (lokala) primitiver i cirkelskivor, men om man skéirskadar beviset ser
man att det enda som egentligen krivs, férutom att f € C(Q2) och att faA f(z)dz = 0 for varje
sluten triangelyta A C €2, dr att det gar att definiera en funktion

F(z) = f(s)ds, z € Q,

[e.2]

d.v.s. att det finns nagon punkt ¢ € Q sadan att strickan [c, z] C Q nérhelst z € Q; ett omrade 2
med denna egenskap kallas stjirnformigt (m.a.p. ¢). Specialfall av stjirnformiga omraden &r s.k.
konvexa omraden: ett omrade sigs vara konvext om striickan [z1, zo] C € nérhelst z1, 20 € Q.
Cirkelskivor ér i sin tur specialfall av konvexa omraden.

- ~ o= - o ~
/ N\ r’ ~ / e~ ~ —
’ : ~ o I
/ \ A SSRRALELEE o\ S e AN h
| 1 oo \ - 4" NS, \
| o : e 8 ~ - !
\ ,, | ‘ T o 'l /
) -7 / [l - ~_® 7
\\ y L y I,«/’ -2 \ s
~ _4 Noe _ - - | 4 \ _- -
Cirkelskiva Konvext omrade  Stjarnformigt omrade Enkelt sammanhéngande omrade

I stjarnformiga omraden €2 har saledes varje analytisk funktion f en primitiv funktion F', och
om dessutom f # 0 finns det en analytisk funktion g sadan att e9 = f. Det visar sig att detta &r
sant 1 mer generella omraden &n sa, namligen i s.k. enkelt sammanhingande omraden, vilket
definitionsmaéssigt dr omraden i vilka varje sluten kurva kan deformeras kontinuerligt till en punkt
utan att lamna omradet under processen, en process som preciseras i Anmérkning B.31] nedan.
Forst ett exempel.
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3.30. Exempel (Primitiv till 1/z). Lat Q = C\ ]—o0, 0]. Omradet © &r stjirnformigt m.a.p. 1
(t.ex.) — dock inte konvext — och funktionen f(z) = 1/z dr analytisk i 2, sa
d ze
F(2) ::/ —S, z €4, N
(1,2] §
dr en primtiv till f i Q. Eftersom F'(z) = 1/z1 Q och F(1) =0
inser vi att F'(z) = Logz, principalgrenen till logaritmen; notera

att Q dr det storsta omradet dir Log z dr analytisk.
Att

F(z) =Logz=1In|z| +iArgz

kan ocksa ses via direkt utridkning av integralen, med parametrisering av strickan [1,z], men
enklare dr att anvianda att vi nu vet att f har en primitiv i 2 och att vi dérfor kan integrera lings
vilken styckvis Cl-kurva som helst i Q fran 1 till z for att fa virdet F(z), enligt Sats Vi gar
dérfor ldngs positiva realaxeln fran 1 till |z| och dérefter lings cirkeln med radie |z| fran |z| till
z = |z|e?, dir = Argz € ]—n, 7, och far, med uppenbara parametriseringar,

F(z):/ ——|—/ m:1n|z|+i9:1n|z|+iArgz:Logz, z €.
1

t |z|ett

3.31. Anmirkning (Deformation av kurvor). Lat I = [0, 1]. En sluten kurva vy : I — Q
sigs vara kontinuerligt deformerbar i 2 till en sluten kurva
v1 : I — Q om det finns en kontinuerlig funktion D : I x I — Q)
sadan att D(t,0) = vo(t) och D(¢,1) = v1(¢), och det for varje
s € I drsaatt t — D(t,s) dr en sluten kurva v4 : I — Q; 74 kan
alltsa betraktas som en 6vergangskurva mellan startkurvan -
och slutkurvan ;. Om en sadan funktion D finns, och kurvorna
7o och 71 dessutom #r styckvis C', kan man visa att

feAQ) - (2)dz = f(2)dz.
Yo 71
Detta idr saledes en generalisering av specialfall 2 av Cauchys integralsats pa s. [d7, dir vi visade
att [, f(z)dz = [, f(2)dz om Cy och Cy &r enkla slutna styckvis Cl-kurvor (d.v.s. konturer)
sadana att dw = C7 — Cbq, randen till ett begrinsat omrade w, och f &r analytisk i ett omrade 2
som innehaller @; i denna enklare situation kan C; deformeras kontinuerligt i 2 till C5. Vinsten
ar att kurvorna 7y och 7; inte behover vara enkla, och att de kan ha gemensamma punkter.

I fallet da v1(t) = c € Q for allat € I, d.v.s. da kurvan ~; ér
konstant (en punkt), sidger vi ocksa att vy dr sammandragbar
(till en punkt) i Q om ~yg dr kontinuerligt deformerbar i € till 75
om vy dessutom #r styckvis C! foljer det da av foregdende stycke
att

feAQQ) = / f(z)dz =0,

vilket 4r en generalisering av specialfall 1 av Cauchys integral-
sats. Ett omrade €2 déir varje sluten kurva dr sammandragbar
sigs vara enkelt sammanhéngande.

Ett enkelt sammanhéingande omrade (i planet) kan ses som ett omrade utan hal. Omradet i

den forsta figuren i denna anmérkning ar inte enkelt sammanhéngande.
Mera om deformation av kurvor och s.k. homotopier i TATA78 Komplex analys fk. A
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Genom att vésentligen samla ihop det vi redan har gjort kan vi nu formulera foljande sats:

3.32. Sats (Villkor for existens av lokala och globala primitiver). Antag att f € C(Q).
Da giiller (a) < (b) = (¢) & (d) < (e) dér

(a) Det finns en global primitiv funktion F till f i Q, d.v.s. en funktion F' € A() sadan
att IV = f1 Q.

(b) [o f(z)dz =0 for alla slutna styckvis C'-kurvor C'i Q.
(c) [oa f(2)dz =0 for alla slutna triangelytor A C €.

(d) Det finns lokala primitiva funktioner till f i, d.v.s. till varje cirkelskiva (eller stjirn-
formigt omrade) D C € finns det en funktion F' € A(D) sadan att F' = f i D.

(e) fe AQ).

Ifall 2 &r enkelt sammanhéngande géller dven implikationen (b) < (c), och da rader saledes
ekvivalens mellan alla fem: (a) < (b) < (¢) & (d) < (e).

Bevis. Hir #r allt utom (b) = (a), och (¢) = (b) ifall Q &r enkelt sammanhingande, redan
bevisat, ndrmare bestdmt (a) = (b): Sats BI0 (b) = (c): Trivialt; (¢) = (d) = (e): Sats B2T
och (e) = (c): Sats B:20

Aterstar alltsa, till att borja med, att visa att (b) = (a). Fixera ¢ € Q och
sitt

F(z):/c f(s)ds, z€Q,

diir C, , ér en godtycklig styckvis C!'-kurva (liksom alla kurvor som omtalas nedan) i Q fran c till 2.
Att F ar vildefinierad foljer av att om CN'C,Z ar en annan kurvaiQ fran ctill zsa ar C := C, . — C'w
en sluten kurva i Q varfor [, f(s)ds = 0, och ddrmed & [5 f(s)ds = [, _f(s)ds. Vi ska nu
visa att F'(z) = f(z) for alla z € Q. Fixera dirfor z € Q och vilj sedan r > 0 sé litet att

D := D(z,r) C Q. Vi far att

P = | Sloyds = /. L Jes=Fe s [ s weD

[z,w]

och att F'(z) = f(z) foljer nu pa samma siitt som i beviset av Sats B2 efter steg =.
Till sist, om Q &r enkelt sammanhéingande dr det, enligt Anmérkning [B.31] ovan, sant att
(e) = (b), och eftersom (c) = (e) foljer det att (¢) = (b). |

3.6 Medelviardesegenskapen. Maximumprincipen

I detta avsnitt ska vi studera ett par av de intressanta konsekvenser som Cauchys integralformel
har, ndmligen medelvéirdesegenskapen och maximumprincipen.

Innan vi gar vidare noterar vi att vi i fortsédttningen av denna text — tack vare resultaten om
regularitet i Avsnitt — kan utnyttja att vi nu vet att analytiska funktioner med automatik &r
oéndligt deriverbara: f € A(Q) = f € C®(Q); t.ex. kan det extra kravet att f € C*(Q) i Cauchys
integralformel strykas fr.o.m. nu.
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En omedelbar foljd av Cauchys integralformel &r foljande:

3.33. Proposition. Om f € A(Q), D(¢, R) CQ och 0 <r < R, sa &r

1 2m

f(e) f(c+re?)do (medelvirdesegenskapen for f),

:% )

och

1 27 )
[f(o)] < Py / |f(c+re')|db (submedelvirdesegenskapen fér |f|).
0

Bevis. Formeln for f(c) ér trivial om 7 = 0. Om 0 < 7 < R, lat s = ¢ +7re?, § : 0 — 27, vara
en parametrisering av cirkeln C,. : |s — ¢| = r tagen ett varv moturs. Cauchys integralformel och
denna parametrisering ger genast att

1 () L [? fletre?) 4 I ”
= — d = — e — ¢ d@ = ‘ d@
/() 21 Jo, s —c¢ * 7 o 0 ret? e 2m Jo fletre)

Olikheten foljer sedan omedelbart av Proposition B.It

2m

27
=[5z [ st reyas] < o [T s reian

0
|

Medelvirdesegenskapen siger alltsa att f(c) dr medelvirdet av de virden f antar pa cirkeln
|z —¢| = r, vilket &r en mycket stark egenskap hos analytiska funktioner. En direkt konsekvens av
medelvirdesegenskapen dr maximumprincipen nedan.

Vi paminner om att €2 alltid star for ett omrade.

3.34. Sats (Maximumprincipen). Om f € A(2) och |f| antar ett storsta virde i €, sa &r
f konstant.

Bevis. Antag att |f| antar ett storsta virde i Q, d.v.s. att det finns en punkt ¢ € Q sadan
att |f(2)] < |f(¢)] for alla z € Q. Lat M = |f(c)|, och tag en skiva D(c,R) C . Sub-
medelvirdesegenskapen for |f| ger da att

27 o
OS%/O |f(C+7‘ei9)|d9—|f(C)|:i/O (|f(C+T€i0)|—M)d97 0<r<R

27
Sitt g(0) = |f(c+re?)| — M for fixt r. Da dr g() < 0 for alla 6, och eftersom g #r kontinuerlig
och samtidigt f;ﬂg(ﬁ) df > 0 maste dérfor g(0) = 0 for alla 6; saledes #r |f(c + re?)| = M for
alla 6. Men detta giller for varje r med 0 < r < R, sa |f| = M i hela skivan D(c, R), och att |f|
ar konstant 1 D(c, R) medfor att f dr konstant dér, enligt Foljdsats pas. 3 sa f = f(e) i
skivan.

Tag nu en godtycklig punkt w € €2, och forbind ¢ med w med en kedja av cirkelskivor
Dy, Dy, ..., D, enligt Hjilpsats pa s. Bl Enligt ovan ér f = f(c¢) 1 Dy, och eftersom ¢; € Dy
ar f(c1) = f(c) och |f(c1)| = M, sa resonemanget ovan kan upprepas i Dy, vilket ger att f = f(c)
dven i Dy. Efter dndligt manga steg far vi att f = f(c) dveni D, sa f(w) = f(c). Eftersom w € )
var godtycklig &r alltsa f(z) = f(c) i hela Q. [ |



3.6 Medelvirdesegenskapen. Maximumprincipen 57

3.35. Anmérkning. Vi ska senare, i Anmirkning 48] pa s. B0l visa att det ricker att |f| antar
ett lokalt maximum nagonstans i 2 for att f ska vara konstant. A

Foljande konsekvens av maximumprincipen ér ofta anvéndbar:

3.36. Foljdsats (Maximumprincipen i begrinsade omraden). Om 2 dr begrinsad och

feAQ)NC(Q), sa antar | f| sitt storsta virde nagonstans pa randen 9€).

Bevis. Eftersom |f| #r kontinuerlig och reellviird pa den kompakta mingden Q antar |f| ett
maximum i nagon punkt ¢ € Q. Om ¢ € 99 &r vi klara, och om ¢ € § visar maximumprincipen
(SatsB34) att f dr konstant i 2, och pa grund av kontinuitet #r f dérfor konstant i hela Q, varfor
| f] &ven nu antar sitt maximum pa randen Of). |

3.37. Exempel (Om Q ir obegrinsad). Det iir visentligt att Q ér begrinsad i Foljdsats B.30]
ty annars behover inte maximum antas. Om exempelvis f(2) = e~ och Q = {2z € C: Imz > 0},
ovre halvplanet, sa #r f hel, och speciellt giller det att f € A(Q) NC(Q). P4 randen 00 = R,
realaxeln, #r |f(z)| = |e7™| = 1, men |f| antar inte nigot storsta virde dver huvud taget pa Q
eftersom t.ex. | f(iy)| = ¥ — +o0 da y — +o0. A

3.38. Exempel. Lat f(z) = 222+ 3iz+1. Vi ska bestéimma storsta virdet av | f(z)| pa den slutna
enhetsskivan |z| < 1.

Maximum av |f| antas nagonstans pa randen, och eftersom f inte dr konstant kan maximum
inte antas i nagon inre punkt. Det réicker alltsa att underska enhetscirkeln |z| = 1 for att hitta
alla punkter dar maximum antas.

Vi undersoker forst vad triangelolikheten kan ge:

1222 4+ 3iz + 1| < |222| 4 [3iz] + 1| = 2|2|> + 3]z| + 1 =6, 2| = 1,

med likhet precis dé talen 222, 3iz och 1, som vektorer, &r parallella och lika riktade (och |z| = 1,
forstas), vilket géller precis da 22 = 1 och iz = 1. Detta iir dock en motsigelse, sa 6 #r inte storsta
vérdet; allt vi vet hittills &r att |f(z)| < 6 da |z| <1 (jfr Ovning [[LT4] pa s. B).

Vi maste undersoka |f| mera noggrant, och parametriserar dirfor enhetscirkeln |z| = 1 med
z = €% och far att

1222 + 3iz + 1) = 2™ 4 3ie®® + 1> = 2¢" 4+ 3i 4+ e |> = [3cosf +i(3 + sin §) |
=9cos? 0 + (3 +sinf)? = 9(1 —t2) + (3 +t)* = 18 + 6t — 8t2,

diir vi i steg * anviinder att |e?’| = 1, och pa slutet sitter ¢t = sin . Att optimera polynomet p(t) =

18 + 6t — 8t2 da —1 <t < 1 &r enkelt (kvadratkomplettering eller funktionsundersékning), och vi
far storsta virdet p(3/8) = 153/8. Vérdet ¢t = 3/8 svarar mot att sin = 3/8 och cos = £+1/55/8,

sa
+v/55 + 3i 153 3/34
oo =\ = — ]| =V 5 =72

+ OVNINGAR

* 3.18 Bestém storsta viirdet av |f(z)| da |z| < 1, och ange de punkter déir maximum antas, om
f(z)ar (a)224+2i (b)) z/(z2+3) () (z—1)2%(z+1).

* 3.19 Bestim maximum och minimum av [22% — z — 1] da 2] < 2.

* 3.20 Lat Q vara remsan [Rez| < /2. Visa att f(2) = exp(expiz) r obegréinsad i {2 men att
|f(z)] =1 for alla z pa randen till Q. Ar detta férenligt med maximumprincipen?
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* 3.21 Antag att f #r analytisk i |z| < 1 och kontinuerlig i |z| < 1. Antag vidare att |f(z)| > 1
for alla z med |z| = 1 och att f(0) = 1. Visa att f maste ha ett nollstélle nagonstans i
|z| < 1.
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Vi ska i detta kapitel bl.a. visa att en funktion f #r analytisk om och endast om den lokalt kring
varje punkt zg i sitt definitionsomrade 2 kan skrivas som en konvergent potensserie (Taylorserie),
vilket betyder att det finns tal § > 0 och c¢g, ¢y, co,... € C, som alla far bero pa zp, sadana att

(o]

f(z)= Z cn(z—20)" =co+ci1(z—20) +ealz —20)2 + ..., |z — 20| < 0.

n=0
I sjiilva verket tas denna senare egenskap ofta som definition av begreppet (komplex)analytisk,
dock inte i denna text (se Definition pa s. [I3).

4.1 Komplexa numeriska serier

I kursen i envariabelanalys behandlades reella numeriska serier, se Forsling-Neymark avsnitt 10.1
(Numeriska serier). Steget till kompleza numeriska serier &r inte langt.

Lat ay, a9, as, ... € C vara en odndlig f6ljd av tal. Som for reella serier bildar vi delsummorna
(eller partialsummorna) s,, n = 1,2,3,..., av termerna ay, as, as, . . . enligt

n
sn:Zak:a1+a2+a3+...+an
k=1

och séger att serien

oo
Zak:a1+a2+a3+...
k=1
dr konvergent om s = lim,,_, s, existerar dndligt (s € C); detta griansvirde kallas i sa fall
seriens summa, och vi skriver Y .~ ar = s. I annat fall séigs serien vara divergent.
Foljande bada resultat bor vara kianda for reella serier:

4.1. Proposition (Divergenstestet). Om termerna i en serie inte gar mot 0, sa ér serien
divergent, d.v.s.:

o0
an /A 0dan— oo = Z a, ar divergent.

n=1

Bevis. Vi gor ett indirekt bevis och antar dérfor att serien dr konvergent, d.v.s. att s,, — nagot
s € Cdamn — oo. Men i sa fall far vi genast att a,, = s, — $p,—1 = s —s=0dan — co. [ |

Som namnet sidger dr detta ett test for divergens och inte fér konvergens. Om a,, — 0 da n — o
kan som bekant vad som helst héinda; t.ex &r Y2, 1/n divergent men Y~ , 1/n? konvergent.

4.2. Proposition. For den geometriska serien med kvot ¢ € C géller foljande:

konvergent med summa . om |g| <1,

oo
Zq":1+q+q2+q3+... Ar
n=0 divergent om |q| > 1.

59
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Bevis. Om |g¢| > 1 sa &r [¢"] = |¢|™ > 1 for alla n € N, varfor termerna ¢ inte gar mot 0
nir n — oo; serien dr didrmed divergent for dessa ¢ enligt divergenstestet. Om |g| < 1 ger direkt
utrikning av delsummorna, som &r geometriska summor, att

sn:quzl—f—q—i—qQ—i—...—i—q”: — da n — oo, lg| < 1,
k=0 1—q 1—q
ty [¢" Y = |g|" ™ — 0 nér n — oo for dessa q. m

Nésta resultat har naturligtvis ingen motsvarighet for reella serier:

4.3. Proposition (Uppdelning i real- och imaginérdelar). Lat Zf;l an vara en kom-
plex serie. Da géller foljande:

oo oo oo
Z a, &ar konvergent <= Z Rea, och Z Ima, &r konvergenta,

n=1 n=1 n=1

och i sa fall géller likheterna

Reian:iRean och Imian:ilman.
n=1 n=1 n=1 n=1

Bevis. Lat s,,, R,, och I,, vara delsummorna till serierna y_ " ; a,, >~ Rea, och Y 7 Ima,,
och sitt s = R+ il. Da ar s, = R, + il,, och pastaendet foljer direkt av att

Sp — S — R,— R och I,—1,
vilket, i en snarlik situation, bevisades i Proposition [[L.T5] pa s. |

Fran envariabelanalysen har vi Jamforelsekriteriet for positiva serier, som siger att om
0 <a, <b, och 2?21 b, ar konvergent, sa dr ocksa Zzozl an konvergent, och for seriernas
summor géller da olikheterna 0 < Zzozl a, < Zf;l b,. Satsen om absolutkonvergens for
reella serier har vi ocksa, och den séiger som bekant att om den positiva serien > 7, |an| &r
konvergent, si dr ocksa den reella serien Y~ | a, konvergent, och for summorna giller i sa fall
olikheten Y77 | an| < >°07 ; |an|. Den senare satsen har en motsvarighet fér komplexa serier:

4.4. Sats (Absolutkonvergens). Om den positiva serien >~ | |a,| &r konvergent, sa ir
ocksa den komplexa serien Y ° | a,, konvergent, och

0o 0o
D an| <) lanl
n=1 n=1

vi séiger i sa fall att ) | a, dr absolutkonvergent.

Bevis. Eftersom |Rea,| < |an| och |Imay,| < |a,| ger jamforelsekriteriet att de bada positiva
serierna »_~ ; |[Rea,| och >7 | [Ima,| #r konvergenta. Satsen om absolutkonvergens for reella
serier medfor dérfor att de reella serierna Y2 | Rea,, och > ° | Ima,, dr konvergenta, och dérmed
ar den komplexa serien -, a, konvergent, enligt Proposition

Olikheten i satsen bevisas pa samma sétt som en liknande olikhet for integraler i Proposition
B pa s. eftersom serier har samma linjaritetsegenskaper som integraler. Detaljerna i beviset

utelamnas déarfor har. |
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4.5. Exempel (Konvergensundersdkningar). Vi underssker konvergens foér de tre serierna

ian:iltﬂem, Zb Zl+m och icn:i#
n=1

n=1 n=1 n=1 n=1

Till att borja med konstaterar vi att divergenstestet inte kan anviindas pa nagon av serierna
eftersom a,, — 0, b, — 0 och ¢,, — 0 da n — oc.

Da _
1 + ein

mn mn
ket il

2

jan] = | — - — = n=123..,

och den positiva serien Y7, 2/n? dr konvergent, ger jimforelsekriteriet att > | |an| &r konver-
gent, och didrmed &r Y7 | a, konvergent, ja t.0.m. absolutkonvergent.
Vidare far vi att

1472 1+ V1 2 1
|bn|: i :| +Zn|: tn Ziz_a n:15233a"'5
n? n? n? n? n

och eftersom > 7 | 1/n dr divergent &r ocksa -, |b,| divergent, enligt jimforelsekriteriet. Satsen
om absolutkonvergens ger darfor inte besked om huruv1da >0 1 by dir konvergent eller divergent.
Vi undersoker i stéllet real- och imaginérdelarna separat, alltsa de reella serierna

ZReb Z% och ilmbn:i%,
n=1 n=1 n=1

och ser omedelbart att >~ | Re by, &r konvergent men att >~ | Im b, &r divergent, varfor Y~ | by,
ar divergent enligt Proposition
Slutligen ser vi att

1+ine™  14i(=1)" Vitn? 1
Cn = +ZT;6 = +Z(2 )nv sa |Cn|:#z_a n:15273a"'5
n n n n

varfor dven > 7 | |c,| dr divergent. En underskning av real- och imaginirdelarna ger hir att

S Ree, =3 5 aeh Zlmcn -y e

n=1 n=1 n=1
och bada dessa serier dr konvergenta, den senare eftersom den #r en Leibnizserie: serien ér al-
ternerande och beloppet av termerna, 1/n, avtar mot noll da n — oo. Saledes &r Zzozl ¢y, konver-
gent enligt Proposition (men alltsa inte absolutkonvergent). A

Vi kommer ocksa att behdva numeriska serier av typen

Z ap=...4+a_o+a_1+ay+ar+as+...,

k=—o0

dér ap € C for alla k € Z, s.k. dubbelsidiga serier. En sadan serie ségs vara konvergent om

delsummorna
n

Smp = 0—m + Qom41 + ...+ ap_1+ap = Z ag
k=—m

har ett grinsviarde s € C nir m — oo och n — oo oberoende av varandra; detta griansvirde sigs i
sa fall vara seriens summa, och vi skriver > - aj = s. I annat fall séigs serien vara divergent.

Definitionen ovan séiger att > - aj ir konvergent med summan s € C precis da det till
varje € > 0 finns ett positivt heltal N sadant att |s,, , — s| < € for alla m > N och n > N. Av
detta foljer att > - a, ir konvergent om och endast om de bada (vanliga enkelsidiga) serierna
Yo gan =ag+ a1 +az+...och Y7 a_, = a_y +a_y + ... ir konvergenta, och i s& fall blir
dess summa summan av dessa tva seriers summor:

oo

Z Zan—i—Za_ (ap+a1+az+...)+ (a1 +aa+...). (4.1)

n=—oo



62 4 Serier

4.2 Komplexa potensserier

I kursen i envariabelanalys behandlades reella potensserier, se Forsling-Neymark avsnitt 10.3
(Potensserier). Steget till kompleza potensserier dr inte heller det sirskilt langt.
En komplex potenserie &ér en serie av formen

oo

E ™ = co+ 1z + 222 F 32+

n=0
dér z € C &r en variabel och cg,cy,co,... € C &r givna konstanter, s.k. koefficienter. For varje
fixt z far vi en numerisk serie Y7 jan = ag + a1 + a2 + a3 + ..., dir a, = ¢, 2"

For att hitta var en potensserie konvergerar behover vi forst ett resultat déar man jamfor
numeriska serier med geometriska serier. I envariabelanalysen formulerades rot- och kvotkriterierna
— och dessutom bevisades rotkriteriet — och det fungerar pa precis samma sétt for komplexa serier:

4.6. Proposition (Jamférelse med geometrisk serie). Lat >~ a, vara en numerisk
serie. Om nagot av gransvirdena

An+41
Gp

Q= lim V/|a,| (rotkriteriet) eller Q = lim

n—r oo n—oo

(kvotkriteriet)

existerar, 0 < @ < oo, sa giller foljande:

i . absolutkonvergent om @ < 1 (inklusive fallet @ = 0),
a, Ar
— divergent om @ > 1 (inklusive fallet Q = c0).

(Kriterierna ger inte besked ifall @ = 1, se s.[63])

Bevis. Beviset dr identiskt med beviset i det reella fallet, men for att underldtta diskussionen i
Anmiirkning [£7 nedan presenterar vi éinda beviset av rotkriteriet. Antag dirfor att ¥/|a,| — @
da n — oo, dir 0 < @Q < oc.

Om a ena sidan @ < 1 (inklusive fallet @ = 0) kan vi viilja ett (nagot storre) tal ¢ sadant att
Q < q < 1, och till detta ¢ finns ett heltal N sadant att {/|a,| < ¢ for alla n > N. Saledes &r
lan| < ¢™ for alla dessa n, varfor > 7 |a,| < Y07\ ¢™, dédr den senare serien ér en konvergent
geometrisk serie eftersom 0 < ¢ < 1, och dérmed &r den positiva serien »  \ |an| konvergent
enligt jamforelsekriteriet for positiva serier; att Y |an| &r konvergent foljer nu omedelbart.

Om & andra sidan @) > 1 (inklusive fallet @) = co) kan vi vélja ett (nagot mindre) tal ¢ sadant
att 1 < ¢ < @, och till detta ¢ finns ett heltal N sadant att {/|a,| > ¢ for alla n > N. Saledes &r
|an| > ¢™ for alla dessa n, och eftersom ¢ > 1 dr |a,| > 1, s a,, gar inte mot noll da n — oo (féljden

AN, AN+1,AN+2, - .. 4T t.0.m. obegrinsad), sa serien ZZOZO an ar divergent enligt divergenstestet.
Man kan visa att om lim,—,cc |ant1/an] = Q, dir 0 < Q < oo, sa ér ocksa lim, 00 {/]an| = Q,
och kvotkriteriet foljer darfér omedelbart av rotkriteriet. |

4.7. Anmirkning (*En formulering med limsup). I fallet Q > 1 i beviset av rotkriteriet
ovan riicker det egentligen att olikheten {/|a,| > ¢ géller for odndligt manga heltal n > N for att
vi ska kunna visa att a,, inte gar mot noll da n — oo och att serien Y a, dérmed &r divergent
enligt divergenstestet; att olikheten géller for alla heltal n > N utnyttjas inte fullt ut i beviset.
Sjélvfallet behover inte {/|ay| ha nagot griansvirde @, 0 < @ < oo, dver huvud taget nér
n — 0c. Som ett enkelt exempel pa detta kan vi ta termerna a, = (2+ (=1)")"; da ir {/|a,| =3

for jamna n och {/]a,| =1 for udda n. Om vi ddremot sétter

Q = limsup V/|ay,],

n—r00
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déar vi for talfoljder to,t1,t2,... € R definierar lim sup, limes superior eller dvre grinsvirdet,
enligt
limsupt, = lUm sup{t,,tnt1,tni2, .-}
n—00 n—00

sa far vi alltid ett bestdmt viirde pa @, 0 < @ < o0, eftersom funktionen n + sup{t,, tn+1, tnto, - .-}
dr avtagande pa N (nér n vixer forsvinner ju tal fran méngderna vi tar supremum av). Om
Q < g <1 sa finns ett heltal N sadant att |a,| < ¢™ for alla n > N, precis som i beviset ovan, sa
Y02 o an dr absolutkonvergent. Om 1 < ¢ < @ sa finns oéndligt manga n sadana att |a,| > ¢",
och eftersom ¢ > 1 r > a, divergent.

Slutligen, om Q = lim,, o {/|a,| existerar, 0 < Q < oo, sa dr ocksa limsup,, . V/|an| = Q.
Det naturliga dr dérfor att lata @ = limsup,, ., {/|a,| 1 formuleringen av Proposition [L6] och
detta griansvérde existerar saledes alltid. A

For numeriska serier &r rot- och kvotkriterierna synnerligen grova: Om @ < 1 gar termerna
exponentiellt snabbt mot noll och om @ > 1 blir termerna (atminstone i en delfsljd) exponentiellt
snabbt obegrénsat stora, ja &nnu snabbare i de bada fallen om @ = 0 respektive QQ = cc.

Om @ =1 ger kriterierna inget besked 6ver huvud taget. Detta &r fallet bl.a. om termerna &r av
typen a,, = p(n)/q(n), dér p och g &r polynom; t.ex. dr ju > >, 1/n divergent medan y - | 1/n?
ar konvergent, och for bada &r @ = 1.

Kriteriernas anvindbarhet &r framst i samband med potensserier.

4.8. Sats (Existens av konvergensradie). Till varje potensserie

(oo}

g ez

n=0

hor ett entydigt bestdmt R, 0 < R < oo, kallat konvergensradie, sadant att

i n .| absolutkonvergent om |z| < R,
cpz2" Ar

— " divergent om |z| > R.

n=0

Skivan |z| < R kallas for seriens konvergensskiva (som &r hela C om R = oo och tomma
méngden @ om R =0).

Bevis. Hir anvinder vi limsup fran Anmérkning 7] men satsen kan ocksa bevisas utan hjilp
av lim sup, se Forsling-Neymark dér satsen visserligen formuleras for reella serier men beviset gar
igenom oférandrat for komplexa serier. Den som vill kan erséitta lim sup med lim nedan, och da fa
ett bevis for att R existerar i specialfallet att lim,, o, ¥/|cy| existerar.

Fixera z # 0, siitt a, = ¢,2™ och G = limsup,,_, ., {/|cn|. Eftersom {/|a,| = |z| {/|c,| far vi
att

0, G=0,
Q = limsup V/|ay,| = |z|limsup V/|c,| =< [2|G, 0< G < o0,
n—o0 n—r00 CX), G — OO,

sa Proposition [0 ger genast att

- > N absolutkonvergent om |z|G < 1, d.v.s. om |z]| < 1/G,
o= e i 4
= divergent om |z|G > 1, d.v.s. om |z| > 1/G,

n=0

s& R = 1/G uppfyller villkoren i satsen, om vi hdr gor tolkningen 1/0 = oo och 1/00 = 0. |
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4.9. Anmirkning (Om konvergens pa cirkeln |z| = R). Observera att Sats inte sdger
nagot om konvergensen da |z| = R, och faktiskt kan lite av varje hdnda dér. Studera t.ex. féljande
tre potensserier, alla med konvergensradie R = 1:

o0 < .n < .n divergens
z" — och —. -
IR ot > e
n=1 n=1 n=1 \
;. absolut—
Den forsta dr divergent pa hela cirkeln |z| = 1 (eftersom 2" 4 0 dan — oo \
nir |z| = 1) och den tredje &r absolutkonvergent pa hela cirkeln |z| = 1 | 0 .R;
(eftersom [2"/n?| = 1/n? da |z| = 1 och 2 1/n? #r konvergent), medan 1 y
den andra konvergerar i alla punkter pa cirkeln |2 | — 1 utom i punkten z =1, . konvergens ,
vilket dock iir svarare att bevisa, se Ovning [ ~ -
Mer om potensseriers konvergens pa randen t111 konvergensskivan finns i Avsmtt A

For att berdkna konvergensradien anvéander man normalt rot- eller kvotkriteriet, som i nedan-
staende exempel.

4.10. Exempel (Rot- och kvotkriterierna). Konvergensradien {6r potensserien

oo

gn 64
}: 2= 14423+ 20 112820 + ..
:On+1 3

kan bestdmmas med rot- eller kvotkriteriet. Satt, for fixt z # 0,

8" 3n
a, = ] .
Eftersom

" _ 8 3 _ 3 In(n +1) 3 _ o
Vil = g o = sl e () s =0 dino

och rotkriteriet séger att serien konvergerar om () < 1 men divergerar om ) > 1, inser vi att
serien konvergerar om |z| < 1/2 men divergerar om |z| > 1/2; alltsé &r konvergensradien R = 1/2.
Om vi i stéllet anvinder kvotkriteriet far vi féljande:

8n+1 3n+3 2 1 1
et | |2 TOID) g IEUR o ains
an, 8nz3n/(n+1) 1+2/n
och med samma avslutande resonemang som i férra stycket far vi att R = 1/2. A

Att multiplicera och/eller dividera en potensseries koefficienter med polynom paverkar inte
konvergensradien eftersom lim, - ¥/|p(n)] = 1 for alla polynom p (utom nollpolynomet). Vi
preciserar:

4.11. Proposition. Om p och ¢ ér polynom skilda fran nollpolynomet, och ¢(n) # 0 for alla
n € N, sa har potensserierna

Z cn 2" och p(n) cp 2"
— q(n)

n=0

samma konvergensradie.
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Vi ska nu visa att potensserier dr analytiska funktioner i sina konvergensskivor, och att de
dessutom far integreras och deriveras termvis dér.

4.12. Sats (Termvis derivering och integrering). Antag att potensserien >~ ¢, 2™ har
konvergensradie R > 0, och sétt

f(z):chzn:Co+012+6222+C323+---, |Z|<R
n=0

Da #r f analytisk i skivan |z| < R,

o
f(z) = chnz"71 =1 +2c02 + 332”4 ..., |z| < R,
n=1
och
> Cn, +1 6122 6223 632’4
F — nrl — + + + +..., <R,
(2) 7;0”+1z co% 5 3 2 |z]

dr en primitiv funktion till f i skivan |z| < R (alla ges av F + C, C € C).
Potensserierna for derivatan f’ och primitiven F' har ocksa konvergensradie R.

4.13. Anmirkning. Primitiven F' i satsen ovan kan ocksa skrivas i integralform:
F(z)= f(s)ds, |z| <R,
[0,2]

dér [0, z] som vanligt dr strdckan fran 0 till z. Detta foljer av Proposition B0 pa s. M3l eftersom
F &r en primitiv till f i skivan och F(0) = 0, varfor f[o . f(s)ds = F(z) — F(0) = F(z). A

I Forsling-Neymark bevisas motsvarigheten till Sats [1.12] for reella potensserier, men det gar
inte att 6verfora deras bevis direkt till var situation eftersom de anvénder sig av medelvéirdessatsen,
som &r ett rent reellt resultat, se Anmérkning [1.T8l T stéllet bygger vart resonemang pa foljande
hjdlpsats:

4.14. Hjidlpsats. Om |a|] < r och |z| < r, sa giller olikheten
|z" —a"| < nr" 7z — al, n=12...

3

Om dessutom z # a, sa géller ocksa olikheten

2" —a” n(n—1
T —na"t Sgrnfﬂz—(ﬂ, n=23,...
z—a 2
Bevis. Beviset bygger pa identiteten
(%) 2" —a" = (z—a)(Z" P+ 2" 2a 4 2" 30 4 22" za T 0T,

som inses genom direkt utveckling av hogerledet. Eftersom det finns precis n termer i den hogra
parentesen och alla termer dér har belopp hogst v~ ! far vi att

2" —a"| < [z —al(l2["7" + 2" Plal + .+ [2la]" 7 + o] TT) < |z —a] e

och ddrmed ar den forsta olikheten bevisad.
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Anvinder vi sedan (x) da z # a samt den forsta olikheten upprepade ganger far vi att

2" —a"

—na" =" 2" 2 za" 0" —na™ Y
z—a

="' ="+ (" —a"a+ ...+ (z—a)a"?

<l —a" T+ 22— la] 4. 4 |2 — alla]" 2
<lz—al-(n—=1)r"2 4|z —a|-(n—=2)r"3r+... 4+ |z —alr"?
=lz—al((n—1)+ (n—2)+...+ 1)r"? = {aritmetisk summa}

_ TL(?’L - 1) n—2

=|z—a 5"

och dérmed &r beviset av den andra olikheten klart. ]

Bevis av Sats PropositionETTmedfor genast att de tre potensserierna i satsen har samma
konvergensradie, alltsa R.

Fixera a med |a| < R, och vilj sedan r si att |a] < 7 < R; da &r serierna y -, nc,a” ! och
> o (n(n—1)/2)|c,|r" "2 konvergenta. Om |z| < 7 och z # a far vi fran Hjélpsats EId att

n=2
o0 oo
Z"—a" n—1
g en | —— —na < E len]
z—a
n=2

n=2
<|z—a|§:|c |Mr"72—>0 daz—a
— n 2
n=2

n n
R
zZ—a

f(z) = f(a) _ in‘ _

zZ—a

eftersom Y77, (n(n — 1)/2)|c,|r" =2 &r konvergent och oberoende av z. Saledes &r

f'(a) = lim 7‘“2) AC) = incnanfl.

z—a zZ—a

Slutligen, eftersom serien for F(z) har konvergensradie R dr den analytisk dir |z| < R enligt
ovan, och termvis derivering ger direkt att F’(z) = f(z) for alla z med |z| < R. |

4.15. Exempel (Manipulation av geometrisk serie). Den geometriska seriens summa beriknade
vi 1 Proposition 2}

- 1
1 i - S = <1
(%) +z+z2i+ 2742+ 7;02 15 |z]
Termvis derivering av () ger att
- d 1 1
14224322 +42° + ... = nl = — = , <1,
+22+32°+42° + nz::lnz el G e |z
och multiplikation med z ger oss sambandet
Z+222+323+4z4+...:n§1nz":ﬁ, |z| < 1; (4.2)

exempelvis kan vi rikna ut summan av f6ljande numeriska serie, eftersom z = 1/3 ligger i konver-
gensskivan:

1 2 3 4 = n 1/3 3
_+_+_+_+”'723_”7m71'



4.2 Komplexa potensserier 67

A andra sidan ger termvis integrering av (x) att

22 53 L4 L5 > n+l
z+2+3+4+5+ 2051 og(l—2)+ |z
for nagon konstant C' € C, eftersom — Log(1 — z) dr en primitiv RN
funktion till 1/(1—z) i omradet 2 = C\ [1, +o0[, som ju innehaller ~ / A
enhetsskivan |z| < 1. Insittning av z = 0 bestdmmer konstanten: | 6 172 <>1 *****
\ /
0=—Log(l1-0)+C, sa C=0. \\\_,//
Vi kan &ven nu berdkna vissa numeriska serier, t.ex.
1 1 1 1 = = (1/2)n ! 1
e = —Log(l—=)=In2
R TP T ; T;O n 1 og(l—3) =In2,
eftersom z = 1/2 ligger i konvergensskivan. A

Vi kommer ocksa att behova serier dér vi tillater negativa potenser av z, d.v.s. dubbelsidiga
potensserler Zn__oo cn2™. Enligt I pa s. [61] &r en sadan serie konvergent precis da serierna

oo gcnz™ och Y07 ez " bada dr konvergenta, och i s fall blir dess summa

(oo}

oo oo
Z cnz":chz”Jch,nz*": (c0+clz+0222+...)+(%+CZ;22+...).
n=0 n=1

n=—oo

Hér &dr den forsta serien i hogerledet, ZZO:O cp 2", en vanlig potensserie, som déarfér har nagon
konvergensradie R, och om g(z) betecknar denna series summa i skivan |z| < Ry sa ér g analytisk
ddr. Om vi i den andra serien séitter w = 1/z far vi en potensserie >~ | ¢_,w™ i variabeln w, som
dérfor har nagon konvergensradie r, och om h(w) betecknar denna series summa i skivan |w| < r sa
dr h analytisk ddr. Saledes dr funktionen z — h(1/z) analytisk i omradet |z| > Ry = 1/r, och om
Ri < R ir alltsd serien Y 2 ¢,2™ absolutkonvergent i omradet Ry < |z| < Ra, som vi kallar
seriens konvergensring (dven om det i fallet 0 = R; < Ry < oo #r en punkterad skiva, i fallet
0 < Ry < Ry = oo #r omradet utanfér en cirkel, och i fallet 0 = Ry < Ry = oo ér C* = C )\ {0}).

Vi sdtter nu divergens
g - absolut—>.
= e —g b Ri<ll<Rn @) \
n=—o0 ’ R2 g d1v Y )
\
l Rl 00 ) |
och denna funktion ir alltsa analytisk. Derivatorna ¢’(z) och h'(w) far vi \ W
genom termvis derivering enligt Sats LIZ och tillsammans med kedjeregeln kon\vér/gens
ger detta att SO
F'(z)=4¢'(z)+ h’( ch 4 inc (1)7171 = i nepz" !
n< 22 ‘ —n > n )
n= n=—oo

sa serien for f far deriveras termvis, precis som vanliga potensserier, och serierna fér f och f’ har
samma konvergensring.
Om vi dessutom sétter

>

n_;éfl

s& har ocksé F' samma konvergensring som f, och termvis derivering enligt ovan ger direkt att

() Flzy= Y e = Y oz - 0*71 = f(2) - C;_l

n=—oo n=—oo

n#—1
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F(z) ér saledes en primitiv funktion till f(z)—c_;/z i konvergensringen, och den fas genom att ta
primitiver termvis och ldgga ihop. Notera att f sjdlv har en primitiv i hela ringen om och endast
om c_1 = 0 eftersom 1/z saknar primitiv i ringen, jfr Anmérkning BT pa s.

Lat nu C, vara cirkeln |s| = p tagen ett varv i positiv led. Eftersom F' trivialt har en primitiv
i ringen (néimligen F') ger integration av () ovan att

/C (f(S)—%)dsz/CF’(s)ds:O, Ry < p< R,

enligt Sats BI0 pa s. @3 Men [, ds/s = 2mi, sa koefficienten ¢_; for 27! i potensserien ges av
P
sambandet

() =g [ S Ri<p< Ry

Vi ska nu se att dven Ovriga koefficienter ¢, kan skrivas som integraler. Studera for fixt n € Z

potensserien
o0 o0
E cpFnTl = gl E cxz”, n € 7.

k=—o0 k=—o0

Den har samma konvergensring som f, dess summa i ringen &r f(z)/2z""!, och koefficienten for
271 i denna serie #ir ¢, s enligt (xx) ovan ir
1 f(s)

Cp = — ds Ri<p< Ry, nez.
"2 c, " L=r >

Vi har ddrmed bevisat foljande entydighetsresultat:

4.16. Proposition (Entydighet hos koefficienterna). Om serien .~ c,z" har kon-
vergensskiva |z| < R, eller om serien > ° _ ¢,z" har konvergensring Ry < |z| < Ra, och
vi siitter f(z) = Y07 cnz™ respektive f(z) = Y07 ¢,2™ i konvergensomradet, sa ges
koefficienterna ¢,, av sambandet

L),

Cn =
; n+1
2mi Jo, s

for alla moturs cirklar C), med centrum i origo och radie p som finns i konvergensomradet.
Speciellt dr seriens koefficienter ¢, entydigt bestdmda av seriens summa f.

4.17. Exempel (Konvergensring fér dubbelsidig potensserie). Studera potensserien

oo

> ez SR S S S N U I
"=+ —+—=+—=+- -+ =+ =
" 24 28 22 2 2 4 8 16
n=—oo
hir dr alltsa ¢, = —n for n < 0 och ¢, = 1/2™ for n > 0. For att bestdmma konvergensringen

Ry < |z| < Ro skriver vi

- 28 1 2 3
ST et <1+2+Z+§+ )+(;+;+ +—+ > Z Z

n=—oo
Rotkriteriet tillimpat pa den forsta serien i hogerledet ger att den konvergerar da |z| < 2 och
divergerar da |z| > 2, medan kvotkriteriet tillimpat pa den andra serien ger att den konvergerar
| <2, och i
denna ring definierar potensserien en analytisk funktion. A
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Vi avslutar detta avsnitt med att diskutera medelvirdessatsen, som alltsa dr ett rent reellt
resultat:

4.18. Anmirkning (*Medelvirdessatsen &r inte sann for komplexvirda funktioner).
Medelvirdessatsen i reell analys séger som bekant att f(b) — f(a) = f'(£)(b—a) for nagot £ mellan
a och bom f:R — R ar tillrackligt snill, se Forsling-Neymark.

Att satsen inte géller for komplexviirda funktioner av en reell variabel, f : R — C, ses enkelt
med motexemplet f(t) = e, a =0 och b = 27. Hér #r nimligen

f) = f(a)=¢e?" —e® =0  medan  f(E)(b—a)=1ic-2r £0 for alla .

Uppskattningen
£(b) = fla)] < max [F' ()] - 16— al
giéller dock alltid, vilket foljer av ML-uppskattning i likheten f(b f (¢

Satsen géller som véntat inte heller for analytiska funktioner f , 1nte ens om man skulle tillata
att £ € C ligger pa nagon kurva v mellan a € C och b € C; motexemplet f(z) = €¥*, a = 0 och
b=2r fungerar 'a'uven hér. Uppskattningen [f(b) — f(a)] < max,ey |f'(2)| - L(v) #r dock sann,
eftersom f(b f f'(s) ds nér v &r en kurva fran a till b i det omrade dér f dr analytisk;

hir dr L(y) 1angden av 7. A

* OVNINGAR - repetition Envariabelanalys 2

* 4.1 Berikna summan av foljande serier om de ar konvergenta.
11 1 - — (-1 —5.2"
8+2+-+-+... 2— 1— ——... 4" (d
(a) 84245+ g+ (D) 2-v2+ f+2 (c); @y

_1\n
* 4.2 Ar serien g ——— absolutkonvergent? Om inte, &r den &nda konvergent?
n

* 4.3 Kan rot- eller kvotkriteriet anvindas for att avgéra om foljande serier &r konvergenta?
Om inte, avgor konvergens pa annat sétt!

> n2 0 n2n/2 0 ) q e (7 n
@ > 3 Z DILENCDY
n=2 n=1 n=0 n==8
* 4.4 Bestam konvergensradien for féljande potensserier:
o0 :I,'n o0 TL2:CW’ o0 o oo :C2n o0 1 n —
SDSEANNTD JEESRNED SHENTID ety n) o) (RENIE
n=0 n=2 n=0 n=0 n=1

* 4.5 Hirled Maclaurinserien fér In(1+x) genom att integrera Maclaurinserien fér dess derivata.
Konvergensradie?

* 4.6 Utga fran en geometrisk serie fér att berdkna

@ 3 na” (b)ZIQ% © 302 Z;‘— ZMH DX Ty D

* 4.7 Satt formellt in ¢z istdllet for i Maclaurinserien for exponentialfunktionen och tag real-
och imaginérdelar. Kénns resultatet bekant?
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+* OVNINGAR - 6vriga uppgifter

* 4.8 Ar foljande numeriska serier absolutkonvergenta? Om inte, #r de dnda konvergenta?

o sinn — sinni — 1 — 1 — "
b d — —
(a);n2 ();1 — (C);n—i ()7;0"2” (e);n
* 4.9 Bestdm konvergensradien fér potensserierna
(34 4d)" 2" S = "
——7F— (b
(&) 7;1 n? ( )7;03”4-713 () ;(24—@'4-(—1)")"

on
n

(Jfr Ovning [.5)

NE

*4.10 Om |z| < 1, berdkna (a) an” (b) ZnQ,z" (c)
n=1 n=1

Il
i

n

4.11 Berik "% da ki h ok i TN fo R.
* erikna Zoe dar den konvergerar, och underso ag&r Zoe sinng for g €
* 4.12 T integralkalkyl forekommer som bekant partiell integration: Om f och ¢’ dr kontinuerliga
pa [a,b], sa &r fabf(:c)g(ac) dr = F(b)g(b) — f; F(x)g'(x) dz, dér F(z) = [ f(t)dt; ob-
servera att vi hdr har valt den primitiv F till f som uppfyller F(a) = 0. Fér summor finns
i stéllet partiell summation: Om ag, a1, as, ... och by, b1, ba, ... ar talfoljder, sa ar

N N-1
D anby = Anby = Y Ap(bni1 —bn), N>1, dir A, =33 ak;
n=0 n=0

har ar alltsa A,, n € N, delsummorna till serien ZZOZO ag.

(a) Bevisa formeln for partiell summation, t.ex. m.h.a induktion.
(b) Antag att b, “\, 0 och att Ag, A1, As, ... dr en begrinsad talfoljd, alltsa att det finns
en konstant C' sadan att [4,| < C for alla n. Visa att >~ a,b, ir konvergent.

(c) Visa att Y .-, 2"/n #r konvergent (men inte absolutkonvergent) om |z| = 1 men
z # 1.
(d) Antag att Y °  a, ér konvergent. Visa att lim, ,1— Y " o ant™ =Y 07 ap.

4.3 Serieutvecklingar for analytiska funktioner

I féregaende avsnitt sag vi att potensserier — &ven sadana med negativa exponenter — ar analytiska
funktioner i de omraden déar de konvergerar. I detta avsnitt ska vi visa omvéndningen: Analytiska
funktioner f kan utvecklas i sadana serier, ndmligen i Taylorserier om f &r analytisk i en skiva,
och i s.k. Laurentserier om f &r analytisk i en ring.

Vi antar till att borja med att skivan eller ringen har centrum i origo, for enkelhets skull.

4.19. Sats (Existens av Maclaurinserie). Antag att f dr analytisk i skivan |z| < r, ddr
r > 0. Da &r

F =Y e, el <,
n=0
déar -
1 (s) . f"(0)
=5 CPS"HdS_ P O<p<r,neN,

och C,, ir cirkeln |s| = p tagen ett varv i positiv led. For serien, som kallas Maclaurinserie,
giiller att dess konvergensskiva |z| < R innehaller skivan |z| < r, d.v.s. att R > r.
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Bevis. Fixera z med |z| < 7, och tag sedan p sadant att |z| < p < r. Cauchys integralformel
(Foljdsats B20 pa s. E7) tillimpad pa skivan w = {s : |s| < p} med randen C, orienterad moturs
ger da att

flz) = L &ds.

2mi Jo, s — %
Om vi sétter w = z/s far vi, for varje N € N, att

1 1 1 1 9 N wN+1
== =—|1l4w4+w +...4Fw" +
s—z s 1—w s 1—w

N on (z/s)NJrl
= E +
sntl s—z
n=0

vilket medfor att Cauchys integralformel fér f ovan kan skrivas om till likheten

(*) Z <L ; Sn(iz dS) 2" = f(z) — %/C M‘f‘(s) ds, N eN.

21 ™ s—z
n=0

Vinsterledet ér helt enkelt summan Ziv:o 2", dér ¢, = f((0)/n! enligt Cauchys integralformel
for derivata (Foljdsats B.22] pa s. E]]), sa ¢, dr oberoende av z. ML-uppskattning av integralen i
hogerledet ger, eftersom |z/s| = |z|/p < 1 och |s — 2| > p —|2| > 0 for alla s € C,,, att

1 (z/s)" L (/™
_/Cp ——f(s)ds

< — - ——— max|f(s)| - 2mp =0 da N — oo.

2mi s—z 2 p—lz| seC,

Genom att lata N — oo 1 (x) far vi ddrfor att Ziv:o cnz™ — f(2), och eftersom z var godtyckligt
valt i skivan |z| < r géller detta i hela skivan. Speciellt konvergerar potensserien y_ >~ c,2™ for
alla z med |z| < r, sa dess konvergensradie R uppfyller olikheten R > r. [ |

Satsen siger speciellt att konvergensskivan |z| < R for f:s Maclaurinserie innehaller varje skiva
|z] < r dér f dr analytisk; det kan intréiffa att R > r dven om r &r radien for den storsta skivan av
denna typ dir f édr analytisk, jir Exempel EE3Tl 1 Avsnitt ldngre fram i texten definieras s.k.
singulariteter till f, och dir ska vi se att man ofta m.h.a. sadana kan bestimma R (se Foljdsats
[454). Redan nu kan vi dock formulera ett enkelt resultat om bestdmning av R som fungerar i
manga situationer:

4.20. Proposition (Om Maclaurinseriens konvergensradie, resultat 1). Antag att f
dr analytisk i skivan |z| < r ddr 0 < r < 0o, och att det finns nagon punkt ¢ pa cirkeln |z| = r
med egenskapen att nagon av f, f’, f”, ... saknar dndligt gransvirde nir z — ¢ inifran. Da
har Maclaurinserien for f konvergensradie R = r.

Villkoret i Proposition [£.20] &r alltsa tillrdckligt for att konvergensrazdien ska vara just r. Det
ar dock inte nédvindigt, vilket t.ex. funktionen f(z) = > 7 27"z"", |z| < 1, visar. Denna
potensserie (tillika f:s Maclaurinserie) har konvergensradie R = 1, och alla funktioner f, f/, f”, ...

har éndliga grinsviirden inifran i alla punkter pa enhetscirkeln |z| = 1, se Anmirkning .60

Bevis av Proposition [4.20L Lat S(z) = Y7 ¢,2" vara Maclaurinserien for f. Enligt Sats

TT19 &r S(z) = f(z) for alla z i skivan |z| < r, och serien har konvergensradie R > r. Vidare &r S
analytisk, speciellt kontinuerlig, i skivan |z| < R.
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Antag att R # r; eftersom R > r maste diarfor R > r. Men da &r S kontin-

uerlig i ¢ (ty |e| =7 < R), sa iy .
y \
. ) .
lim f(z) = lim S(z) = S(c) € €, e
[z|<r |z|<r " /

varfor f har dndligt gransvérde néar z — ¢ inifran.

Lat k € N. Da dr f*)(2) = S®¥)(2) for alla z i skivan |z| < r, och S**) ges av en potensserie med
samma konvergensradie som serien for S har, d.v.s. R, enligt Sats Vi kan saledes upprepa
resonemanget ovan med f*) och S*) i stiillet for f och S, och inser att #ven f) har #ndligt

gransvirde nir z — c inifran. Alltsa har f, f/, f”,... dndliga grinsvirden nir z — ¢ inifran, vilket
strider mot forutsattningarna, och saledes maste R = r. |
4.21. Proposition (Nagra elementéra funktioners Maclaurinserier). Om |z| < R dr
© n 2 3 4
expz = ZF :1+Z+§+§+Z+”" R = oc;
n=0
7 e (71)nz2n - 2 4 6 - -
COSsz = T;OW 71*54’?*54’, RfC)O,
) 0 (71)nz2n+1 2,3 25 2’7
=N = R = oo;
S T;O onr)l T tE owm oo o
e (71)n+1zn 2,2 23 2’4
Log(1 = —_—t =z — + = — — +... R=1;
og(1 + z) ; - R el SR :
PV(1+2)* = i ) om :1+az+M22+ R=1loma¢N
2 \» o ce :

Ovanstaende standardserier kdnner vi naturligtvis igen fran envariabelanalysen: byter vi ut z
mot x far vi helt enkelt de reella Maclaurinserierna for exp x, cosx, sinz, In(1 + x) och (1 4 x)“.
De kan ocksa hirledas pa samma siitt (genom upprepad derivering).

Konvergensradierna for serierna ovan kan berdknas direkt — enklast med kvotkriteriet — men
vi kan ocksa anvinda oss av Sats och Proposition [£20 pa f6ljande vis:

1. exp z, cos z och sin z dr hela funktioner. Deras Maclaurinserier har dérfor konvergensradie
R = o0, och funktionerna &r lika med sina respektive Maclaurinserier for alla z € C.

2. Log(1 + z) dr analytisk utom pa stralen |—oo, —1], sa den &r analytisk i skivan |z| < 1.
Eftersom Log(l + z) = In|l + z| + ¢ Arg(l + z) ser vi att ReLog(l + z) — —oo da
z — —1 inifran, sa Log(1 + z) saknar #ndligt grinsvirde da z — —1 inifran. Alltsa har
Maclaurinserien konvergensradie R = 1, och #r lika med Log(1 + 2) da |z| < 1 (bl.a.).

3. Om a € N sa édr (1 + z)* ett polynom, alltsa en hel funktion (med #ndligt manga termer
i sin Maclaurinserie), varfor R = oo. I annat fall later vi k € N vara ett tal sadant att
Rea < k. Sitt f(z) = PV (14 2)® = exp(aLog(l + z)). Denna funktion &r analytisk i
skivan |z| < 1, f®)(2) = ala — 1) -...- (@ — k + 1) exp((a — k) Log(1 + 2)), och

lexp((or — k) Log(1 + 2))| = exp((Rea — k) In |1 + 2| — (Im ) Arg(1 + z)) — +o0

da z — —1 inifran, si ) saknar éndligt grinsvirde da z — —1 inifran (observera att
ala—1)-...-(a—k+1) #0). Maclaurinserien har dérfor konvergensradie R = 1, och &r
lika med PV (1 + 2)* da |z| < 1 (bla.).



4.3 Serieutvecklingar for analytiska funktioner 73

(Maclaurinserierna for Log(1 + z) och PV (1 + z)® konvergerar ocksa i vissa punkter pa randen
|z| = 1; mer om detta i Avsnitt [4.8])
Maclaurinserierna for
cosh z och sinh z,

och deras konvergensradier, hérleds enkelt ur Maclaurinserien for exp z, se Ovning E13)

4.22. Anmirkning (*Den ”saknade” standardserien). I Forsling-Neymark, kapitel 10.3,
finns ocksé standardserien arctanx = x — 23/3 4+ 2°/5 — 27/7 + ..., med konvergensradie R = 1.
Om vi hér byter ut x mot z far vi en komplex potensserie, ocksa med R = 1, som visar sig vara
Maclaurinserien fér funktionen (1/2¢)Log((i — 2)/(i + z)), vilket ocksa férklarar varfor R = 1.
Denna funktion betecknas Arctan z, och &r principalvirdet pa den flervirda funktionen arctan z,
som i sin tur, for givet z # =44, definieras som alla 16sningar w till ekvationen tanw = z, jfr
diskussionen om flervirda arccosz i Anmérkning pa s. B4 samt Ovning pa s. B Den
standardserie som ”saknas” i Proposition [2.27] dr saledes

o (71)n22n+1 23 2’5 27
Arct = —_— = =+ — — =+ ... R=1.
rctan z 7;0 o1 z 3+5 7+ )
Mer om arctanz i TATA78 Komplex analys fk. (Se Avsnitt [L.8] for beteendet da |z| = 1.) A

4.23. Anmirkning (¥*Maclaurinutveckling med restterm i integralform). Om f dr an-
alytisk i en skiva |z| < r f6r nagot » > 0 &r speciellt f[o,z] f'(s)ds = f(z) — f(0) da |z| < r. Pa
samma sétt som i reell analys (upprepad partiell integration) erhaller man dérfor for fixt z med
|z| < r och neN att

£(2) = £(0) + /[ 76 ds = 10+ [ = W] - /[ (5= (s

= F(O) + £(0)z + / (2 — $)1"(s) ds = { upprepa }

0,2]

2! n! n

Maclaurinpolynomet p,, (2)

" (n) _ g\n
=10+ @z + L0y IOy [ E o,
(0,7] :

Resttermen R, 41(z)

dér resttermen alltsa dr skriven i integralform. Med parametriseringen s = tz, t : 0 — 1, kan den
ocksa skrivas

P 1
RnH(z)*(’j;*Tl(l)?z”“, die ()= [ 0+ D= 070 12)

hér kan funktionen ¢, 41 uppskattas pa féljande vis:
1
loni1(2)| < I[Jga)]c\f(”“)l : / (n+1)(1—t)"dt = I[Iola>]<|f("+”\, 2| <
\Z 0 2

Saledes far vi foljande feluppskattning nér f approximeras med sitt Maclaurinpolynom p,:

|Z|n+1

() = pa(2)] = [Rusa ()] < max F] - 22

|z] <.

Vi kan dock inte skriva resttermen i Lagranges form, (f("+1) (€)/(n+ 1))z for nagot &, av
samma skél som att medelvirdessatsen inte fungerar for komplexvirda funktioner, se Anmérkning
4,18 Daremot kan vi skriva den i ordoform pa ett fér analytiska funktioner speciellt sétt, se Avsnitt
4 A
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Vi ska nu 6verga till att studera serieutvecklingar for funktioner som &r analytiska i ringar, och
borjar med ett exempel.

4.24. Exempel (Serieutveckling i ring). Lat

2 z
& =5+

Vi ser att f ar analytisk utom i punkterna z = 1 och z = 2.

Till att borja med dr f analytisk i skivan |z| < 1 och dr dérfor lika med sin Maclaurinserie i
denna skiva.

f dr analytisk ocksa i ringen 1 < |z| < 2, och en naturlig fraga dr om f, dven i denna
ring, kan skrivas som en konvergent (vanlig enkelsidig) potensserie. Om detta vore mojligt, sa att
f(z) = Y07 genz™ for 1 < |z| < 2, s& skulle potensserien ha konvergensradie R > 2. Dérmed
skulle potensserien vara en analytisk funktion i hela skivan |z| < 2, och speciellt vara kontinuerlig
i punkten z = 1. Som i beviset av Proposition skulle vi da fa en motsigelse eftersom f blir
obegrinsad nér z — 1 inifran ringen 1 < |z| < 2. Nagon sadan serieframstillning av f finns alltsa
inte i ringen 1 < |z] < 2.

Niista naturliga fraga dr om vi i stéllet kan skriva f som en konvergent dubbelsidig potensserie
sa att f(z) = D00 ez for 1 < |z| < 2. Svaret pa denna fraga #r ja. Faktum &r att serien i

n=—oo

Exempel 17 har precis réitt summa:

[ P i a2 V(A3 1<z <2
2—z (2—1)2 2 4 8 z 22 28 ’

Den forsta serien i hogerledet dr néimligen en geometrisk serie med kvot z/2 och har dirfor summan
1/(1—-2/2)=2/(2—z) da |z| < 2. Den andra serien fas genom att byta z mot 1/z i ekvation (4.2l
pa s. 66 och har dirfor summan (1/2)/(1 —1/2)* = 2/(z —1)? da |2| > 1. A

Vi ska nu se att varje funktion f som &r analytisk i en ring kan utvecklas i en dubbelsidig
potensserie i ringen:

4.25. Sats (Existens av Laurentserie). Antag att f dr analytisk i ringen r < |z| < rg,
diar 0 < rqy < ro < oco. Da ar

oo
f(z) = Z 2", r < |z] < rg,

n=—oo

1 (s)
n=5— . Snﬂds, r<p<rey, n€z, (4.4)

och C, ér cirkeln |s| = p tagen ett varv i positiv led. Serien, som kallas Laurentserie, har
konvergensring Ry < |z| < Ry som innehaller ringen r1 < |z] < ra, d.v.s. Ry <71 och Rg > ro.

Bevis. Beviset har stora likheter med beviset for Sats Tl Fixera z med r; < |z| < r2, och tag
sedan p; och po sadana att r1 < p1 < |z| < p2 < ro. Cauchys integralformel tillimpad pa ringen
w={s: p1 <|s| < p2} med rand dw = C,, — C),, ger da att
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! 1) 4o 1 f6)

2mi Jo,, 5= % 2mi Jo, s —%

flz) =

Eftersom |z/s| = |z|/p2 < 1 da s € C), far vi pa samma sétt som
i beviset for Sats [4.19 att

fa(z) := ﬁ SJCE—S)Z ds = Z (% (fn(ﬂ ds) 2"

Cpy n=0 Cpy

* 1
:Z<2m c, s"<+1 ) ch ’

dir ¢, for n € N ges av ([@4]). Steg * foljer av Cauchys integralsats, specialfall 2, eftersom funktio-
nen s+ f(s)/s"*! dr analytisk i hela ringen rq < |s| < rq, varfor vi kan byta radien ps till vilken
radie p som helst sa linge som 1 < p < ro; dérfor dr koefficienterna c¢,, samma for alla z i ringen.
Sjdlva potensserien konvergerar for alla z i skivan |z| < ro, sa dess konvergensradie Ro > 7.

Den andra integralen hanteras pa ett likartat sitt, men med w = s/z, sa att, for N = 1,2,3,.. .,

1—w sn+l s—z

11 11 N -1 N
- —'——<1+w+w2+...+ R ) Y = - Lsfa
z n=—N

s ! s s/2)N
e e $ (] ) L B
n=—N P1

Cpy Cpy

Den forsta delen av hogerledet ér helt enkelt summan Z;i7 N Cn2", dir ¢, for dessa n ges av
(&), igen enligt Cauchys integralsats, sa ¢, #r oberoende av z (men kan bero pa sjilva ringen).
ML-uppskattning av den andra delen ger, eftersom |s/z| = p1/|z| <1 och |s —z| > |z| —p1 > 0
for alla s € C),, att den delen gar mot 0 da N — oo, sa Z;i_zv 2" — fi(z) da N — oo. For
serien Y1 ¢,2", som ju konvergerar i nagot omrade |z| > R; och dirtill konvergerar for alla
z med |z| > 71, maste déarfor gélla att Ry < ry.

Sammantaget konvergerar serien Zflozfoo cnz™ 1 nagon ring Ry < |z] < Ra, ddr Ry < rq och
Ry >ra,0ch 3707 2" = f(z) dar <|z| <ra. [ ]

Man kan formulera ett resultat for Laurentseriens konvergensring som &r helt analogt med
resultatet for Maclaurinseriens konvergensskiva (Proposition 20): Om |¢| = ry (eller || = r2)
och nagon av f, f', f”,... saknar dndligt grinsvirde nir z — ¢ inifran ringen r1 < |z| < 7o, sa dr
Ry = ry (respektive Ry = 73).

Proposition[£.16]om entydighet hos en potensseries koefficienter medfér nu att varje konvergent
serie som ser ut som en Maclaurin- eller Laurentserie ocksa &r en sadan serie. Vi illustrerar med
nagra exempel.

4.26. Exempel. Eftersom e har Maclaurinserien

o

kan vi genom att sitta w = 1/z for z # 0 fa utvecklingen

w™ 2 3
—|_1+w+—+§+ w e C,

o0 n o0

e _ N~ /2)" o LU/t 1/2 1_/6' .

=) =) —1+ + Lt zeC,
n=0 n=0

och eftersom denna serie konvergerar i omradet och ser ut som en Laurentserie d&r den ocksa

Laurentserien for e'/# i C*, enligt Proposition E.10 A
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4.27. Exempel. Vi ska bestimma Maclaurin- respektive Laurentserier for

24— 2% - 8224+ 122—38

)= 22+22-3
i omraden med centrum i origo. Polynomdivision och partialbraksuppdelning ger forst att
1 2
2
=2 —-3z2+1-—+4+ .
1z) == : z—1 243 I
Vi ser att f &r analytisk utom i punkterna z = 1 och z = —3, sa de N
storsta omradena med centrum i origo dar f kan utvecklas i serier med . 11 A
potenser av z dr 4 P \
by ey |
M |z <1, \ L /
\ = /
) 1< |z| < 3, . )
(I11) |2] > 3, T
se figuren.
Geometriska serier med kvot z om |z| < 1 och kvot 1/z om |z| > 1 ger att
1 o0
_ n
. T = Zz, |z| <1,
= n=0 S 0o
z—1 1 1 1 1.n 1
S =)=y —, 2>,
z 1—(1/z2) zngo(z) ;Z”Jfl 12

och geometriska serier med kvot —z/3 om |z| < 3 och kvot —3/z om |z| > 3 ger att

1 1 I, zn = (—1)"2"
R — (——) = 7’” y |Z| < 3,
I ER e 37;0 3 T;O gt
z+3 1 1 I, 3.0 ~=(-1)"3"
ST D T e

vilket sammantaget ger oss foljande serier i de tre olika omradena:

[e'e] [e'e] _ 1)y

z2—32+1+2z"+22(3%, |z] <1,
n=0 n=0
=1 = (=)

2

flz) =4z *3”1*;%“”;%’ 1< 2] <3,

=1 = (—1)3n

2

z 73z+1fzozn+1+QZOW, |z] > 3.

Utvecklingen i omrade (I), alltsa i skivan |z| < 1, saknar negativa z-potenser och &r en Maclaurin-
utveckling, vilket dr som det ska vara eftersom f &r analytisk i den skivan. A

Att addera potensserier dr trivialt, liksom att multiplicera dem med en konstant ¢ € C:

o0 o0 oo

i anz” + i b2 = Z (an + bp)2" och CZ a2 = Z (can)z",

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

och serierna i hogerleden konvergerar atminstone dér serierna i vénsterleden konvergerar.

Att multiplicera potensserier, Y oo apz® S biz!, visar sig ocksa fungera pa ett intuitivt
naturligt satt: Varje term i den ena serien multipliceras med samtliga termer i den andra, och
dérefter summeras produkterna; om n € Z blir koefficienten for z” i produkten dérfér summan av
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alla termer axb; dér k + [ = n, precis som vid multiplikation av polynom. Att det fungerar sa ar
inte trivialt — det &r inte ens sjédlvklart att produkten kan skrivas som en potensserie 6ver huvud
taget, och dessutom far man ofta oéndligt manga termer i produkten med ett och samma gradtal.

4.28. Sats (Multiplikation av potensserier). Antag att konvergensringarna f6r
potensserierna Y po __axz® och 2 bz! bada innehéller ringen Ry < |z| < Ry, dir
0 < Ry < Ry < 0. Lat f(z) och g(z) vara dessa respektive seriers summor i denna ring, och
sitt h(z) = f(2)g(z). Da ér i denna ring h(z) = > 7 2™, dv.s.,

n=—oo

(oo}

Z apz® Z b2t = i cpz", dar ¢, = Z arpbn_r, n € Z;

k=—o0 l=—00 n=-—oo k=—o0

speciellt d&r de numeriska serierna Z,:';_OO arbn—1, n € Z, konvergenta.
Om de bada serierna saknar negativa potenser av z kan sambandet forenklas till

o o o n
E apz” - E bzt = E 2", diar ¢, = E arbp_r, n €N.
k=0 1=0 n=0

k=0

Bevis. Vi bevisar den andra delen av satsen, alltsa den del som handlar om vanliga (enkelsidiga)
potensserier. Den svarare forsta delen av satsen kan bevisas m.h.a. s.k. likformig konvergens av
(dubbelsidiga) potensserier, och ett bevis aterfinns i Avsnitt

Antag att potensserierna Y, apz® och 3,2 b;2! bada innehaller skivan |z| < R, dir R > 0.
Sitt f(2) = Yoo arz®, g(z) = Y2 biz! och h(z) = f(2)g(z), samtliga for |z| < R. Eftersom
f och g #r analytiska i skivan #r ocksa h det, sa h(z) = > 7 ¢,2" for alla z i skivan, och
Maclaurinkoefficienterna c¢,,, n € N, kan skrivas

h(”)(()) (fg n) f(k) (n— k)
_ (k) (n— k)
o= P = U = 552 ()10 -5 = oo

enligt den allménna regeln for hogre ordningens derivator av en produkt, ofta kallad Leibniz regel:
(f9) =Fg+ g, (fa)" =f"g+2f g+ fg". (f9)" = ["g+3f"g" +3f'g" + fg" etc. n

4.29. Exempel. Funktionen e'/# Log(1 + z) dr analytisk utom i origo och lings stralen |—oo, —1];
i omradet 0 < |z| < 1 har den dérfor en Laurentserie >~ ¢,2". Standardutvecklingar ger att

— /K (1) l+1 /1 1/2! 22 23
12 Log(1 => T4+ =+ -
e/* Log(1 + 2) - (+Z+22+ i-5+3

z
k=0 =1
n

oo
Z 2", 0<|z| <1,

=—00

se Proposition[Z2Tloch Exempel 26l Genom att samla ihop alla termer av, siig, grad 2 i produkten
far vi att

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—1.(=Z= T L= (=
=l ()t gt g sta gt
och allmént ar, for n > 1,
-1 n+1 1 -1 n+2 1 1 n+3 0 n+k+1
o CUS LD L ey
n 1! n+1 2! n-+ 2 n—i—k k!

k:O

pa liknande sétt fas att
o0 1)i+1

Zz l—n n<0,

=1
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I ovanstaende satser och exempel har vi utvecklat funktioner som ar analytiska i en skiva eller
ring med centrum i origo. Om i stéllet centrum ligger i zo € C sitter vi helt enkelt

w=z— 2 och studerar funktionen g(w) = f(w+ 20),

som da dr analytisk i en skiva eller ring med centrum i origo, och vi far serier av typen

oo (oo}

Z en(z = 20)" respektive Z en(z — 20)",

n=0 n=-—o0o

dér koeflicienterna c,, ges av integralformeln

1 f(s)
= 2mi /Cp (s — zo)"t! ds

for alla moturs cirklar C, med centrum i zg och radie p som finns i konvergensomradet. Den forsta
serien kallas Taylorserie, och for den kan koefficienterna ocksa skrivas ¢, = £ (z)/n!, medan
den andra serien fortfarande brukar kallas Laurentserie trots att konvergensomradets centrum inte
langre behéver vara origo (iven Maclaurinserier ér ju Taylorserier, for dvrigt).

4.30. Exempel. Lat
4
flz) =

234 2022
Vi ska utveckla f i en Laurentserie Y ° _ ¢,(z — 1)" i storsta mojliga omrade som innehaller
punkten z = i. Vi partialbraksuppdelar och sitter darefter w =z — 1, d.v.is. z =w + 1:

1 2 1 1 2i 1

&= -2 T 3a  wrl @+l wiity

Som funktion i w &r den analytisk utom i punkterna
w = —1 och w = —1 — 24, och eftersom |—1] = 1
och |—1 — 2i| = /5 éir de mojliga konvergensomradena < . 1
med centrum i w = 0 diirfor |w| < 1,1 < |w| < v/5 och Q Q
|w| > /5, se figur. Punkten z = 4 svarar mot punkten ! 08 ¢ 1 18
w=—1+1, somliggeriomréidet1<|w|<\/3déju N / N y
|-1+i| = v/2, och det ér alltsa serien i det omradet — “<=2i 7 gl -2
vi soker. -

z-planet w-planet

Geometriska serien med kvot —1/w da |w| > 1 ger att

oo

1 1 12‘”
- = — e — = — -1 n _ _1” —n—1 1
w+l w 1+1/w wn:o( fw)t =Y (=DM | > 1,

n=0
och termvis derivering ger dessutom att
! d —1 - n —n—
i 1 Crend DM AR T B

n=0

Vidare #r, med kvoten —w/(1 + 2i) da |w| < v/5,

1 1 1 s (*1)”10”
w+1+2¢*1+2¢'1+w/(1+2i)*27(1+2i)n+17 lw| < V5,

sa sammantaget far vi att
(o]

HOEDY % = 212 (z1)n(17;+ b _ Z% CUME-D" 1< VA

(z— 1)+t — (z—1)n+? (14 2i)"+1

n=0
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4.31. Exempel (*En Taylorserie med ”for stor” konvergensskiva). Lat f(z) = Logz.
Eftersom f'(z) = 271, f"(2) = (—1)z~2 och, allmént, f((2) = (=1)-...- (~n+1)z7" dan >3
far vi att Taylorserien S for f kring punkten z = ¢, dér ¢ inte ligger pa negativa realaxeln |—oo, 0],
ar

oo oo
IRV AR O SN G .
S(z)fnzzo p (z—¢) 7LOgC+;T’ |z —¢| <el;
notera att kvotkriteriet medfor att denna potensseries konvergensomrade r skivan |(z —¢)/c| < 1,
d.v.s. skivan |z — ¢| < |¢|.

Vi antar i fortsdttningen att Rec < 0 och Imc < 0, som i figuren intill. - -

-~ ~

Den storsta skivan med centrum i ¢ dér f &r analytisk ér skivan |z —c| < [Im¢| - - +% = a0
(morkgraifiguren), ty f dr inte analytisk pa negativa realaxeln |—oo, 0]. Detta 4 [ Y A
dr en strikt mindre skiva édn Taylorseriens konvergensskiva |z — ¢| < |¢|. Fran Lo ¢ y 1
Sats vet vi att f(z) = S(z) (dtminstone) i den mindre skivan, och vi ska ot
nu undersoka vilka virden S(z) har i resten av konvergensskivan. T-7

S ar Taylorserie for alla grenar till log z som har vérdet Logc i punkten
z = ¢, ty alla sadana grenar har samma derivator dir. Betrakta nu grenen —= 0
g(z) = In|z| +i0(2), dir —27 < 0(z) < 0; da &r speciellt g(¢) = Loge. ,~ b - - -
Funktionen g #r analytisk i hela skivan |z — ¢| < |c|, se figur, och dérfor a&r L 3
g(z) = S(z) i hela denna skiva. Vidare &r g(z) = f(2) i den del av denna skiva ¢ 1
som ligger i undre halvplanet Imz < 0, och didrmed &r ocksa S(z) = f(z) \\\ !

dér, medan g(z) = f(z) — 27 i den del som ligger i 6vre halvplanet Im z > 0, --
varfor S(z) = f(z) — 2mi dér.

S ar ett exempel pa en s.k. analytisk fortséttning av Log z fran den mindre skivan till den
storre. Analytisk fortsidttning behandlas i detalj i TATA78 Komplex analys fk. A

4.4 Serieutvecklingar med O(z")

I envariabelanalysen definierades symbolen O(z™) for n € N, se Forsling-Neymark avsnitt 8.2
(Maclaurin- och Taylorutveckling med restterm i ordoform): Den ér en allmén beteckning for en
funktion av formen z"b(x) dér b dr en funktion som #r begrinsad i en omgivning till 0.

Nér vi nu definierar symbolen O(z™) kréver vi mer én sa:

4.32. Definition. Lat n € N. Vi séiger att en funktion f dr (stora) ordo z", skrivet

om det finns en funktion g som ér analytisk i 0 (d.v.s. i nagon omgivning till 0) sidan att
f(z) =2"g(z)

i nagon omgivning till 0.

Eftersom g(z) = Y72, cxz”, Maclaurinserien for g, i nagon skiva |z| < r om g #r analytisk
10, ser viatt f(z) = O(z™) om och endast om f, i skivan |z| < r, kan skrivas som en konvergent
potensserie dér alla termer har grad > n.



80 4 Serier

4.33. Proposition (Rikneregler for ordo). Om m,n € N giller foljande:
1. 2" =0(z"),
22.m<n = 0E™+0(E")=0(:=m),
3. 0(z™)-O(z") = O(zm*"n),

(0(")" = 0@E"),

f(z) =0(z™) och g(w) = O(w") = g(f(z)) = O(=""),

e

o

e

O(s")ds = O(z" 1),
0]

7. (0(z"h) = 0(=").

Réknereglerna 1-5 ovan fér O(z") har direkta motsvarigheter for O(a™). Didremot behover
ovriga tva regler inte vara sanna i det reella fallet: O(z™) behover i sjidlva verket inte ens vara
integrerbar (regel 6) och O(z"*1) behdver inte ens vara deriverbar (regel 7).

Bevis av Proposition Definitionen av O(z") ger genast:
1. 2" = 2"g(z) dir g(2) = 1;
2. 2"Mg1(2) + 2"g2(2) = 2™g(2) dér g(z) = g1(2) + 2" """ g2(2) och n —m € N;
3. 2Mgi(z) - 2"g2(z) = 2" "g(2) dar g(2) = g1(2)g2(2);
4. (zmgl(z))n = z"M"g(z) dédr g(z) = (gl(z))n;

5. om f(z) = z’:gl(z) och g(w) = w"ga(w) séi Ar g(f(z))n ( f(z ))ngg(f(z))
= (zmgl(z)) gg(f(z)) = 2"™"h(z) med h(z ( 1(z ) gg( )

)
6. termvis integrering av f(z) = > p cpz® ger f fls)ds =307 1y ck12" [k

7. (Z"Jrlgl(z))/ = 2"g(z) dir g(z) = (n+ 1)g1(2) + zg1(2).

Foljande entydighetsresultat kénner vi ocksa igen ifran reella O(z™):

4.34. Proposition (Entydighet hos koefficienterna). Om n € N och
cotcrzt. ... Fep2" +O0E"Y) =dy+diz+ ...+ dp2™ + O,

SééiI‘CQ:do, Clzdl,...,cn:dn.

Bevis. Pastaendet foljer direkt fran Proposition [£16, men vi ger hiir ett mera elementért bevis.
Enligt forutsittningen finns det funktioner g(z) och h(z), analytiska i skivor |z| < d; respektive
|z| < 02, sadana att, med § = min(dy, dz2),

cotecizd ..otz +2"Mg(z) =do+diz+ ...+ dp2"™ + 2" TA(2), |z] < 0,
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varfor y y J
Co—a  C1— 1 Cn —
h(z) —g(z) = g i "Z =, 0<|z| <6é.
Eftersom h(z) — g(z) — h(0) — ¢g(0) € C da z — 0 och hogerledet blir obegrinsat da z — 0 om
ek — dy, # 0 for nagot k € {0,1,...,n} maste alltsa ¢, = dj, for k =0,1,...,n. [ |
4.35. Exempel. Vi ska bestimma alla termer av grad hogst 3 i Maclaurinserien for Sy
cos 2z
)= o 3mi
och dven bestdmma seriens konvergensskiva. i
Vi ser forst att f dr analytisk utom dér P
°0 )
ef+1=0 & e=-1 < z=log(-1)=1i(r+2nw), n€Z. \\\O//
—i
Eftersom cos2z # 0 1 dessa punkter inser vi att |f(z)| = +oo da z nédrmar sig var
och en av dem, sa Maclaurinseriens konvergensradie R = 7, enligt Proposition .20 o —3mi
For att bestimma borjan pa sjilva serien gor vi ansatsen
2 o
f(z) — cos 2z = Co —|— C1z + C222 + C3Z3 + 0(2’4) ° 57”

e*+1
och anvinder standardutvecklingarna cosw = 1 — w?/2 + O(w?*), med w = 2z s& att cos2z =
1—-2224+0(2%), och e =1+ 2 + 22/2 + 23/6 + O(z*). Multiplikation med e* + 1 ger att

2 .3
1—22" + O0(z") = (co + c12 + c22” + c32° + O(z%)) (2 TR AT (9(2:4))

576
C C C
=20+ (co+201)2 + (5 + o1 +20) 2%+ (EO + 5 et 2e) 2+ O,

och entydighet hos koefficienterna (Proposition [£34] ovan) ger det triangulira ekvationssystemet
2c0 =1,¢c90+2c1 =0, ¢g/24+ ¢1 +2c2 = =2 och ¢g/6 + ¢1/2 + ¢2 + 2¢3 = 0, med den entydiga
losningen ¢g = 1/2, ¢y = —1/4, ¢ca = —1 och ¢z = 25/48. Alltsa far vi serien

L n 2523
4 48

1 4
=215 + O(z%), |z| <,
och att detta verkligen dr (bérjan av) Maclaurinserien foljer ocksa av Proposition 1341 A

4.36. Exempel (Alternativ 16sning till Exempel d.35]). Vi kan ocksa bestdmma termerna i
Maclaurinserien i féregaende exempel m.h.a. standardutvecklingen

(1+s) ' =1-s+5>—5+0(s).

Eftersom
22 28 z 22 28
Ft1=2 =+ = H=2(1++>+= H) =21
e* + +z+2+6+(9(z) <+2+4+12+(9(z)> (1+s)
om 2 3
z oz z
=24+ 12 L0
s 2+4+12+ (z%)
later vi s vara just detta, och far successivt att
2 3 2 3 2 3
I A 4 FLELE H)y_Z &2 4
s°=s5-5 <2+4+12+(9(z)><2+4+12+0(z)) 4+4+O(z),

2 3 2 3
=35 s= <%+%+O(z4)> <§+%+j—2+0(z4)> —Z L0z
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och O(s*) = O(z%). Saledes blir, eftersom 1/(e* + 1) = (1/2)(1 + s)~ 1,

1 1 z 22 23 N 22 28 4 23 4 4

ez+1§(1(§+z+ﬁ+0(z ))Jr(IﬁLZJrO(Z ))7(§+O(Z ))+O(z ))
1z 2 4
_§_Z+4_8+O(Z ),

och om vi avslutar med att multiplicera denna utveckling med cos2z = 1 — 222 4+ O(z%) far vi
samma termer som i foregaende exempel. A

4.5 Cauchys olikheter med f6ljder

En ML-uppskattning av integralen i (@4) pa s. [[4] ger oss foljande enkla men nyttiga resultat:

4.37. Foljdsats (Cauchys olikheter). Om f ir analytisk i ringen 1 < |z| < ro och ¢,
n € Z, ar Laurentseriekoefficienterna fér f i denna ring, sa géller olikheterna

max|s—, | f(s)]

, r<p<ry, neZwl. (4.5)
pn

len] <

Olikheterna giller naturligtvis ocksa om f &r analytisk i en hel skiva |z| < r, med r; = 0 och
ro =, eftersom den da dr analytisk dven i 0 < |z| < r; dessutom ér ¢, = 0 for n = —1, -2, -3, ...
isafall. Om f t.o.m. dr hel, d.v.s. analytisk i hela C sa att » = oo, kan vi nu enkelt bevisa foljande
fundamentala resultat (for ett alternativt bevis, utan hinvisning till serier, se Ovning E22):

4.38. Sats (Liouvilles sats). Om f ir hel analytisk och begrinsad, sa ér f konstant.

Bevis. Att f 4r hel analytisk medfor att f(z) = > ¢,2", Maclaurinserien for f, for alla z € C.
Eftersom f dessutom &r begrinsad finns det ett tal M sadant att |f(z)] < M for alla z € C, och
dérfor sdger Cauchys olikheter att

M
|Cn|§_na P>0a”€N-
P

Hér dr vinsterledet |c,| oberoende av p medan hogerledet M/p™ — 0 da p — oo for fixt n > 1, sa
¢n, = 0 for alla n > 1. Dérfor dr f(z) = ¢ for alla z € C, sa f ér konstant. [ |

4.39. Anmirkning. Liouvilles sats dr naturligtvis &ven den anmérkningsvart stark, precis som re-
sultaten om regularitet och entydighet som vi formulerade i Avsnitt[I.4l och har ingen motsvarighet
i reell analys. Att en funktion f pa realaxeln &r deriverbar och begrinsad medf6r ju inte att den
ar konstant, vilket redan det enkla motexemplet f(z) = sinz, x € R, visar. A

Nu kan vi, med vara analytiska metoder, t.o.m. bevisa f6ljande centrala algebraiska sats (for
ett alternativt bevis, utan hénvisning till Liouvilles sats, se Ovning [23):

4.40. Foljdsats (Algebrans fundamentalsats). Varje ickekonstant polynom p har (minst)
ett nollstélle i C.
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Bevis. Om p &r ett ickekonstant polynom kan det skrivas i formen
p(z)=cotciz+ ... Fcn 12" 4 cp2” for nagot n > 1, dér ¢,, # 0.

Vi gor ett motségelsebevis: Antag att p(z) # 0 for alla z € C. Sétt f = 1/p. Da ér f hel analytisk,
och eftersom
p2)| _

¢ c Cn
R I B s

n anl

+cn| = len] >0

Zn

da |z| — +oo finns det ett tal R sadant att |p(z)/z"| > |en|/2 > 0 da |z| > R; for dessa z &r
det dérfor sant att |p(2)] > |en|l2]"/2 > |en|R™/2. Om vi sétter My = 2/(|c,|R™) har vi alltsa
bevisat att |f(z)| < M; da |z| > R. Vidare, pa den kompakta mingden |z| < R &r den reellvirda
kontinuerliga funktionen |f| begriinsad, enligt reell flervariabelanalys, vilket betyder att det finns
en konstant My sadan att |f(z)] < My da |z| < R. Sétt nu M = max(M;, Mz). Da &r

lf(z)| <M for alla z € C.

Liouvilles sats medfor dérfor att f, och dérmed p, dr konstant, vilket dr en motsdgelse. Alltsa
maste p(z) = 0 fér nagot z € C. [ |

+ OVNINGAR

* 4.13 Ange Maclaurinserierna fér cosh, sinh, cos och sin genom att utga fran serien for exp.
Ange ocksa konvergensskivorna.

* 4.14 Bestédm de tre forsta icke-forsvinnande termerna i Maclaurinserien fér f, och ange konver-
gensskivan, om f(z) dr

(a) tanz  (b) -2~ (principalgrenen)  (c) !
nz T T'11C1 renen —_——
14,2 \Prnepas cosz —5/4

* 4.15 Om f(z) = exp(z?), beriikna f(20)(0).
* 4.16 Utveckla f i Taylorserie kring punkten 2i, och ange tillhérande konvergensskiva, om

@ i@ =7 O =2 (o) f(z)=Togz

* 4.17 Bestim Laurentserien for 1/(z + 22) i foljande omraden: (a) 0 < [2| <1 (b) |2| > 1
)0<]z+1l<1l (]z+1>1 (e)]z+1/2|<1/2 (f)2<|z—2]<3
(g) storsta mojliga ring med centrum z = i som innehaller punkten z = —1/2

* 4.18 Bestdm Laurentserierna for foljande funktioner i de angivna omradena i C:

1 e* 1
_—, 1 — 1 1 in —
(a‘) (1+Z)(9*Z2)’ <|Z|<3 (b)2715|z|> (C)( +Z)Slnza|z|>0

* 4.19 Antag att f &r hel analytisk och att |f(z)| < el#I” for alla z € C. Visa att

Lo o

I < — p>0.

pt’
Som synes ér vansterledet i olikheten oberoende av p, medan hégerledet beror pa p. Vilken

bista uppskattning av |f®)(0)| far vi av detta?

* 4.20 Visa foljande generalisering av Liouvilles sats: Om f € A(C) och det finns konstanter
C > 0och N € Nsadana att |f(z)] < C(1+ |2|V) for alla 2z € C, s #r f(2) ett polynom i
z av grad hogst V. Ledning: Visa att Maclaurinkoefficienterna ¢, = 0 for alla n > N.

* 4.21 Visa att om f dr analytisk da z # 0 och |f(2)] < \/|2|+1//]#]|, s& &r f konstant. Ledning:
f(z) =307 2™ 10 < |z| < co. Vilka Laurentkoefficienter ¢,, dr noll?
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* 4.22 Anviind Cauchys integralformel for derivata (Féljdsats B.22] pa s. M) for att visa att en
hel begrinsad funktion f maste uppfylla att f'(z) = 0 for alla z € C. Slutsats?

* 4.23 Bevisa algebrans fundamentalsats m.h.a. maximumprincipen (SatsB.34lpa s.[B0) tillimpad
pa f=1/pomp#0.

4.6 Nollstillen och singulariteter

Algebrans fundamentalsats (Féljdsats E40) och faktorsatsen anviinda upprepade ganger medfor
att varje ickekonstant polynom p(z) = ¢op + c12 + ... + ¢,2" av grad n > 1 kan faktoriseras
i forstagradsfaktorer: p(z) = ¢p(z — 21) ... - (2 — z,) for nagra tal z1,..., 2, € C, polynomets
nollstillen. Talen z1,...,z, behover ju inte alla vara olika, och om zy &r ett nollstéille som
upprepas precis N > 1 ganger far vi med polynomdivision ett polynom ¢ sadant att

p(z) = (z —z0)¥q(z),  dir q(z) #0,

for alla z € C; heltalet N &r nollstéllets multiplicitet.
Vi generaliserar till analytiska funktioner:

4.41. Definition (Multiplicitet av nollstélle). Om f ir analytisk i z séigs f ha nollstélle
av multiplicitet N € {1,2,3,...} i 2o om det finns en funktion g som &r analytisk i zo sadan
att

f(2) = (2 —20)"g(2),  dir g(z0) #0,

for alla z i nagon omgivning till zg.

Om vi utvecklar f i Taylorserie kring zo,
o]
f(z):ch(z—zo)", |z = zo| <7y
n=0

ser vi genast att definitionen ovan &r ekvivalent med att
co=c1=...=cny-1=0 men ey # 0,
vilket ocksa, eftersom ¢, = £ (z0)/n!, ér ekvivalent med att

fz0) = fl(z0) =...= fV(z)=0 men F™(z0) # 0.

4.42. Exempel (Multiplicitetsunderskning). Lat
f(z) = 2%(e* = 1).

Viser att f(2) =0 22=0cellere* —1=0« z=0eller z=1logl = 2nmi, n € Z.

Kort Maclaurinutveckling ger att f(z) = 22 + O(z%), sa nollstéllet 2 = 0 har multiplicitet 3
(nollstéillet &r trippelt). T 6vriga nollstdllen till f, d.v.s. i punkterna z = 2nmi, n # 0, &r redan
(z) =2z(e* — 1) + 2%e* = (2nmi)? # 0, sa dessa har multiplicitet 1 (4r enkla).

Alternativt kan vi undersska nollstéllena for varje enskild faktor som ingér i f(z) separat: 2>
har dubbelt nollstélle i z = 0 och h(z) = e* — 1 har enkla nollstéllen i z = 2n7i, n € Z (eftersom
W(z) = e = 1 # 0 dér); saledes har f nollstéllen av multiplicitet 24+ 1 = 31 z = 0 och av
multiplicitet 11 z = 2nmi, n # 0. A
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Ickekonstanta polynom har éndligt manga nollstillen, som dérfér med nodviandighet maste
vara isolerade. Aven nollstéillena till ickekonstanta analytiska funktioner visar sig vara isolerade
(dven om de naturligtvis inte behover vara dndligt manga).

4.43. Sats (Isolerade nollstillen). Antag att f &r analytisk i skivan |z| < r och att
f(0) = 0. Da giiller det antingen att

(1) f(z) =0 for alla z i skivan |z| < r

eller att
(2) f har nollstiille av nagon multiplicitet N > 1 i punkten 0.

I fall (2) finns det ett tal § > 0 sadant att f(z) # 0 for alla z i den punkterade skivan
0 < |z| < 0, sa nollstéllet som finns i z = 0 &r isolerat.

Bevis. I skivan |z| < r dr f(z) = >,°  ¢,2", Maclaurinserien for f, och eftersom f(0) = 0 ér

co = 0. Vi far nu tva fall:
(1) Om alla ¢, = 0 sa ér f(z) =0 for alla z i skivan |z| < 7.

(2) Om nagot ¢,, # 0 finns det ett minsta heltal N > 1 sadant att cy # 0, varfor
(o]
f(2)=cenzN ey 2V =2V (en Fengiz+ ) = 2N Z enrz, |z| < 7.
k=0

Lat g(z) = Y g en4nz” for |z| < r;dadr f(z) = 2V g(z) dér. Eftersom potensserien i definitionen
av g har samma konvergensradie R som Maclaurinserien fér f, och eftersom R > r (se Sats [T19)
dr g analytisk i skivan |z| < r; det faktum att g(0) = ¢y # 0 medfor dérfor att f har nollstélle
av multiplicitet N i 0. Vidare &r g kontinuerlig, sa det finns ett tal 6 > 0 sadant att § < r och
g(z) # 0 i skivan |z| < 6, varfor f(z) = 2V g(2) # 0 i den punkterade skivan 0 < |z| < 4. [ ]

Vi kan nu bevisa resultatet om entydighet som vi formulerade och anvinde i Avsnitt [L4k Om
f och g &r hela funktioner som &ar lika pa realaxeln, sa ar de lika i hela planet. Vi ska i sjélva verket
bevisa en mycket mera allméin sats dn sa, och i ett godtyckligt omrade 2:

4.44. Sats (Entydighetssatsen fér analytiska funktioner). Antag att f,g € A(Q2). Om
méngden

M={ze0: f() = g(2)}
har en hopningspunkt i Q (se Definition [[7] pa s. [d), sa dr f(z) = g(z) for alla z € Q.

Bevis. Lat h = f — g, som da &r analytisk i Q. Vi ska visa att h = 0.

Lat ¢ € Q vara en hopningspunkt till M. Da finns det en {6ljd av punkter z1, 22, 23,... € , alla
olika, sadana att h(z,) =0 for n = 1,2,3,... och z, = ¢ d4 n — oo. Eftersom h #r kontinuerlig
i Q &r ocksa h(c) = 0, men detta nollstélle dr ju inte isolerat, sa h(z) = 0 for alla z i varje skiva
D(c,r) C Q, enligt satsen om isolerade nollstéllen (Sats LA3]).

Tag nu en godtycklig punkt w € € och forbind ¢ med w med en kedja av cirkelskivor
Dy, D1, ..., D, med mittpunkter ¢, € Dy, co = ¢, ¢, = w, och ¢ € Dy for k=1,2,...,n, se
Hjilpsats med figur pa s. Bl Enligt ovan dr h = 01 Dy, och eftersom ¢; ér en inre punkt i Dy
ar ocksa c; ett icke-isolerat nollstélle till h. Saledes &r h = 0 &ven i Dy, och genom att upprepa
resonemanget ett dndligt antal ganger far vi sa smaningom att h = 0 ocksa i D,,, och speciellt &r
h(w) = 0. Men w var en godtycklig punkt i ©, sa h = 0 i hela Q. |
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4.45. Anméirkning (*En starkare maximumprincip). Om vi kombinerar maximumprincipen
(Sats B34l pa s. BO) och entydighetssatsen (Sats EL44]) inser vi att det rédcker att |f| har ett
lokalt maximum nagonstans i Q for att f ska vara konstant i . Om némligen ¢ €  &r en
lokal maximipunkt for |f|, d.v.s. om det finns ett » > 0 sadant att | f(z)] < |f(c)| for alla z € D =
D(c,r) C Q, sa ger maximumprincipen pa D att f #r konstant, lika med f(c), i D. Om vi sedan
siitter g(z) = f(c), konstant, fér z € Q sa ér g analytisk i Q och f = ¢ 1 D, som ér en méngd med
hopningspunkt i Q, varfor entydighetssatsen ger att f(z) = g(z) = f(c) for alla z € Q. A

4.46. Anmirkning (* Analytiska funktioner med givna nollstéllen). Om zy,...,2, € Cér
givna ér det litt att konstruera en (hel) analytisk funktion med dessa nollstillen och inga andra:
polynomet p(z) = [[;_,(z — zx) = (z — z1) - ... - (# — zy) duger.

Om vi i stéllet har en oéindlig f6ljd 21, 29, 23, . . . € , ddr samma tal far upprepas dndligt manga
ganger, kan man visa att det gar att konstruera en funktion f € A(2) som har dessa nollstillen,
med ritt multipliciteter, och inga andra, férutsatt att f6ljden ovan saknar hopningspunkt i Q (om
den skulle ha hopningspunkt &r det naturligtvis omdjligt, eftersom f = 01 hela Q i sa fall, enligt
entydighetssatsen). Det dr dock inte sa enkelt som att bara skriva f(z) som lim,, o [Tr_; (z — 21)
eftersom det dels kan hénda att detta gransvérde inte ens existerar som ett komplext tal for vissa z,
dels att gréansvardet dr noll i andra punkter i 2 &n i de 6nskade punkterna zj, 29, 23, . . .

Som ett smakprov ger vi funktionen f(z) = limp_oo [[4_;(1 — 2%/k?), som man kan visa

ar en hel analytisk funktion med enkla nollstéllen +1,42. ... och inga andra. I sjidlva verket &r
flz) = (sin(ﬂz))/(ﬂ'z) da z # 0 och f(0) = 1; denna funktion skrivs ofta sinc z och &r viktig i
signalbehandling. A

Vi paminner om att en funktion f sigs vara analytisk i en punkt zy om den &r analytisk i
nagon cirkelskiva D(zg, ).

4.47. Definition (Isolerad singularitet). Om f dr analytisk i nagon punkterad cirkelskiva
D*(zp,6) samtidigt som f inte dr analytisk eller kanske inte ens &r definierad i punkten zp,
sdger vi att zo ar en isolerad singularitet till f.

4.48. Exempel. Lat

filz) = sizz’ fa(z) = Zig, fa(z) = eXp(l), fa(z) = o och f5(z) = Logz.

z sin(7/z2)

f1, f2 och f3 ér analytiska i C* = C\ {0} men inte definierade i origo, sa zp = 0 &r en isolerad
singularitet till alla tre.

f4 uppvisar ett mera komplicerat beteende: Den &dr analytisk féorutom i de oéndligt manga
punkterna +1,4+1/2,+1/3, ... (d.v.s. dér sin(r/z) = 0) och i punkten 0. Var och en av punkterna
+1,4+1/2,+1/3,... dr en isolerad singularitet till f; (jfr Exempel pa s. [f) medan punkten 0
inte #r det eftersom fy inte dr analytisk i nagon enda punkterad skiva D*(0,6).

f5 ar analytisk i C\]—o00, 0] men inte kontinuerlig pa |—o00, 0] och inte ens definierad i 0; ingen
av punkterna z = x < 0 dr alltsa en isolerad singularitet till fs.

Det ér dnda rimligt att séiga att fy fr singulir i 0 och f5 pa |—o00, 0], men att precisera vad
det egentligen ska betyda dr inte helt trivialt (se Anmérkning [L57). Vi ska i denna text néstan
uteslutande studera isolerade singulariteter. A

Om zj &r en isolerad singularitet till f sa har f en Laurentserie

=(co+ci(z—=z ealz —20)% + ... -t 2 —
J(2) = (coter(z = 20) + ealz = 20)" + )+(ZZO+<ZZO>2+<ZZO>3+ )

Z en(z — 20)", 0<|z— 2zl <0,

n=—oo
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for nagot ¢ > 0. Beroende pa hur manga negativa (z — zp)-potenser som finns med i denna serie
definierar vi tre olika typer av isolerade singulariteter:

e Hiavbar singularitet: En isolerad singularitet sdgs vara havbar om ¢, = 0 for alla n < 0,

d.v.s. om
f(z)=co+c1(z— 20) + ca(z — 20)2 +...= ch(z —20)", 0<|z—20 <é.
n=0

Om vi (om)definierar virdet i zo sa att f(z9) = co, sa giller serieutvecklingen ovan i hela
skivan |z — zg| < 0, och eftersom serien ér en konvergent potensserie i (z — zg) blir f, med
detta viirde pa f(zo), analytisk i hela skivan, och serien blir helt enkelt Taylorserien for f
i skivan. Speciellt ser vi att lim,_,., f(z) existerar #andligt (som ett komplext tal, ¢g).

e Pol: En isolerad singularitet séigs vara en pol av ordning N, dir N € {1,2,3,...}, om
¢, =0 for allan < —N men c_y # 0, d.v.s. om

. C_N C_N+1 o 1 _
fz) = EENE * (2 — 20)N-1 T = (z — 20)N (c-n +e-na(z —20) + .. )
> k 9(z)
— = 0<|z— <4,
Z—ZON;O% NZ Zo (z—zo)N |Z Zo|

dér g(z) dr den i skivan |z — 29| < & konvergenta potensserien Y, ck—n(z — 20)" och &r
dérmed analytisk dér, och ¢g(zo) = c—n # 0. Speciellt ser vi att |f(z)] = 400 da z — 2.

e Visentlig singularitet: En isolerad singularitet som varken &r hdvbar eller en pol ségs
vara véisentlig, vilket ar fallet precis da oéndligt manga av c_1,c_s2,c_3, ... &r nollskilda.
Speciellt dr |f| obegrinsad néra zp men |f(z)| /4 400 da z — zg, se Proposition .52

4.49. Exempel. Vi tittar pa funktionerna fi, fo och f3 i Exempel [£48
Eftersom

_1)nz2n+1 > (_1)nz2n 22 2’4

sin 2 100(
==y L =y =l 0
MO =S e e T m T E e HO

dr 0 en hdvbar singularitet till f1. Om vi definierar f1(0) = 1 blir f; analytisk i 0, och f; blir
t.0.m. en hel analytisk funktion.
Med g(z) = 1 kan vi trivialt skriva

1 g(2)
fa(z) = B 30
sa 0 &dr en pol av ordning 3 till fs.
Slutligen, som i Exempel far vi att
1 = 1/n! 1 /2 1 /6
= -) = =1 — + = >0
f3(2) exp(z) 7;0 o + + + + . |z] ,

och eftersom Laurentserien innehaller oéndligt manga negativa z-potenser ér 0 en vésentlig sin-
gularitet till f3. A

Nollstéllen och poler kan saledes beskrivas pa ett likartat sitt i (punkterade) omgivningar
till Z0-
nollstille: f(z) = (z — 20)" - g(2) pol: f(z)= _9k)
’ (2 — 20)N’
dir g i bada fallen &r analytisk och nollskild i zp. For nollstillen finns alltsa faktorn (z — z)%,
N > 1, i tédljaren medan den for poler finns i ndmnaren. En enkel konsekvens av detta ar att
nollstiillen i tiljare och nimnare i brak (delvis) tar ut varandra, se Ovning E29
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4.50. Exempel. Lat

1 1
1) = sinz oz
Eftersom 3/ o 5) / o 2)
z—sinz 2°/6+ O(z 1/6 +O(z
1) = zsinz  224+0(z4) S 0(z2) 2-9(2),

dér g ar analytisk i 0, ser vi att z = 0 &r en hévbar singularitet till f, och f blir analytisk i 0 om
vi sétter f(0) = lim,_ f(2) = 0. f har dessutom enkelt nollstéille i z = 0, ty g(0) = 1/6 # 0.
Ovriga singulariteter till f #r 6vriga punkter diir sinz = 0, alltsa z = nm, n # 0 heltal, som #r
enkla nollstéillen till sin z eftersom sin’(n7) = cos(nm) = (—1)" # 0. Saledes har 1/sin z enkelpoler
dir, och eftersom 1/z ér analytisk déir har dven f enkelpoler dir. A

4.51. Anmirkning (*Partialbraksuppdelning). Vi kan nu bevisa att varje rationell funktion
my

N
p(z . . Akl
z) = —=, dir gradp < gradgq, kan skrivas z) = —_—
f(2) ) gradp < gradg f(2) ;:1: 521: =)

for entydigt bestdmda konstanter ay; € C, dér p och ¢ &r polynom sadana att gradp < gradq =
my + ... +mpy och z1,...,zy dr de olika nollstéillena till ¢(z), med multipliciteter my,...,my:
Lat helt enkelt >, ax/(z — z1)! vara termerna med negativa (z — 2;)-potenser i Laurentserien
for f i nagon punkterad skiva 0 < |z — zi| < 0 runt zx; notera att f inte har vérre singularitet
dér &n en pol av ordning my. Dessa koefficienter dr ju entydigt bestdmda, och om vi sétter
w(z) = f(z) - Zszl S aw/(z — z)" har ¢ hivbara singulariteter i z1, ... zy. Med réitt viirden
dér &dr alltsa ¢ en hel funktion, och eftersom grad p < grad ¢ foljer det att ¢(z) — 0 da |z| — +oo.
o ar dérfor en begriansad funktion, sa Liouvilles sats (Sats A38) medfor att ¢ dr konstant, och
eftersom, som sagt, ¢(z) — 0 da |z| — +oo dr denna konstant noll. Pastaendet foljer. A

Nedanstaende karakterisering av isolerade singulariteter &ar frimst av teoretiskt intresse, och
det &r sdllan man anvénder den vid problemlosning.

4.52. Proposition (Karakterisering av isolerade singulariteter m.h.a. belopp). Lat
zp vara en isolerad singularitet till f. Da ar singulariteten

e hivbar & |f| &r begrinsad néra zg
e enpol < |f(z2)] = +oodaz— 2z

e viisentlig < |f| dr obegrinsad néra zp men |f(z)| A 400 da z — 2o

*Bevis. I beviset antar vi for enkelhets skull att zg = 0.

Om 0 &r en hivbar singularitet till f, sa existerar lim, o f(z) dndligt, och dérmed #r ocksa
|f| begrinsad ndra 0. Omvint, om det finns tal M och § > 0 sadana att |f(z)] < M nérhelst
0 < |z| < 0, s& ger Cauchys olikheter (£3) pa s. 82 for Laurentseriekoefficienterna att |c, | < Mp~"
da 0 < p < 8, och genom att 1ata p — 0T for fixan = —1,—-2,...serviatt c.y =c_o = ... =0,
sa 0 dr en hdvbar singularitet till f.

0 &r en pol till f om och endast om det finns ett heltal NV > 1 och en funktion g som &r analytisk
i ndgon skiva |z| < § och som uppfyller att g(0) # 0 sddana att f(z) = g(z)/2z" da 0 < |2| < 6.
Om 0 &r en pol till f foljer det alltsa att |f(z)] — +oo da z — 0. Omvént, om |f(z)| — +oo0 da
z — 0 finns det nagot § > 0 sadant att f(z) # 0 di 0 < |z| < &, och om vi siitter h = 1/f &r h
dérfor analytisk i 0 < |z| < 6. Men h(z) — 0 da z — 0, s& 0 ir en hiivbar singularitet till & enligt
foregaende stycke. Vi siitter dirfor h(0) = 0; da #ir h analytisk i |2| < 6. Vidare, eftersom h inte ir
konstant i denna skiva har h nollstélle av nagon multiplicitet N > 11 0, enligt satsen om isolerade
nollstillen (Sats EZ3). Alltsa kan vi skriva h(z) = zNh(z) for nagon funktion h som ir analytisk
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i 0 och som uppfyller att 2(0) # 0. Saledes &r f(z) = 1/h(z) = (1/i~z(z))/zN, déir téljaren 1/h &r
analytisk och nollskild i 0 och N > 1, sa f har pol (av ordning N) i 0.
Resultatet for visentliga singulariteter féljer nu omedelbart av de fall som blir 6ver. |

4.53. Exempel (Maclaurinserier och hivbara singulariteter). Studera funktionen

£(2) sinmz sinmz
z) = = .
222—2-3  2(z+1)(z-3/2)
f dr analytisk utom dér z = —1 eller z = 3/2, och f har dérfér en Maclaurinserie som konvergerar
i nagon skiva |z| < R, ddr R > 1. Vad kan vi séiga om R?
Bade téljare och némnare har enkla nollstéllen i z = —1, sa denna punkt PN
dr en hidvbar singularitet till f (se Ovning [A29). Om vi sétter 4 A
( o o o
f(2), z# -1, -1 0 /3/2
= /
9(2) 1im1f(z):7r/5, z=—1, . -
z—— - -

blir g dirfor analytisk utom dér z = 3/2, och eftersom g har samma Maclaurinserie som f (i skivan
|2] <1 &r ju g = f) maste darfor R > 3/2.

Punkten z = 3/2 &r déremot en pol till g (och f), sa |g(z)] = 400 da z — 3/2. Enligt
Proposition 20 dr dérfér Maclaurinseriens konvergensradie R = 3/2. A

Hivbara singulariteter ska man alltsa bortse ifran nir man bestimmer konvergensradien for
Maclaurinserien, och m.h.a. Proposition [4.20] och Proposition 1.52] far vi nu foéljande resultat:

4.54. Féljdsats (Om Maclaurinseriers konvergensradie, resultat 2). Antag att f dr
analytisk i skivan |z| < r didr 0 < r < oo, forutom att f far ha hidvbara singulariteter dir.
Antag vidare att det finns nagon punkt ¢ pa cirkeln |z| = r dér f har en pol eller en visentlig
singularitet. Da har Maclaurinserien for f konvergensradie R = r.

4.55. Anméirkning (*Meromorfa funktioner). Funktioner som &dr analytiska i ett omrade
forutom att de tillats ha poler i omradet sidgs vara meromorfa, och méngden av meromorfa funk-
tioner i Q betecknas M(£2).

Det finns en entydighetssats for meromorfa funktioner som ér helt analog med Sats [£44] Man
kan ocksa — med mera avancerade metoder — visa att om h € M(Q), sa finns f, g € A(Q) sadana
att h = f/g, forutsatt att Q C C. (Det senare resultatet géller dock inte om t.ex. Q = C, den s.k.
Riemannsfiiren, som definieras i Kapitel [l)

Meromorfa funktioner studeras i TATA78 Komplex analys fk. A

4.56. Anmirkning (*Beteende nira en visentlig singularitet). Lat zy vara en vésentlig
singularitet till f. Inte nog med att |f| dr obegrinsad nira zo samtidigt som |f(2)] 4 +oo da
z — 29, utan i sjilva verket kan man visa att f i varje punkterad omgivning till zy antar alla
komplexa viirden med hogst ett undantag; detta resultat kallas Picards (stora) sats.

(I Ovning B34 visar vi ett svagare men #nda intressant resultat: f kommer godtyckligt niira
vilket viirde ¢ som helst i varje punkterad omgivning till zg.)

Att Picards sats dr sann for den tidigare diskuterade funktionen f3(z) = exp(1/z), som har
vésentlig singularitet i origo, &r ldtt att se direkt: Tag en godtycklig punkterad omgivning V*
till 0. Da finns § > 0 sadant att den punkterade skivan D* = D*(0,4) C V*. Om wy € C* och
0o = Argwy, principalargumentet f6r wg, sa dr f3(z) = wp i alla punkter z, € C* dér 1/z, =
logwy = In |wg| +1i(0g+ 2n7), n € Z. Eftersom |1/z,| > |Im(1/z,)| = |00 + 2n7| > 27|n|—7 > 1/
om |n| dr stort nog (t.o.m. oberoende av wy), ser vi att z, € D* C V* och f3(z,) = wy for
sadana n. Eftersom dessutom f3(z) # 0 for alla z € C* drar vi slutsatsen att f3(V*) = C*, sa i
den punkterade omgivningen V* till 0 antar f3 alla virden i C med ett undantag, ndmligen 0. A
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4.57. Anmirkning (*Singulidra punkter i allménhet). Lat Q som vanligt vara ett omrade,
och antag att f € A(Q). Man séger da att en punkt ¢ pa randen 99 &r en reguljir punkt for det
s.k. funktionselementet (£2, f) om det finns nagon skiva D = D(c, §) och nagon funktion g € A(D)
sadana att f = ¢ pa 2N D; m.a.o. kan man i sa fall utvidga f analytiskt till omradet QU D genom
att helt enkelt sitta f = g pa skivan D. En punkt ¢ € 92 som inte dr reguljir kallas singulér.

Med denna definition ér det nu litt att se att om ¢ dr en isolerad singularitet till f (vilket
speciellt medfor att ¢ dr en inre punkt i slutna holjet Q eftersom € innehaller en punkterad skiva
D*(e, §)) sa ér ¢ ocksa en singuldr punkt for funktionselementet (€2, f) om ¢ dr en pol eller visentlig
singularitet till f, medan ¢ inte dr en singuldr punkt for (2, f) om ¢ &r en hévbar singularitet
till f: I det forra fallet blir ju | f| obegrinsad niira ¢, enligt Proposition Z52] och i det senare fallet
kan vi (om)definiera f(c) sa att f blir analytisk i D(c, ).

Vad giller funktionerna f4(z) = 1/sin(mw/z) och f5(z) = Logz fran Exempel kan man
visa att z = 0 #r singuldr for (Q4, f1) och (Qs, f5), dir Q4 = C\ {0,£1,+1/2,+1/3,...} och
05 = C\]—00,0]. Vidare ér alla punkter z = & < 0 singulédra for (Qs, f5), medan, om vi i stéllet
later Q5 = {z € C : Imz > 0}, dvre halvplanet, sa éir dessa punkter inte singulira for (Qs, fs).
Vilka punkter som #r singulira for ett funktionselement (€2, f) beror alltsa inte bara pa f utan
ocksa pa (Q, varfor det dr vanskligt att definiera singulidra punkter for en funktion f utan att
samtidigt precisera i vilket omrade €2 vi betraktar den.

Singulidra punkter for funktionselement behandlas i TATA78 Komplex analys fk. A

* OVNINGAR

* 4.24 Visa att z = 1 &r nollstélle till f(z) och bestdm nollstéllets multiplicitet om f(z) &r
(a) 2° =524 4923 — 722+ 22 (b) sinhinz (c) 2—1—Logz (d) (1 — cos2mz)3°

* 4.25 Lat Q vara enhetsskivan |z| < 1, och definiera f € A(2) enligt

f(z) :sin(lﬂ-z ), z e

—Z

Visa att f(z,) = 0 i punkterna z, = n/(n+1) € Q, n € N, som hopar sigi z = 1. f &r
som synes inte noll i hela Q — dr detta forenligt med entydighetssatsen (Sats F44])?

* 4.26 Finns det nagon hel analytisk f sadan att f(0) =1 men f(z,) =0,n=1,2,3,..., dér
(a) zn=1/n () z,=14+1/n (c) z, =n?

* 4.27 Bestédm alla analytiska f i enhetsskivan |z| < 1 som uppfyller att
(a) flz) =2%,0<z <1 (b) f(2) =1/ |2]=1/2 (c) f(2) =% |z| =1/2
(d) f(1/n)+ f(=1/n) = 1/n® och f(i/n) = f(~i/n) =1/n,n=2,3,4,...

* 4.28 Antag att f &r hel analytisk. Visa att f(z) e Rda z € R & f(z) = f(z) da z € C.

* 4.29 Antag att f och g har nollstéille av multiplicitet Ny respektive IV, i punkten zg, och sétt
h = f/g. Visa foljande:

(a) Om Ny < N, sa har h pol av ordning N, — Ny i 2.

(b) Om Ny > N,, sa har h hdvbar singularitet 1 zo. Vidare, om h(zo) sétts till det virde
som gor h analytisk i zg, sa dr h(zp) # 0 om Ny = N, medan h har nollstélle av
multiplicitet Ny — Ny i 29 om Ny > N,.

z

e —1'

£(0) &r ju odefinierat, men visa att man kan definiera f(0) sa att f blir analytisk i 0, och

diirmed — med detta viirde pa f(0) — att f har en Maclaurinserie f(2) = co+c12+coz?+. ..

med konvergensskiva |z| < R (bestdm ocksa R) vars borjan ar

* 4.30 Lat f(z) =

z 2’2 24

S 5 :
f(2) 5 + 13 720—1—(9(2 ), 2| < R
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1

* 4.31 Lat = — .
it f(z) z2sin z
(a) Visa att f har trippelpol i origo, och dirmed att f har en Laurentserie

a b ¢
f(z)= z—3+z—2+;+{termer av grad > 0}, 0< |zl <

(b) Bestdm a, b, ¢ och (stérsta mojliga) r i (a).

* 4.32 Bestdm alla isolerade singulariteter till f och avgor deras karaktiar — hiavbar singularitet,
pol (ange ordning) eller visentlig singularitet — om f(z) ér

23 +1 172
(a) 2G+1) (b) %!/ (c)

CcOoS 2 1 1

poa +4z (d) -ip = (e) tan z

* 4.33 Antag att f har isolerad singularitet i 0 och att z f(z) — 0 da z — 0. Visa att singulariteten
ar hévbar.

* 4.34 Antag att f dr analytisk i 0 < |z| < § men har viisentlig singularitet i 0. Visa att till varje
ce€C,e>0o0chrmed0<r <0 finns det ett z med 0 < |z| < r saddant att |f(z) —¢| < e.
Ledning: Antag att sa inte dr fallet. Da finns ¢, €, r for vilka |f(z) — ¢| > € for alla z med
0 < |z| < r. Studera g(z) = 1/(f(z) — ¢).

Jir ocksa Anmérkning

*4.35 Lat f(z) =300 22 =24+ 22+ 24+ 284210 . for 2] < 1.

(a) Visa att f ér analytisk i U ={z € C: |z] <1}.

(b) Visa att |f(re?™@)| — 400 dar 1 for varje a = m/2", dirn € Nochm =1,...,2".

(¢) Finns det nagon kontinuerlig funktion i en stérre ssmmanhéingande 6ppen méngd &n U
som sammanfaller med f i U?

4.7 *Multipelpunkter. Oppna avbildningssatsen

Om f #r analytisk i punkten ¢ € C sa har den analytiska funktionen z — f(z) — f(¢) nollstéille
i c. Enligt satsen om isolerade nollstéillen (Sats L43]) 4r da antingen f konstant = f(c) i nagon hel
skiva D(c,r) eller ocksa &r nollstéllet isolerat. I det senare — intressanta — fallet kan vi skriva

fz)=fle)=(z=c)"g(z),  dir g(c) #0,

i nagon omgivning till ¢, med en funktion g som #r analytisk dér, och med nagot heltal m > 1.
Punkten ¢ #r alltsa ett nollstélle av multiplicitet m till funktionen z — f(z) — f(c), vilket &r
ekvivalent med att

flley=...=fmDe)=0 men M (e) # 0.

Man siiger att virdet f(c) antas med multiplicitet m i punkten ¢, och om m > 2 séiger
man att ¢ ir en multipelpunkt for f.
Det allra enklaste exemplet pa denna situation &r

f(z)=2", me{1,2,3,...}.

f antar virdet f(0) = 0 med multiplicitet m i origo, och ir en s.k. m-till-1-avbildning i varje
punkterad skiva D*(0, r), vilket definitionsméssigt betyder att varje virde w € f (D*(O, r)) antas i
precis m olika punkter z1, ..., z, € D*(0,r) och med multiplicitet 1 i var och en av dessa punkter;
for just denna funktion Ar f(D*(O, r)) = D*(0,7™), och vi far punkterna z1,...,z, genom att
helt enkelt 16sa den binomiska ekvationen 2™ = w dér 0 < |w| < r™.

Vi generaliserar till allménna f:
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4.58. Sats (Beteende vid multipelpunkt). Antag att f dr analytisk i punkten ¢ € C och
att virdet f(c) antas med multiplicitet m > 1 i punkten c. Da finns det en omgivning V' till ¢
och en radie p > 0 sadana att

féarm-till-1 1 V* .=V \ {c} och f(V*) =D*(f(c),p).

Bevis. Det finns alltsa en analytisk funktion g, definierad i en omgivning V; till ¢, sadan att
g(c) # 0 och f(z) — f(c) = (# — ¢)™g(z) for alla z € V;. Eftersom g(c) # 0 och g &r kontinuerlig
finns det ocksa nagon skiva D = D(c¢,r1) C Vi dér g # 0, och i D kan vi dérfor hitta en funktion
h € A(D) sadan att h™ = g, se Foljdsats pa s. B3l notera speciellt att h # 0. I D kan vi

saledes skriva
f(2)=fle) = (z=)"g(2) = ((z — o)h(2))" = (6(2))",

dir ¢(z) := (z — ¢)h(z); da dr ¢ analytisk i D, och ¢'(c) = h(c) # 0. Inversa funktionssatsen for
analytiska funktioner (se Ovning [L37 pa s. [7) medfor dirfor att det finns en omgivning Vo C D
till ¢, en omgivning W till ¢(c) = 0, och en funktion ¢ € A(Ws) sadan att ¢ och ¢:s restriktion
till V5 ar varandras inverser.

Lat nu r > 0 vara sa litet att D(0,r) C Wa och sétt Vv
V =(D(0,7)); da &r V en 6ppen delméngd av Vs efter- -
som 9~ dr kontinuerlig. Notera att ¢ : V — D(0,r) ~ ¥
ar bijektiv, och dadrmed 1-till-1, och att funktionen
s = f(c) + s™ éar m-till-1 pa den punkterade skivan k
D*(0,r). Av detta foljer det ocksa att f &r m-till-1 pa f </
den punkterade omgivningen V* = V'\ {¢} till ¢, och att s f(c) +s™
f(V*) =D*(f(c).p), dxr p=r™. (Fallet m = 4 illustrerat)

Notera att radien r i beviset ovan kan viljas hur liten som helst. Om ¢ > 0 ar givet kan vi
dérfor ta ett r > 0 som &r sa litet att tillhorande V' far plats i skivan D(c,¢€), eftersom 1 ir
kontinuerlig i 0. Om ¢ &r en multipelpunkt for f, d.v.s. om m > 2, kan f darfor inte vara injektiv
i D(c,€) eftersom f &r en m-till-1-avbildning i V* och V* C D(c, ).

Vi far déarfor omedelbart foljande resultat om lokal injektivitet:

4.59. Foljdsats (Lokal injektivitet). Antag att f &r analytisk i punkten c. Da géller
foljande:
f &r injektiv i ndgon omgivning till ¢ = f'(e) #0.

Bevis. Antag forst att f'(c) # 0. Da antas virdet f(c) med multiplicitet 1 i punkten ¢, och enligt
Sats 58 dr da f en 1-till-1-avbildning fran en omgivning V' till ¢ till en skiva D(f(c), p) f6r nagot
p > 0; observera att virdet f(c) endast antas en gang i V, nimligen i c.

Antag sedan omviint att f'(¢) = 0. Om f &r konstant i en omgivning till ¢ sa ér f trivialt inte
injektiv. I annat fall antas viirdet f(c) med nagon multiplicitet m > 2 1 ¢, och enligt kommentaren
omedelbart efter beviset av Sats ovan foljer det att f inte kan vara injektiv i nagon enda skiva
D(c,€) och dérmed inte heller i ndgon omgivning till c. |

4.60. Anmé#rkning. For Cl-funktioner f fran R till R iir riktningen < ovan sann, ty om f/(a) # 0
sa har f’ ett och samma tecken i nagon omgivning till a, och f &r dérfér stringt monoton och
dédrmed injektiv diir. Riktningen = #r diremot inte sann, och ett enkelt motexempel ér f(x) = 23
som &r (t.0.m. globalt) injektiv samtidigt som f’(0) = 0. A
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Vi paminner om att {2 star for ett omrade, alltsa en 6ppen och bagvis ssmmanhéngande méngd.

4.61. Féljdsats (Oppna avbildningssatsen). Om f € A(Q) och f inte dr konstant, sa r
f(Q) ett omrade.

Bevis. Vi bevisar forst att f(€) dr bagvis sammanhiingande. Lat diarfor wo,w; € f(€). Da finns
20,71 €  sadana att f(z9) = wp och f(z1) = w1, och eftersom  dr bagvis sammanhéngande
finns en kurva z(t), ¢ : 0 — 1,1 Q fran zo till z1. Men da ar w(t) := f(z(t)), t : 0 — 1, en kurva i
F() fran wy till wy, sa f(Q) dr bagvis sammanhéingande.

Det aterstar att bevisa att f(€2) &r oppen, d.v.s. att det till varje punkt f(c), ¢ € £, finns en
radie p > 0 sadan att D(f(c),p) C f(2). Men det foljer omedelbart av Sats [458 med samma p
och V som dér, ty D(f(c),p) = f(V) C f(). [ ]

4.62. Anmirkning. For C!'-funktioner fran R till R &r 6ppna avbildningssatsen inte sann, vilket
t.ex. funktionen f(x) = sinx visar: f(R) = [—1, 1], som inte &r en 6ppen méngd i R. A
4.8 *Likformig konvergens av potensserier

Haér ska vi lite mera noggrant undersoka hur vara potensserier konvergerar, forst i konvergensskivan
och senare pa dess rand. For att kunna formulera oss precist ér foljande begrepp anviandbart:

4.63. Definition (Likformig konvergens). Lat f1, fo, f3, ... vara en {6ljd av komplexviirda
funktioner definierade pa en méngd M. Vi séger att f, konvergerar likformigt mot en funk-
tion f pa M ndr n — oo om det till varje e > 0 finns ett heltal N sadant att

|fn(2) — f(2)] <€ ndrhelst z€ M och n> N.

Vid likformig konvergens fungerar samma heltal N samtidigt for alle z € M, till skillnad
fran vanlig (punktvis) konvergens diir N som bekant far bero pa z. Ligg speciellt mirke till att
likformig konvergens pa M trivialt medfor punktvis konvergens i varje punkt i M.

4.64. Sats (Likformig konvergens av potensserier pa kompakta cirkelskivor). Antag
att potensserien ZZO:O cn 2™ har konvergensradie R > 0, och sétt

oo
f(Z):ZCka:Co+612+6222+632’3+..., |z|<R.
k=0

Lat f, for n € N vara polynomen

n
fu(z) = chzk =cot+crz4ca+ .. e,
k=0

som alltsa &r potensseriens delsummor, tillika Maclaurinpolynomen for f. Da géller f6ljande:
For varje p med 0 < p < R konvergerar f,, likformigt mot f pa skivan |z| < p nir n — cc.
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Bevis. Tag p med 0 < p < R och 1t sedan € > 0. Eftersom Y - cxz" &r absolutkonvergent da
|z| = p, vilket ju betyder att den positiva serien > - |cx|p" &r konvergent, finns det ett heltal N
sadant att denna series svans Y7 v [exlp® < e. Om |z] < p och n > N far vi dérfor att

oo o0 o0 oo
|ful2) = F(2)] = Z er2”| < Z lexl|z]* < Z ekl < Z leklp® <e,
k=n-+1 k=n+1 k=n+1 k=N+41
och beviset &r klart. [ |

Vad kan man nu siiga om en potensseries konvergens i punkter pd sjélva cirkeln |z| = R om
0 < R < oo? Till att borja med kan vi formulera ett tillréickligt villkor for konvergens pa hela
cirkeln och ett tillrackligt villkor for divergens pa hela cirkeln:

4.65. Proposition. Om potensserien Y~ ¢,2" har konvergensradie R, dir 0 < R < oo, sa
géller foljande:

(a) Om den positiva serien Y |c,|R™ &r konvergent, sa &r potensserien Y ¢, 2"
absolutkonvergent och likformigt konvergent pa den slutna cirkelskivan |z| < R, och
potensseriens summa dr en kontinuerlig funktion dér.

b) Om ¢, R" inte gar mot noll da n — oo, sa ir potensserien _ o Cn2" divergent for
n=0
alla z pa cirkeln |z] = R

Bevis. Vi kan utan inskrdnkning anta att R = 1 (genom att om ndédvéndigt studera ZZO:O Cpw™
i stéllet, déir ¢, = ¢, R"™). Siitt ocksa U = {z € C: |z| <1} och S(z) = > " jcnz"

Vi visar forst (a), och antar dirfor att Zn o len| dr konvergent. Eftersom > [c,2"| <
>0 o len| nér z € U far vi genast att Zn "o cn2™ dr absolutkonvergent pa U, och dérmed &r S en
viildefinierad komplexvird funktion pa U. For att visa att konvergensen ér likformig pa U, d.v.s.
att delsummorna

Sp(z) =co+crz+...+cpz", n €N,

gar likformigt mot S pa U nér n — oo, tar vi e > 0. Da kan vi viilja ett heltal N sidant att svansen
>y len] < € och far da, som i beviset av Sats B84 att |S(z) — Sy (2)| < € niirhelst z € U
och n > N, sa S, — S likformigt pa U. Att funktionen S dessutom #r kontinuerlig pa U kan vi
nu visa pa foljande sitt: Lat zo € U och tag e > 0. Vilj N som ovan; da ir |S(z) — Sn(2)| < e for
alla z € U. Sy ér ju ett polynom och &r dirmed kontinuerlig i 2o, sa vi kan vilja ett 6 > 0 sadant
att |Sn(2) — Sn(20)| < € néir |2 — zo| < 6. Av detta far vi att

|5(2) = S(20)| < [S(2) — Sn(2)| + |Sn(2) — Sn(20)| + |Sn(20) — S(20)| < €+ €+e=3e

niir z € U och |z — 2| < 6, vilket visar att S #r kontinuerlig i 2.
Pastaende (b) dr l4tt att bevisa: Om ¢, inte gar mot noll da n — oo gar inte heller ¢, z™ mot
noll om |z| = 1, varfor Y ¢,2™ divergerar diir enligt divergenstestet (Proposition ET)). |

4.66. Anméirkning. Funktionen

oo Lk 44,9 16 25
=y Z_=1 — o+ =+ == <1,
JG) ;0% tstTts gt

omtalades i samband med Proposition [£20] som handlar om Maclaurinseriers konvergensradie; vi
kan nu visa att nér |¢| =1 har f, f/, f”,... dndliga grinsvirden da z — ¢ inifran skivan |z| < 1.
Den serie vi far genom att derivera termerna i serien fér f ovan n génger, n € N, ar

o0 n—1

Soote) = Y, S ot D e S 2 e

k=0 k=0 1=0
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(En produkt utan faktorer tolkas som 1, pa samma séitt som att en summa utan termer tolkas
som 0.) Om vi fixerar z € C* och later ay, sta for term nummer £ i serien S(,)(z) far vi att

_ 0 |z <1
2k+1 22l (1 1 /E)2 /K2 ’ ?
w1 | _ |2l (L + 1/k)" — Uk 1/2, |sl=1,  dak— oo (for fixt n),
Qg 2 171/[62
=0 +oo, [ > 1,

sa kvotkriteriet (Proposition EL6]) medfér att serien S(,)(z) dr absolutkonvergent nér [z| < 1 och
divergent néir |z| > 1; speciellt ér dess konvergensradie R = 1. Enligt Proposition ar Sen)
dessutom en kontinuerlig funktion pa 2| < 1. Men f(")(2) = S(,,)(z) da |z| < 1, s& om |¢[ =1 far
viatt f()(2) = S(»)(c) € C da 2z — c inifran skivan |z] < 1. A

Det finns gott om potensserier ZZO:O cp 2™ med konvergensradie R, 0 < R < oo, som varken
uppfyller det tillrickliga villkoret fér konvergens pa hela randen (Y., |c,|R™ dr konvergent)
eller det tillriickliga villkoret fo6r divergens pa hela randen (¢, R™ gar inte mot noll da n — o) i
Proposition .65 Ett enkelt exempel pa en sadan serie, alltsa en serie for vilken Y7 |, |R™ &r
divergent samtidigt som ¢, R™ — 0 da n — oo, ir

[N~}
IS

o0
(—1)ntizn 22 2Bz
()= — oty ot ’
n=1
hir dr ju Yoo |en|R™ = Y02, 1/n, divergent, medan ¢, R" = (—1)"*'/n — 0 d& n — oc.
Serien S(z) ovan kénner vi igen som Maclaurinserien for Log(1 + z), se Proposition [L21] sa vi vet
att

S(z) = Log(1 + z), |z| < 1.
Eftersom R = 1 dr potensserien divergent for alla z med |z| > 1; att Log(1 + z) rakar ha ett virde
for sadana z spelar ingen roll. Nir z = —1 far vi serien S(—1) = — > "7 | 1/n, som &r divergent.

I Ovning ET2 pa s. M visas (byt z mot —2z) att serien S(z) konvergerar for alla évriga z pa cirkeln
|z| = 1, och en naturlig fraga i sammanhanget &r om S(z) = Log(1 + z) &ven for dessa z. Svaret
ar ja, och det foljer av nedanstaende sats av M. Riesz.

4.67. Sats (Om Maclaurinseriens konvergens pa randen till konvergensskivan).
Antag att f € A(), dér 0 € Q, och lat 7 ¢, 2™ vara Maclaurinserien for f. Antag vidare
att denna serie har konvergensradie R < oo, att D(0, R) C Q och att ¢, R" — 0 da n — oo.
Da giller foljande: For varje kompakt mingd K C QN D(0, R) konvergerar Maclaurinserien
likformigt mot f pa K; speciellt konvergerar den punktvis mot f i varje punkt pa randcirkeln
|z| = R dér f &r analytisk.

4.68. Anmirkning. Notera att det for alla potensserier nédvindiga villkoret fér konvergens av
Yoo o nz™ 1 en punkt z pa cirkeln |z| = R, allts villkoret att ¢, 2" — 0 da n — oo (vilket trivialt
ar ekvivalent med villkoret att ¢, R" — 0 da n — o0), saledes visar sig vara tillrickligt om man
dessutom vet att serien i fraga dr Maclaurinserien for en funktion f som &r analytisk i z. A

Innan vi gar in pa beviset av denna sats undersoker vi vad den medfor for vara standardserier
i Proposition .21l och Anmérkning 22
Vi ser omedelbart att

> _1)nt+lyn 2 3 4
E Hizzz—z——l—z——z——i—...:Log(l—l—z), 2] <1, z # -1,
— n 2 3 4

eftersom R = 1, (—=1)""'/n — 0 dd n — oo och Log(1 + z) #r analytisk utom lings strilen
]—00, —1]. I punkten z = —1 blir serien som sagt — >~ , 1/n, som &r divergent, och trivialt &r
serien divergent dven nér |z| > 1.
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Vidare,

o (71)n22n+1 23 2,5 27 1 i — 2 )
g — =z — + — — — +...=Arct = —L <1 +
— 2+l - 3+5 7jL reanE = o LT lZl <1, 2 # £,

eftersom R =1, (=1)"/(2n+1) — 0 dd n — oo och Arctan z dr analytisk utom déir z = iy, |y| > 1
(se figur i Avsnitt BH). T punkterna z = +i blir serierna +i )~ 1/(2n + 1), som ér divergenta,
och trivialt dr serien divergent dven nir |z| > 1.

Till sist diskuterar vi potensserien > °  (¢)z" da o € C\N. Serien har konvergensradie R = 1,
dr Maclaurinserien for PV (1 + 2)®, och ér lite svarare att analysera #n ovanstaende bada serier.
Man kan visa att (Z) — 0 da n — oo precis da Rea > —1, och i detta fall konvergerar saledes
Maclaurinserien mot PV (1 + 2)® dven i de punkter pa randen ddr denna funktion &r analytisk,
alltsa i alla punkter utom z = —1; om Rea < —1 &r serien divergent pa hela randen enligt
divergenstestet. Vad géller den aterstaende punkten z = —1 dda Rea > —1 kan man visa att
serien #r konvergent, med virdet 0, om Rea > 0 (man kan da t.o.m. visa att Yoo [(%)] &r
konvergent, och potensserien ér dirfér en kontinuerlig funktion pa den slutna skivan |z| < 1,
enligt Proposition 65 men att den &ér divergent om —1 < Rea < 0 (beviset bygger bl.a. pa
sambandet Zg:o (&) (=) = Hgd (1—2) om a € Coch N € N, nigot som kan bevisas t.ex.
med induktion). Vi sammanfattar:

0o |z] <1, Rea >0, a ¢ N,

N n a(a— 1) 2 «
Z e :1+az+ﬁz +... =PV (1+2)%, 2] <1, 2# -1, =1 <Rea<0, a#0,
n=0 |z] < 1, Rea < —1,

dér vi med PV 0 menar 0 ndr Rea > 0; i 6vriga punkter ar serien divergent. Om « € N sa ér
potensserien ett polynom av grad « och konvergerar darfor i hela C.

Bevis av Sats Lit K € QN D(0, R) vara en kompakt miingd. Man kan visa att K kan
tiickas av nagon sluten cirkelskiva |z| < r med radie » < R tillsammans med #ndligt manga slutna
cirkelsektorer Si, ..., Sy, C 2 med radie R och spets i origo. Med tanke pa Sats .64 kan vi dérfor
anta att K &r en sadan cirkelsektor S C Q. Vidare, efter en eventuell skalning och vridning i
z-planet kan vi anta att R = 1, och dérmed att ¢, — 0 da n — oo, och att cirkelsektorn &r

S={z=re?cC:0<r<1,0 <a}
for nagot aw med 0 < o < 7, se figur nedan.
Lat f, vara Maclaurinpolynomen for f, d.v.s. lat

fn(2) =co+c1z4caz? + ... + cp2™, n € N.

Enligt forutséittningen gar ¢, mot noll da k — oo, sa speciellt finns
det en konstant C sadan att |c;| < C for alla k € N. Vidare, S
dr en kompakt delméngd av den 6ppna méingden €2, sa avstandet
fran S till 9 &r positivt, och vi kan déarfor vilja p > 1 och 8 med
a < < 7 sadana att den nagot storre cirkelsektorn

Si={z=re?cC:0<r<p, 0] <5}

ocksa ryms i ). Notera att f &r kontinuerlig pa den kompakta
méngden S, sa det finns en konstant M sadan att |f| < M pa S.
Lat nu

z—eP)(z—e B
() hn(z) = ( Z)n(-l-l ) . (f(z)ffn(z)), z€Q, neN,

Da ér h,, analytisk i 2, alltsa dven i origo, ty h, har hivbar singularitet déir (med h,,(0) := ¢p41).

Nedan ska vi visa att det till varje € > 0 finns ett heltal IV sadant att |k, (z)| < B,e nérhelst z € S



4.8 *Likformig konvergens av potensserier 97

ochn > N, diir B, endast beror pa p. Eftersom olikheterna |z — e*%| > sin(8—a) > 0 och |2 < 1
géller for alla z € S far vi m.h.a. detta att

1f(2) = fn(2)| =

Zntl B

. | Jhp(2)| € ——L— - ¢, z2€8, n>N,
<zezﬁ><zezﬁ>‘ ) < G2 —a) >
och dérmed att f, konvergerar likformigt mot f pa S nér n — oo, vilket fullbordar beviset.

Tag dérfor e > 0. Vilj Ny sa stort att |c;| < e ndrhelst & > Ny. Vi vet att f(z) = Z;OZO ez i
hela konvergensskivan |z| < 1, atminstone punktvis, varfor

oo (oo} |Z|n+1
FO-hEIS Y lalllf e 3 bl me I F<Lnz N
k=n-+1 k=n-+1

I den del av S dér |z| > 1 divergerar ju Maclaurinserien, men diir kan vi for n > N, skriva

n Ni—1 n
@) = Fa S 1@ 1fa@) S M+ a2l < M+C Y |ofF+e Y Iz
k=0 k=0 k=N1

Vi noterar att nir z € S &r M + ngial |2k < M + CN;p™M~1, som #r oberoende av n > N,
medan €Y )y |z[* > €. (n+1— Ny) nir [z| > 1. Men nu kan vi vélja ett nytt heltal N > Ny
sadant att e- (n+1— Ny) > M + CN,pN1~1 for allan > N, och dirmed fa att

|z|n+1

|2 =17

z€8, |z|>1, n>N.

|7 (2) = fu(2)| < 2¢ Z |z|* < 2¢-
k=N,
Sammantaget har vi hittills visat att vi far féljande uppskattning fran (x):

_ ,if _ ,—if
()] < 2. EZ TNz = e

< ’|z|—1‘ , z€es, |[z| #1, n > N.

Vi ska nu uppskatta |h,| pa randen 9S till cirkelsektorn S nir n > N. Till att borja med &r
|z—eFP| < |z|4+1 < p+1 pahela 8S. Pastriickan z = re'?, 0 < r < p, ér t.om. |z—e| = |[2]—1],
s& |hy| < 2€(p+1) dir — dven i punkten e?? eftersom h,, (e”?) = 0. Pé striickan z = re ™", 0 < r < p,
far man helt analogt samma uppskattning. Pa den aterstaende delen av a8, cirkelbagen dér |z| = p,
ar |hy| < 2e(p+1)%/(p—1). Om vi siitter B, = 2(p+1)%/(p — 1) éir alltsa |h,| < Bye pa hela S,
och enligt maximumprincipen i begrénsade omraden (Féljdsats B30 pa s. 07) dr dérfor |h,| < Bpe
pa hela S, vilket enligt resonemanget tidigare i beviset riacker for att bevisa satsen. |

Vi avslutar med nagra resultat for dubbelsidiga potensserier:

4.69. Foljdsats (Likformig konvergens av dubbelsidiga potensserier pa kompakta
cirkelringar). Antag att potensserien Y.~ ¢,2™ har konvergensring Ry < |z| < Ro, dér
0 < R; < Ry < 00, och siitt

— - k _ 2 C_1 C_9o ) R
B h e — T2 T ) < |z| < Ro.
f(2) k_z_: ek = (co+ 1z 4 22 + )+( —+ 5+ L < )2 X
Lat fp,n for positiva heltal m och n vara de rationella funktionerna

n
fmmn(z) = Z ckzk: (c0+clz+0222+...+cnz")+(%Jrcz;;Jr...chz_—mm),

k=—m

som alltsa dr den dubbelsidiga potensseriens delsummor. Da giller foljande: Till alla pq, p2
med Ry < p1 < pa < Ry och varje € > 0 finns det ett heltal N sadant att

[frn(2) — f(2)] <e nérhelst p; <|z| <p2 och m >N, n> N.
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Bevis. Siitt g(2) = co+c1z+c222+. .. och h(w) = cqw+c_ow?+.. ., sd att f(z2) = g(2)+h(1/2),
precis som i [{3) pa s. Da ér g analytisk i skivan |z| < Rg och h i skivan |w| < 1/R;
(med tolkningen att 1/R; = oo om Ry = 0). Sétt gn(2) = co + c12 + 22 + ... + ¢,2" och
hm(w) = c_qw+c_ow? + ...+ c_pw™. Om Ry < p1 < pa < Ry ér det da enligt Sats 64l sant att
gn — g likformigt pa cirkelskivan |z| < pa och att h,, — h likformigt pa cirkelskivan |w| < 1/p;.
Om € > 0 finns det ddrfor dels ett heltal Ny sadant att |g,(2) — g(z)| < €/2 da |z| < pa och
n > N, dels ett heltal No sadant att |h., (w) — h(w)| < €¢/2 da |w| < 1/p; och m > Na. Sitt
N = max(Ny, N3) och w = 1/z. Da far vi att

|fnn(2) = f(2)] = |(9n(2) + han(1/2)) = (9(2) + h(1/2))]
<gn(2) = 9(2)| + |hm(1/2) = h(1/z)| < €/2+¢/2=¢

nérhelst p; < |z| < ps och m > N, n > N. [ ]
Nu kan vi bevisa Sats [4.28 om multiplikation av dubbelsidiga potensserier:

Fullstindigt bevis av Sats Funktionerna f och g dr analytiska i ringen R; < |z| < Ra,
och déirmed #r ocksa h analytisk dér. Saledes har h en Laurentserie i ringen: h(z) = > 00 cp2",
dir koefficienterna ¢, ér entydigt bestdmda och ges av integralformeln ([@4) pa s. [ dér vi
integrerar ldngs nagon cirkel C,, med radie p och dér Ry < p < Ry.

Vi sitter fpq(2) = 25—, arz® och gm(z) = Y0 bz for positiva heltal p,q,m; vi ska
utnyttja att f,, — f och g, — g likformigt pa C, da p — oo och ¢ — oo respektive m — oo.

Fixera n € Z; vi ska visa att ¢, = ZZO_ akbn &, och speciellt att denna serie konvergerar.

Fixera sedan p > |n| och ¢ > |n|. Produkten fp.q(2)gm(2) bestar av dndligt manga termer,
med gradtal fr.oom. —p — m t.o.m. ¢ + m, och om m dr sa stort att m > max(p,q) + |n| sa &r
koefficienten for z" i denna produkt Zzzip arby—i for alla sadana m (kontrollera girna detta i
ett (k,l)-diagram). Integration ldngs cirkeln C, ger dirfor, t.ex. som i Exempel B0 pa s. B2] att

q
S arba i = 2m/ Dod 9 4o nl, g > Inl, m > ma(p.q) + n.

k=—p
Vi ska nu lata m — oo (for fixa p,q,n ) Tag € > 0. Enligt Foljdsats 6] finns det ett heltal M,
som vi kan anta fr storre dn max(p, q) + |n|, sddant att |gn(s) — g(s )‘ < € niéirhelst s € C), och

m > M. ML-uppskattning ger dérfor att

max‘qu(s)’

/ qu )79(5)) ds| < s€C, e
2mi s”+1 P

q
1 fo.a(5)g(s)
Z arbn_k — 2— SHT

e c,

k=—p

Eftersom e > 0 dr godtyckligt maste uttrycket langst till vanster pa féregaende rad vara noll,
d.v.s.:
1 f s)g(s
S b= oo [ 209 g, g5

e sn+l
k=—p

I niista steg ska vi lata p — oo och ¢ — oo oberoende av varandra (for fixt n). Tag dérfor (ett

nytt) e > 0. Enligt Foljdsats 69 finns det ett heltal N, som vi kan anta #r storre dn |n|, sadant
att |fp.q(s) — f(s)] <e narhelst s € Cy,p> N och g > N. Saledes ar

a max [g(s)]
1 s)—J(s S seC),
Zakbn—k_cn:_./ (Jra(s) f())g()dsg < - €, p>N, g> N.
27t Jo gntl P
k=—p
Men det innebéar att
Z akbn—k = Cn,
k=—o00

jfr diskussionen i slutet av Avsnitt BTl och beviset ér klart. |
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I detta kapitel ska vi se hur vi kan anvéinda oss av en funktions singulariteter (se Avsnitt [LG) for
att beriikna vissa integraler, bade komplexa kurvintegraler och reella integraler. Aven om det i en
del sammanhang kan vara ett problem att en funktion har singulariteter visar det sig hér att det
faktiskt ar just singulariteterna som mojliggor effektiv berdkning av integralerna.

5.1 Residyer

Vi paminner om att nér zg ar en isolerad singularitet till f sa ges f av en Laurentserie

oo

f(z)= Z cn(z — 20)"

n=—oo

C_ Cc_ C_
= (CO+61(Z*Zo)+62(2720)2+...)+ <z—1zo+ (2_20)2 + (z—jo)s +>

i en punkterad skiva 0 < |z — 29| < 0 for nagot & > 0, och koeflicienterna ¢,, ges av integralformeln

1 f(s)ds
n = T —_—, 0< 0, Z,
= omi /Cp (s — zo)ntt pome

dér C, dr cirkeln |z — 29| = p tagen ett varv moturs, se s. [[8 (Avsnitt E3]). Specialfallet n = —1

ger oss sambandet
1

C-1= 57—
27

/ f(s)ds, 0<p<é,

CP

och dérmed far vi ett sitt att rikna ut integralen [, f(s)ds om vi kan bestdimma c_; pa annat
I3

séitt, typiskt genom serieutveckling; m.h.a. residysatsen nedan (Sats[(.2)) kan dven andra integraler
berdknas. Koefficienten ¢_; spelar saledes en viktig roll, och den har fatt ett eget namn:

5.1. Definition (Residy). Antag att zp ir en isolerad singularitet till f. Med residyn for f
i 2o menas koefficienten c¢_; for (z — z9) ™! i Laurentserien for f i en punkterad skiva runt zo,
och vi skriver

Res f(z) = c_1.

Z=Z0

Nedan &r w ett begrénsat omrade vars rand dw bestar av éndligt manga konturer med positiv
orientering relativt w, som pa s. 0] (Avsnitt B4), dér ocksa en figur finns.

5.2. Sats (Residysatsen). Antag att f dr analytisk i en omgivning till @ utom mdjligen i
de dndligt manga punkterna z1,...,2zy € w. Da &r

Z=2n

N
f(s)ds = 2mi Z Res f(z).
Ow n=1

99
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Bevis. Eftersom de punkter i w dir f inte &r analytisk dr #ndligt manga &r de ocksa isolerade
singulariteter. Lat w. vara w med sma, parvis disjunkta, slutna cirkelskivor D,, = D(zn, €) Cw
borttagna, dir e > 0 dessutom &r sa litet att z, dr den enda singulariteten till f i D,,, och lat C,
vara randen till D,, orienterad moturs. Da &r dw. = 0w — C7 — ... — Cy, och Cauchys integralsats
(Sats BIT pa s. E6)) tillimpad pa nagon omgivning Q till w. ger att

N N
0= - (s)ds = [Mf(s)ds—;/cn f(s)ds:Awf(s)ds—Qﬂigzliezi’f(z),

dér den sista likheten &r en konsekvens av definitionen av residy. Pastaendet foljer. |

5.3. Exempel. Vi ska berdkna integralen

/C 22 sin(%) dz

dir C #r enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett varv moturs. Vi ser att 2%sin(1/z) #r singulir endast i
z = 0, och att denna punkt ligger innanfor C. Eftersom sinw = w — w3 /3! + w®/5! — ..., dér ...
star for termer av grad 7 och hogre i w, och serien konvergerar for alla w € C, ser vi att

1 11 1 1/6  1/120 1
2 ¢ — ) = 2 _— — _ = e — > = — —
z sm(z) z (z 623—1—12025—1—...) Z= = + e +..., sa ljzegf(z) &
ty ... 1 det sista steget star for termer av grad —5 och ldgre i z, och serien konvergerar for alla
z # 0. Residysatsen ger alltsa att integralens vérde &r 2mi - (—1/6) = —in/3.
Denna integral kan ocksa berdknas pa annat sétt, se Exempel [5.12] A

I Exempel B3] var 2z = 0 en visentlig singularitet, och for att berikna residyn i en sadan har
man endast serieutveckling att tillga. I en hidvbar singularitet &r residyn trivialt noll. T det
aterstaende fallet, poler, kan man fran serieutvecklingen hirleda vissa samband som ofta &ar
anviandbara, vilket vi nu ska se.

5.4. Proposition (Residyberikning i pol). Om f har pol av ordning N i zp, sa att det
finns en funktion ¢ som dr analytisk i zg sadan att
9(2)
f(Z) - (Z o Zo)N
i nagon punkterad omgivning till zg, sa ar
(N—1) N—1
_9 (20) 1 . d N
Res ) = TN — vy 4, o ((z=20)"£(2))..
De forsta fallen blir saledes som foljer:
N=1: Res o) = g(z0) = lim ((z — 20)f(2))
Z=z0 2 — ZO Z—rZ20 ’
N =2: Res _9) = ¢'(20) = lim 4 ((z — 20)f(2))
z=z0 (2 — 20)? z—z0 dz ’
.. 9(z)  _g"(=) 1 d® g
N=s Remoap s w6,
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Bevis. g ir analytisk i nagon skiva |z — zo| < 0 och kan dérfor skrivas

"(y > (k) 2
9() = 9(20) + 20}z — 20) + L -z 4 =S T ez <
! P !
alltsa har f Laurentserien
(&) (
)= Zg (), N, < |z — 20| <.

Z*ZO

Residyn for f i zq, alltsd koefficienten for (z — z0) ~! i denna serie, far vi saledes fran term nummer
k=N-—1:

z (N=1)(, 1 dN-1
Ll g(zi)N = (1)?) = v g (- =200 ).

dér den sista likheten beror pa att alla derivator av g dr kontinuerliga i zg. |

I enkelpoler ar det ofta enklare att anviinda sig av nedanstaende resultat.

5.5. Foljdsats (Residyberidkning i enkelpol). Om f i en punkterad omgivning till zy kan
skrivas i formen

p(z)
1) =22
) q(z)
dér p och ¢ dr analytiska i zg och ¢ har enkelt nollstélle i zg, sa &ar
p(20)
Res f(z2) = .
z=zo 1) q'(20)

Bevis. Enligt forutsittningen dr ¢(z) = (z — 20)h(2) for nagon funktion h som &r analytisk i zg
och for vilken h(zg) # 0 (se Definition 4Tl pa s. B4)); notera ocksa att ¢’(z9) = h(zp). Alltsa &r,
enligt fall N =1 i Proposition B4l med g = p/h,

o PG o e o)
ZR:eZ%f(z) B ZR:ZO z— 2o ZR:ZO z— 2 9(z0) h(z0) ¢ (20)"

5.6. Anmirkning. For att f i Proposition [5.4] verkligen ska ha pol av ordning N i zg krévs
dessutom att g(zp) # 0, men som synes fungerar beviset lika bra utan detta krav. Exempelvis har

funktionen
sin z

f(Z)Zm

trippelpol i punkten m, trots exponenten 4 i ndmnaren, eftersom sin z har enkelt nollstélle i 7.
Lika fullt &r, med g(z) =sinz, N =4 och zg =,

g"(m) —cosm 1

Resfe) =5~ =—F% =%

Pa samma sitt fungerar det 1 Foljdsats[5.0E Om p har nollstille i zg sa har f hivbar singularitet
dér och residyn dr foljaktligen noll, i enlighet med formeln Res,—., f(z) = p(z0)/¢'(20)- A
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5.7. Exempel. Vi ska berékna alla residyer till

1
J2) = z3cosz’
Vi ser forst att f dr singuldr i punkten z = 0 (déir 2 = 0) och i punkterna z = /2 + nmw, n € Z

(dér cosz = 0, se s.[33), men ingen annanstans.
I punkten z = 0 kan vi skriva

~ 1/cosz  g(2)
T3 T s

f(2)
dir g(z) = 1/cos z ér analytisk i 0. En kort Maclaurinutveckling av g ger dérfor att

0 "0)z 4+ ¢"(0)22/2! + O(23 0 (0 7(0)/2!
S0+ 0 T OZRLOCY 90, 0, OV o

f(z) =

vilket alltsd #r Laurentserien for f i ndgon punkterad omgivning till 0; O(1) = O(2) stér for en
konvergent potensserie med termer av grad > 01 z, se s. (Avsnitt [4]). Alltsa &r

(0 1 1 2sin? 2 1
g"(0) ( N )‘ _
z=0

Rep /)=

2 2 \cosz | cos?z Pk
vilket ocksa ér vad man far i fallet N =3 (och zp = 0) i den allménna formeln i Proposition 541
I 6vriga punkter, z = 2, = /2 + nmw, n € Z, kan vi i stillet skriva

f2) = 1/2> _ p(z)

cosz  q(z)

med p(z) = 1/23 och q(z) = cosz; i 2, dr p och ¢ analytiska, och ¢ har enkelt nollstille diir. Vi

far att (20) /23 L1y
p(2n 1/z —1)"
R — — = 3, = Z,
Al 1) q'(zn) —sinz |a=2n (/2 + nm)3 "
i enlighet med Foljdsats BB} notera att sinz,, = (—1)". A

5.8. Exempel (Residyberikning i pol pa tre sitt). Vi studerar funktionen

€2Z

f(z) =

som &r singuldr bl.a. i origo. Vi ska berékna residyn for f i origo pa tre sétt.

zsin z

1. Ansats. Eftersom ndmnaren zsin z har dubbelt nollstélle i z = 0 kan vi gora ansatsen

e?? a b
-2 4% on
zsin z 22+z+ (m),

(%)

dér koefficienten b, enligt definitionen, &r residyn i origo. Maclaurinutveckling ger att
e?* = 1+ 22 + O(2?) och zsinz = 2% + O(z*), och multiplikation av bada led i (x) med
zsin z ger darfor likheten

1422+ O(z2) = (Z% + g + 0(1)) (22 + O(z*) = a + bz + O(z2).

Entydighet hos koefficienterna (Proposition L34 pa s. Bl)) ger att Res,—o f(z) =b = 2.
2. Direkt utveckling. Vi anvinder att (1 +s)~! =1+ O(s), med s = O(2?), och far att

) = szz - 1;242_28&; ) _ % (1422 +0(:2) (1+0(:2) "

= Z—lz (1+2:40(2%) (1+0(2%) = ;12 + % +0(1), si Resf(2) =2
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3. Derivataformel. Residyn i en dubbelpol z = zy kan beréknas med formeln

lim d_ ((zfzo)Qf(Z)) ={z=0}= ;lin d_ (ZQf(Z)) = lim d_ <Ze Z> .

z—z0 dz sin z

Om vi forst utvecklar tiljare och ndmnare, och genast férkortar med z, far vi att

-0(z) — 2

sin z

d (Z€2Z) _d (1+2z+(9(22)) _24+0() 14224027
dz Cdz 14+ 0(2?) 14+ 0(22) (14+0(%2))?

da z — 0, sa Res,—o f(2) = 2. Vi har hér anvint deriveringsregeln (O(z”“))/ = 0(z")
for n € N, som dr sann med var definition av O(z"), se Proposition [£33] pa s.

Alla tre varianterna fungerar saledes bra i detta fall. A

5.9. Exempel (Residyberikning genom variabelbyte). Vi underséker singulariteterna, och
beréknar residyerna, for
1

ztan?z’

flz) =

Vi noterar forst att tanz = sinz/cosz dr odefinierat da cosz = 0, d.v.s. da z = 7/2 + nm,
n € Z, men i punkterade omgivningar till dessa punkter kan vi skriva

COS2 z

f2) = —=—
zsin” z

och hogerledet hér #r analytiskt i dessa punkter (med virdet 0 dir). Saledes #r punkterna z =
/2 + nm hivbara singulariteter till f, och residyn ér dérfér 0 i de punkterna.

Ovriga punkter dér f #r singulir &r dir zsin?z = 0, d.v.s. dir z = nr, n € Z. Residyn i
punkten nr #r koefficienten for (z —nm)~! i Laurentserien for f i en punkterad skiva med centrum
i nm, sa om vi gor variabelbytet w = z — n7 blir residyn i punkten nw for f samma som residyn i
punkten 0 for funktionen

cos?(w + n) cos® w

w = .
(w + n7)sin®(w +nr)  (w+nr)sin?w

Har ar

cosw (1 7w2/2!+(9(w4))2 _ 1—w? + O(w)
sin® w (w—w3/3!+(9(w5))2 w? (1 —w?/3+ O(uw?))
(1—w? +O(w*)) (1 +w?/3 4+ O(w?)) _1- 2w? /3 + O(w?)

2 2 ’

*

w w

diir vi i steg * anviinde att (1 +s)7! =1 — s+ O(s?), med s = —w?/3 + O(w?). Vidare,

1 1 1 1 w
- - (120 2) 0
w + nm nw 1+w/(nm) mr( n7r+ () n#0,
Sa
1 1—2w?/3+ 0w 2
2 Res — - w/ i (w):__a n=0,
cos®w w=0 w w? 3
Res f(Z):REg—.QZ 1 1+ O(w?) 1
= =0 (w + nm) sin” w Res—(lfﬂvLO(wz)) w)_ _ , n#0,
w=0 N nmw w? (nm)?

som ju dr koefficienten for w=! i de respektive fallen. A
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5.10. Exempel (Odndligt manga singulariteter i w). Residysatsen forutsiitter att inte-
granden f &r analytisk i en omgivning till w utom méjligen i dndligt manga punkter i w. Integralen

dér C &r enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett varv moturs, kan inte berdiknas direkt med residysatsen
eftersom integranden f(z) = 1/sin(1/z) har oéndligt manga singulariteter innanfor C' (dessutom
dr singulariteten z = 0 inte isolerad, sa Res,—o f(z) &r odefinierat). Integralen kan dock losas pa
annat sitt, se Ovning pa s. A

+* OVNINGAR

1
. 3.1/z .
* 5.1 Berikna (a) E{:egz e (b) E{:eos = (c) zfie_s2 cos —— (d) E{:eiq sin ——

* 5.2 Om Res f(z) =0, har da f hidvbar singularitet i zo? Bevis eller motexempel!
Z=Z0

* 5.3 Beriikna alla residyer till funktionen f om f(z) ges av uttrycket

1 cos z e® z 1 1
(&) (z+1)2—2i (b) 24+ 22 () z(z+1)3 (@) e?r —1 () z2sin z () (e —1)2

* 5.4 Berikna [, o f(2)dz om f ges av motsvarande deluppgift i Ovning och C ar foljande
cirkel ett varv i positiv led:  (a) |z2|=2 (¢) [z —2i|=3 (d) |z—27| =1 (f) |2| =38

* 5.5 Beriikna integralerna (ett varv moturs 6verallt)

sinmzdz sinzdz 23et/ %z
(a) / 114218 (b) / — 3 (c) / —
lz|]=2 L + 2+ 22+ 2 |z|=3 sinh” z lz|l=s 1+2z

(o]
n=—oo

(a) 0< |z] <7 (b) m < |z| < 27 (anviénd integralformel [@4]) pa s. [T4)

* 5.6 Berikna koefficienten ¢_; i Laurentserien »_ cnz™ for f(z) = 1/sinz i omradet

5.2 Trigonometriska integraler 6ver hel period

Integraler av typen

s

f(cosf,sin b, cos26,sin20,. .., cosnd,sinnb) db, n €N,

—T

dér f &ar en funktion av 2n reella variabler, kan skrivas om till en komplex kurvintegral léngs
enhetscirkeln C': |z| = 1 tagen ett varv moturs (med start- och slutpunkt z = —1) via parametris-
eringen

z=e? 0.7

Da blir ndmligen

el 4 e=i0 4 -1 ' eif _ p—i0 -1
cosf = = , sinf = - = -
2 2 21 21

och, allmént, cos k0 = (e +e=*9) /2 = (2F+-27F) /2 och sin kO = (e*0 —e =k /2i = (2F —27F) /2i
for k € N. Dessutom blir

dz i0

d
T =ie’ =iz ochditmed  df = i

iz’

Vi illustrerar tekniken med ett exempel:
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5.11. Exempel. Vi ska berdkna de reella trigonometriska integralerna

™ 2 27 .2 T .2
sin” 6 df sin” 0 df sin” 6 df
I = Sn T I, = S v W L= | T
! /,W5—4c059’ 2 /0 5—4cosl o¢ s /0 5 —4cosf

med residykalkyl. (Notera att det enda som skiljer integralerna at &r integrationsintervallen.)
Eftersom integralerna ir reella har de naturligtvis ocksa reella virden, och i detta fall &r inte-
granderna t.0.m. positiva, sa integralerna maste ha positiva virden. Vidare, integranden ¢(0) =
(sin® ) /(5 — 4cosf) har period 27, si vi inser genast att I, = I, och eftersom ¢ &r en jimn
funktion #dr Is = I1/2; det riicker saledes att beriikna I for att fa alla tre integralerna eftersom,

som sagt,
I
IL=I och I3= 51

Vi skriver z = €, § : —7 — 7, som da blir en parametrisering av enhetscirkeln C' : |z| = 1
tagen ett varv moturs. Da blir
el e~ L4 -1 el — =0 5 _ -1

cosf = = och sinf = - = —,
2 2 21 24

och dessutom blir dz/df = ie?’ = iz och dirmed df = dz/iz. Vi far dirfor att

™ sin2¢ (z—2"1/2i)% dz 1 (22 —1)?
n=| Y gp— “_ dz
_x 5 —4cosb cb—4((z+271)/2) iz 8i Jo 2%(22 =52/2+1)

Integranden — kalla den f(z) — har singulariteterna z = 0, z = 1/2

och z = 2, av vilka z = 0 (dubbelpol) och z = 1/2 (enkelpol) ligger Crlzl =1
innanfor C, sa residysatsen medfor att o
1 2
(G e
4\ dz \22-52/2+1 |2=0 %(22752/2+1)’Z:1/2
2022 —-1)-2 2 _1)2 2 _1)2/,2
I CE I G A S CL RS | T
4 22 —=5z/2+1 (22 —-5z/24+1)2 |2=0 2z —5/2 |e=1/2

_ T (5 _3\_"7
T 4\2 2) 4

Till sist far vi ocksa de andra tva integralerna: Iy = I = w/4 och I3 = I,/2 = 7/8. A

5.12. Exempel (Alternativ 16sning till Exempel 5.3]). Genom att som ovan parametrisera
enhetscirkeln C' med z = €, § : —m — 7, sedan gora ett reellt variabelbyte t = —6, och slutligen
g tillbaka till en kurvintegral via w = e, far vi att

/ 22 sin(%) dz={z=¢"} = /F (€)% sin(e~ ") ie? df = {t = —0}
C

—T

= / (e7")?sin(e)ie” " dt = {w = e} = / e dw,
c

4
- w

faktiskt med samma kurva C' som i bérjan (enhetscirkeln tagen ett varv moturs). Den sista inte-
gralen ar létt att 16sa eftersom integranden &r singuldr endast i origo:
sinw  w-—w?/3+0w’) 1 1/6 sinw 1

— = n =5 + O(w), w#0, sa E{SE it

w w

varfor integralens vérde blir 27 - (—1/6) = —im/3. A
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+* OVNINGAR

27 -
db
* 5.7 Beriikna foljande trigonometriska integraler: (a) / ——— (b) / cos3 0 cos 30 dO
o D+4sinf o
™ cos?0db T sin2 0 do /2
5 dc0s20 V| Teoso 1 2" 9do (n=1,2,3, ...
(C)/_,r5—400529 ()/0 a+ cosf (a>1) (e)/o sin (n=1,2,3,...)

* 5.8 Berikna integralen i Exempel (.10l m.h.a. tekniken i Exempel (.12

5.3 Integration av rationella funktioner

Vi ska nu studera integraler av typen .
a)
—o0 4(x)
dér p och ¢ &r polynom och ¢(z) # 0 for alla z € R. Detta #r naturligtvis ett specialfall av den
mera allménna situationen ddr man underscker ffooo f(z) dx for kontinuerliga f. Eftersom denna
integral &r generaliserad bade i —oo och i 400, och endast dér, dr den lika med gransvirdet av

T

f_NM f(z)dx, om det existerar, nir M — oo och N — oo oberoende av varandra, jfr dubbelsidiga
serier i Avsnitt LIl Det vi med nedanstdende teknik kommer att kunna berikna &r normalt
limp oo [ (@) da, eller i virt specialfall
R
lim p_(ac) d
R—oo J_p q(x)

)

det s.k. principalvéirdet av [~ f(z)dx. Vi ser att féljande implikation géller:

R—oc

/OO f(z)dx &r konvergent = /OO f(z)dx = lim /R f(z)dx.
—o0 —o0 —-R

Det finns dock divergenta integraler med @ndliga principalvédrden, och det kanske enklaste exemplet
ar ffooo x dx, se Ovning [5.9] Ett annat exempel &r foljande:

5.13. Exempel (Divergent integral med #ndligt principalvirde). Vi studerar integralen
/ < dx
o T —

1 T 1

Uppdelningen

T—i 22+1 +Zx2+1
i real- och imaginérdelar — och reella standardprimitiver — ger att
/N dv In(N?+1)—In(M?+1)

_MZL'*’L. 2

+ i(arctan N + arctan M) ,

sa imaginirdelen konvergerar (mot 7) medan realdelen saknar grinsviirde nir M — oo och N — oo
oberoende av varandra. Var integral &r alltsa divergent, medan déremot

B d
- = 2 arctan R — i, R — o0,
_RT—1

sa var divergenta integral har ett &ndligt principalvirde, ndmligen . A

I Ovning 510k visar man att

gradq > 2+ gradp == / M dx  &r konvergent,

—oo q(T)

och nér detta géller #r saledes integralen lika med sitt principalvirde.
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5.14. Exempel. Vi ska berikna integralen

I /°° dx
S (2 1)2(a? 1 4)
och séatter darfor
1 1

A P Py P P E FES T P Tk

som &r singulér i punkterna z = 44 och z = £2¢. Den sokta integralen

oo R
_ o o Ao
1= [ swyie= g [ f(tyde= lim / RIS \ o
dér Lg &r strackan fran z = —R till z = R, med parametrisering z = t,
t:—R— R. , S
For att kunna anvinda residysatsen behover vi dock en sluten kurva. —R —1i9 Lr R

Studera dérfor konturen I'p = L + C} enligt figuren. Om R > 2 sd &r f =249
analytisk pa och innanfér I'z utom i dubbelpolen z = i och i enkelpolen
z = 2i. Enligt residysatsen ar dérfor

(%) /LHC; f(2)dz = 2mi (ljggf(Z) + ;B:ggf(Z))

B ) = (z+4)72(z2 +4)7 1 _ (22 4+1)72(2 + 2i) 1
/f() (z — )2 z—2i /

= 2mi (d—((z +4) 72 (22 + 4)*1)|

z=1

+ (22 4+ 1) (2 + 21‘)1|Z_21_>

1
= 2mi ((2(2 +i) 2+ - ()T + 4)722,2)} + £>
zZ=1 7
1 1 m
—omi( ) =2 R>2.
m(36i+36i) 9’ ~

Vidare, fLR f(z)dz = ffR f#t)dt — I d& R — oo, som sagt, och en ML-uppskattning (se Propo-
sition 377 pa s. B2) ger, eftersom |22 + 1| > |[z|> — [1]| = R* =1 > 0 och |22 + 4] > R? =4 > 0
pa C’;{ om R > 2, att

dz| < :
/C;f(Z) NS R0 Row
av gradskiil, sa [+ f(2)dz — 0 da R — oo.
R
Lat nu R — oo i (%). Da far vi att I +0 =7/9, d.v.s. att [ =7/9. A

5.15. Anmiérkning (Jamn integrand). Vi kan dven fa virdet pa integralen

o dx
‘]/o @ 1122 1 4)

om vi bara observerar att integranden f(z) dr en jimn funktion: f(—z) = f(x) for alla x € R. Av
detta foljer ju att

Ji/oo dx 71/00 dx 1 7
o @2ED2(@24+4) 2 ) (22 1)2(22+4) 2 7

dér I beréiknas med tekniken i Exempel B.14 ovan; I = /9, sa J = 7/18. A
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5.16. Exempel (Alternativ kontur till Exempel [5.14)). Vi kan lika gérna sluta strickan Lp

med en halvcirkel i undre halvplanet, se figur, sa att vi far konturen A
2i0
'r=Cg—Lr ~R i9 R

(observera orienteringen) med polerna —i och —2i innanfor. Vi far, helt
analogt, att

f(z)dz — f(z)dzsz’(Res_f(z)—i— Res_f(z)) —..=-= R > 2,

CE Lr z=—1 z=—21

och ML-uppskattningen pa Cp, blir identisk med den pa C} ovan. Grinsovergang ger dérfor att
0—1=—n/9 och dédrmed att I = 7/9, &nnu en gang. A

5.17. Exempel (Tartbitskontur). Vi ska berékna integralen

f:/oogd—z-
0 .’L'—f—l

Hir dr ju integranden inte jimn (inte heller udda, for dvrigt), sa vi kan inte anvinda tekniken
i Anmérkning B.T0l 1T stéllet ska vi integrera ldngs randen till en lamplig cirkelsektor, en s.k.
tartbitskontur, se figur nedan.

Satt
1

och lat Ly vara striackan fran z = 0 till z = R, som vi parametriserar med z = ¢, ¢t : 0 — R; notera
att
Rdt
(z)dz:/ = — 1, R — <.
Ln o t3+1

Vi ska nu skapa en kontur genom att ligga till en cirkelbage C'f med radie R fran z = R till
z = Re' och en striicka L%, fran z = Re' tillbaka till z = 0 for ndgon ldmplig vinkel o > 0. Med
parametriseringen z = te'®, t: R — 0, av L% far vi att

f(z)dz = /OLdt = eio‘/RPL = ei2”/3/R dt — —e?™3] R — o,
L% R (teza)3+1 0 t3613a+1 0 t3+1
dir vi i steg * valde o = 2m/3, och det av foljande skidl: Vi vill fa
ndmnaren t3 + 1 dven i denna integral, och det far vi om e®® = 1.
Minsta mdjliga a > 0 som uppfyller denna ekvation ir just o = 27/3.
f har enkelpoler dir z3 = —1, som #r en binomisk ekvation med
rotterna z = e/3Tm27/3 p — 10,1, dov.s. z = /3 och z = €T =
—1, jfr Exempel L5 pa s. Bl Innanfor konturen finns enkelpolen z = e'7/3,
sa for stora R far vi att

1
* f(z)dz =27 Res ——— =2mi - ——F—— e

. ) . ei7r/3
=27 - 37 |ameinss = 27 - @‘Z:e”/a =2mi - 3(-1)°
ML-uppskattning ger att
1 2R
dz| < —4—— - —— =0 R — oo.
[ 1| < g 5 =
Genom att lata R — oo 1 () far vi till sist att
I+076i27r/3]:7277'i6i”/3, & I 2771'6”/3 T 2i L '7r/3 _ 27r.
3 3(61271'/3 _ 1) 3 6171‘/3 _ 67171'/3 s1n(7r/3) 3\/5

Se dven Ovning A
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* OVNINGAR
* 5.9 Visa att [*_xdx &r divergent, men att PV [*_ zdz = limp_o0 ffR:cdx = 0.

* 5.10 Lat p och ¢ vara polynom och antag att ¢ saknar reella nollstillen. Visa att

(a) gradq > 2+ gradp = [7 % dx dr absolutkonvergent

(b) gradq > 1 + gradp och a # 0 reell konstant = ffooo %ei‘” dx ar konvergent

I bada fallen &r dirmed [ =PV [* = limp_ oo [

[ee] 2 1 [ee] 2 d [ee] d
* 5.11 Berikna (a)/ ﬂdm (b)/ LSC)Q (c)/ ( a
0

oo TrH1 oo (249 x? +1)3
oo .3 2 1
* 5.12 Berékna principalvéirdet av den divergenta integralen / % dx.
x
—o0

5.4 Fourierintegraler

Med Fourierintegraler menar vi integraler av typen

/ h(x)e'* dx, / h(z) cos ax dx och / h(z) sin ax dx, dér a e R,

— 00 — 00 — 00

ibland med gréinser [~ i stéllet for [ ; integraler av denna typ &r viktiga i den s.k. Fourier-
analysen, se kursen TATA77 Fourieranalys. Hér ska vi endast studera hur man kan berékna vissa
sadana integraler.

Vi ska nérmast studera Fourierintegraler dir h = p/q, en rationell funktion, som i féregaende
avsnitt. I Ovning visar man att

a # 0, reellt och gradg > 1+ gradp == / % e dg #r konvergent,
oo G
och nér detta giller &#r saledes integralen lika med sitt principalvirde.
5.18. Exempel. Vi ska, for a € R, berdkna integralerna
o elat gt °  cosatdt °° sinatdt
I(a) = _ I = _— h I = —.
(a) /,Oot2+2t+2’ 1(a) /,Oot2+2t+2 ¢ 2(a) /,Oot2+2t+2
Eulers identitet e’® = cosat + isin at ger omedelbart att

o0 iat qt o0 tdt *  sinatdt
I(a):/ e / cos a +,/ sina — I(a) + il(a),

= (3
o 122t +2 o 12+ 2t +2 o 122t +2

och eftersom bade I (a) och I(a) dr reella integraler dr detta en uppdelning i real- och imaginér-
delar av I(a),
Ii(a) = RelI(a) och Ir(a) = ImI(a),

sa det ricker att berdkna I(a) for att fa alla tre integralerna.

Vi sétter yia A (for a+2 0)
- - _C
fa(2) 2242242 R
for fixt a € R. Funktionen f, &r analytisk utom i enkelpolerna z = —144i.
Eftersom _
e =e ¥ <1 om ay >0

sluter vi striickan [—R, R] pa tva olika siitt beroende pa tecknet pa a:
med halvcirkeln C’;{ i ovre halvplanet (ddr ju y > 0) om a > 0, men LR
med halvcirkeln C; i undre halvplanet (ddr y < 0) om a < 0, se figur. (for a < 0)
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e Om a > 0 studerar vi alltsa konturen C’IJ{ + L i 6vre halvplanet och far att

iaz
e

R
(1) /C " fa(z)dz + [ . Ja(t)dt =2mi_Res  fo(2) = 2mi- e

da R &r stort nog. En ML-uppskattning ger, eftersom |e'®*| = e~ < 1 pa C}, och
|22 +22+2| > |2]2—2]2| —2=R? -2R —2 > 0da |z| = R och R ir stort nog, att

/C RECE

s& genom att lata R — oo i (1) far vi att 0+ I(a) = me= %7, sa I(a) = me~ 2.

e Om a < 0 studerar vi i stéllet konturen C; — Lg (observera orienteringen) och far att

1az

R
(2) . fa(2)dz — /R fa(t) dt = 2mi Z:R_els_i fa(z) = 2mi - 22 3 ’227171_ = —qetTia

da R ar stort nog. ML-uppskattningen blir identisk med den i fallet a > 0:

1

< - -
Jal2)dz| < TR =3

Cr

TR —0 da R — oo,

s& genom att lata R — oo i (2) far vi att 0 — I(a) = —me? % s& I(a) = me®~ .

Sammantaget blir

oo elat gt me o7 g >0 ,
———— =1I(a) = T =qmelalmia eR.
[m 12+ 2t+2 (@) {Weam a<0 } e ’ ¢

Uppdelning i real- och imaginérdelar ger sedan att
o tdt
/ QCOL = ReI(a) = me~1% cos(—a) = me~1% cos a, a€R,
o 122t 42
och

> inat dt
/ t;l—il—w+t+2 =TmI(a) = we”"Isin(—a) = —we”*Isina,  a€eR.

A
5.19. Anmirkning (Real- och imaginiirdelar kontra Eulers formler). I exemplet ovan
utnyttjade vi att funktionen h(z) = 1/(2? + 2z + 2) i integralen [~ h(z)e'®®dx &r reellvird for
z € R for att pa ett enkelt sitt fa integralerna ffooo h(z) cos ax dx och ffooo h(z) sin ax dx.
Om h(z) inte &r reellviird kan vi i stéllet anvéinda oss av Eulers formler

eiaz + efiaz eiaz o e*iax
cosar = ————— och sinax = ———,
2 24
jfr Exempel 525 (slutet) och Ovning [FI3k. Detta fungerar naturligtvis dven nir h(z) ér reellvird,
men da &r det ofta enklare att direkt ta real- och imaginardelar. A

5.20. Anméirkning (*Genviig via konjugering). Eftersom i@t = ¢~ di a € R och t € R
far vi f6ljande samband nér h dr reellvird (anviinds i steg * nedan):

I(—a):/ h(t) et dté/ W-Wdt:/ h(t)eistdt = I(a),  h reellviird, a € R,

— 00 — 00 — 00

—

vilket ocksa kan skrivas I(a) = I(—a). Om vi hir redan har rdknat ut I(a) fér @ > 0 kan vi
alltsa direkt fa I(a) for a < 0 via detta samband. I Exempel r I(a) = me™27" for a >
och h(t) = 1/(t* + 2t + 2) &r reellvird. Om a < 0 blir saledes I(a) = I(—a) = /—a > 0/ =

e (ma)=i(=a) = geatia = rea=ia vilket vi ocksa fick — men pa ett annat sitt — i exemplet. A
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5.21. Anmirkning (cos z och sin z &r obegrinsade i C). Om man vill berékna integralen
*  zsinz
I = ——— dx
[ @i

zsinz
(22 +1)2

eftersom sin z &r obegrénsad bade pa Cj och Cx: [sinz|? = sin? 2 4 sinh? y, se Ovning 222 pa
s.B71 ML-uppskattningen pa bade C}; och Cy ger ingenting, och man kan t.o.m. visa att

/c;
(Jfr dock Ovning B.151)
For att berdkna I anvinder man i stéllet lampligen att

kan man inte utan vidare integrera

zsin z

|dz| — 400, R — oc.

* gzsinz . zet?
1= [m (;EQ T 1 Im/ dr =ImJ och sétter f(Z) = m,
notera att h(z) = x/(x? + 1) &r reellviird. Eftersom |e*| = e7¥ < 1 pa C}, integrerar vi sedan
f(z) lings konturen Lp + C}; for att fa J, pa samma sitt som i fallet a > 0 i Exempel I8, och
sedan far vi alltsa I via [ =Im J. A

En annan sak vi utnyttjade i Exempel 518 var att gradskillnaden mellan téljare och ndmnare
var minst tva, sa att ML-uppskattningen gav 6nskat resultat: integralerna léngs halvcirklarna gick
mot noll. Nu réicker det ju att gradskillnaden &r ett for att [ ( )/q(x ))ei‘” dz ska konvergera
for reella a # 0, men i det fallet behover vi nagonting béttre for att lyckas med ML-uppskattningen,
nédmligen foljande:

5.22. Hjélpsats (Jordans lemma). Om C}, ir (en del av) halvcirkeln 2 = Re®, 6 : 0 — m,
i ovre halvplanet, sa ar

/ | |dz| < =, R>0, a>0.
+ a

R

Bevis. Med z = Re' = Rcosf + iRsinf far vi att [e’*?| = e~% = exp(—aRsinf) och att
dz = iRe"df, s& |dz| = Rdf (eftersom 6 vixer, jfr Definition B3] pa s. (), och diirmed blir

™ /2
/ lef?| |dz| = / exp(—aRsinf) Rdf = op / exp(—aRsinf) Rdf
ct 0 0

R
(2) 71-/2 9 92 9:71'/2
< 2/ exp (—aR- —9) Rdo =" [eXp (—aR —9)}
0 ™ a T ) ]o—o

(1—6_“R)SI R>0,a>0,
a

dér (1) beror pa att sin @ dr symmetrisk kring 6 = 7/2, d.v.s.
pa att
sin(m — ) = sin 0,

och (2) pa att

sinf > 20/, 0<6<m/2,

vilket visas med en enkel funktionsundersékning av f(0) = sinf — 20/7 pa [0, 7/2]. [ |
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5.23. Exempel (Anvindning av Jordans lemma). Vi ska beriikna

e e} ei2z
= d
/Oo 2 —2i 0

och siitter darfor f(z) = e¥?*/(2z — 2i), som #r singuldr endast i punkten z = i. A
Vi studerar konturen C}: + Lg i figuren och far, for stora R, att . C'E
R eiQZ i
(%) / f(z)dz+/ f(t)dt = 2miRes f(z) = 2mi - = .
ct _r - T a1
- - Lp

Hér ser vi att ffLR f(t)dt — I, var sokta integral, da R — oo, medan

f(z)dz

Cr

< |f(2)||dz| = G |dz| < ! |e"*]]dz| < ! ¥
z Z| = z & z .
ot ot 22 — 2i 2R —2 Jor 2R—2 2’
R R

R

dér vi i sista steget har anvint Jordans lemma med a = 2; saledes ser vi att [+ f(z)dz — 0 da
R
R — 0o. Genom att lata R — oo i () far vi dérfor att 0+ I = iw/e?, d.v.s. att [ = im/e?. A

5.24. Anmérkning (Jordans lemma i undre halvplanet). Det finns en variant av Jordans
lemma som fungerar om a < 0, men da pa (en del av) C;, som é&r halvcirkeln z = Re®. 0 : —m — 0,
i undre halvplanet:

/ |em||dz|g—|”|, R>0, a<0.
- a
R

Detta kan bevisas pa samma sitt som vanliga Jordans lemma, limpligen
genom att byta variabler ¢ = —0 fore det steg som motsvarar (1) i beviset

ovan.

5.25. Exempel. M.h.a. denna senare variant av Jordans lemma kan vi berdkna

00 671‘21 .
J:/ - dx o
002.%'—21 z<:>

genom att integrera g(z) = e~%2*/(2z — 2i), som #r singuliir endast i —R R
punkten z = 7, lings konturen C; — Lg i figuren. Cauchys integralsats
o

ger, for alla R > 0, att

(*) /CR g(z)dz — /I;g(t) dt = 0.

Vi far denna gang, med a = —2 och halvcirkeln C}; i undre halvplanet, att

/C 9(z)dz

R

le=t27] 1 / o 1 i
< dz| = dz| < A dz| < —
< [t = [ gt < g [l < g
sa [- g(z)dz — 0 da R — oo, och genom att lata R — oo i (x) far vi dérfor att 0 — J = 0, d.v.s.
R
att J =0.
M.h.a. J och integralen I i Exempel B.23] far vi avslutningsvis ocksa integralerna

> cos2x I+J im °° ¢in 2z I1—J T
-dr = —— = — och -dr =  — )
oo 22— 20 2 2e? oo 22— 2i 2i 2e2

tack vare Eulers formler: cos 2z = (€2 + e~2%) /2 respektive sin 2z = (e2* — e~12%) /24, A
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5.26. Exempel (Fouriertransform). Vi ska héir beréikna integralen
(Fflw) = / f(t)e ™, w e R,

den s.k. Fouriertransformen F f av f, i fallet da f(t) = e=t°/2,
Fixera w € R och studera konturen

Tp=Lg+Vi+Lz+V3

i figuren (som é&r ritad for w > 0, men resonemanget blir
detsamma om w < 0). Eftersom f(z) = e */2 &r hel &r -R : L, R
fFR f(2)dz = 0, s& parametriseringarna z = ¢, t : —R — R,

av L} och z =t +iw, t : R — —R, av L% ger att

R R
(%) / e~ 124t + f(2)dz — /2 / et 2ot gy 4 (2)dz = 0.
Vi

f
R —-R Vi
Pa Vy? dr le=%"/2| = eRe(=27/2) = (' =2")/2 — (v’ =R")/2 < ¢(W*=F*)/2 g3 ML-uppskattning ger
att
< W' =R)/2, lw| — 0, R — oo.

f(z)dz

1,2
VR

Grinsovergang i (x) ger darfor att

o0 o]

(FHw) = / e~ 2wty = 67“)2/2/ e 20t = \ome /2, w € R,
—0o0 — 00

dér vi i sista steget har anvént att ffooo e~ dy = /T, se t.ex. Persson-Boiers avsnitt 6.6.

Alltsa &r Ff = V2n f, sa [ dr (néstan) sin egen Fouriertransform. (Man séger att f ir en
egenfunktion till operatorn F horande till egenvirdet v/27.) A

* OVNINGAR

i} oo e dr © P
*5.13 (a) Berdkna Il = /700 m och IQ = [m (.’L' — l)Q(ZC +Z)7

samt dérefter blixtsnabbt I3 = / % och I, = / %
oo (—1)%(x+1 oo (=) (41

(b) Berikna [m jﬁﬁ’ dér a € R ar en konstant.

* cos2xdx xsinzdr
* 5.14 Berik —_ —_
crafha (a)/_wx2—2z+5 ()/_Ooz2+2z+2

* 5.15 Lat C;g och C} vara halvcirklarna z = Re" dir 0 : 0 — 7 respektive 0 : —m — 0.
(a) Anvénd att f(z) = (sinz)/z &r hel analytisk (med f(0) = 1) for att visa att

R _: iz —iz —iz
/ szdz+/ c dz+/ c dzf/ C _d4:=0, R>0.
R T ot 21z cr 21z cf+C; 21z

o0

Berdkna sedan / S dx.
oo T
Boging .
(b) Beriikna lim — e " dx for w € R.

R—o0 _R Z
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5.5 Indragna konturer och nyckelhalskonturer

5.27. Exempel (Indragen kontur). Vi ska berikna

> Inz . < dx
I :/O mdl' OCh, pa kopet, J :/O $4—_’_4

och integrerar darfor
Log z
z) = ,
£e) =
dér Logz som vanligt ar principallogaritmen. f &r analytisk utom pa
negativa realaxeln |]—oo,0] och i de fyra punkterna +1 4 i. Eftersom
(tei)* =ttt = t* om o = 7/2 kan vi vilja en tartbitskontur med
denna 6ppningsvinkel (jfr Exempel BI7) forutom att vi inte far dra
konturen genom origo; i stéllet gor vi en kringgaende rorelse lings en
kvartscirkel C, fran e till €, och far en s.k. indragen kontur.

For sma e > 0 och stora R ger residysatsen att
o f()dz = 2mi Res f(z) = 2mi i L Log(1 4 1)
* z =271 Res =27 - ——— =27 - —— - Log 7).
e.rn+Cr+1e,n+C 423 |e=1+i 4(—4)

Vi parametriserar L p med z =1¢,t:€ =+ R, och I. p med z =it, t : R — ¢, och far att

B ont “Int +im/2
d o= [ T+ [ T
/Le,Rf(Z) Z+/1€,Rf(z) : /E 14 +/R T
R Int L
:(1—1)/ e dt+g/ ——>(1—¢)I+§J

tt+4 tt+4
dé € — 07 och R — oco. Eftersom

ImR+7/2, zé€Chkg,

|Log z| = |In|z| + i Argz| < |In|z|| + |Arg 2| < {|1ne| x/2, zeC

far vi ML-uppskattningarna

In R 2 R
f(z)dz ’_% 7T2 -0 och

|lne| +7/2 e .
S A— 2

Cr

da R — oo respektive € — 0T, enligt standardgrinsvirden i reell envariabelanalys; notera att
|zt +4] > ||2]* — 4| =4 —€* > 0 pa Cc for sma € > 0. Genom att lata € — 07 och R — 0o i (x)
far vi darfor att

1D\/_+z—) _ (7r2+27rln2)+i(7r2—2ﬂ'ln2)-

1—9)1 J—2
(1-9I+= i - 3

el

Eftersom bade I och J &r reella tal — de ar ju varden pa reella integraler — dr denna sista ekvation
ekvivalent med de tva reella ekvationer vi far genom att ta real- och imaginérdelar:

T 24 271In?2 72 —271In?2
P e TR e e
3 32 oc 32
Sa )
I:fiﬁ —2mln2 och J:E.
32 8
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I foregaende exempel gick integralen ldngs den lilla kringgaende cirkelbagen mot noll da radien
gick mot noll. I andra situationer behéver det inte vara sa, utan man kan fa ett annat dndligt
gransvirde, eller inget dndligt grinsvirde alls, da radien gar mot noll, jfr Ovning [.231 Vi ser pa
ett exempel:

5.28. Exempel (Indragen kontur vid enkelpol). Vi ska visa att

[:/Oosmxdxzﬁ A g
0 X 2
genom att integrera .
et* B @ .
f(z) = -0 _R —€p¢€¢ R

som #r singulér i origo, lings konturen I'c g = L!  + Cr + L?  + C. i figuren for sma e > 0 och
stora R.
Till att borja med medfér Cauchys integralsats att

(%) (z)dz + f(z)dz+ f(z)dz+/ f(z)dz =0, 0<e<R.
Ll g Cr L? Ce
Parametriseringarna z = ¢, ¢t : ¢ - R, av L;R, ochz=—t,t: R— ¢ av LaR, ger att
R it € —it R
t
(2)dz + (z)dz:/ e—dt+/ £ (—dt):%/ ST g,
L;R LE’R € t R —t € 3

Vidare ger Jordans lemma (Hjdlpsats 5:22), med a = 1, att
f(z)dz

et 1 ; T
< [ i@l = [ i =g [l < 7
Cr /CR cr 7l R Jog R

sa integralen ldangs den stora halvcirkeln C'r gar mot noll da R — oc.
Det aterstar att se vad som hénder med integralen lings den lilla halvcirkeln C. da ¢ — 0.
Eftersom f har enkelpol med residy c_; = 1 i punkten zy = 0 kan vi skriva

flz) = = +g(2)=§+g(2)

zZ— 20

i en punkterad omgivning till zp = 0 med nagon funktion g som &r analytisk i zp = 0. Om vi
integrerar lings cirkelbagen C., som kan parametriseras med z = ee’?, § : 1 — 0, far vi att

0. i
/ f(z)dz:/ %4’/ g(z)dz:/ #4’/ g(z)dz:fiwnL/ g(z)dz,
C. c. * C. © €€ C. c

och har gar fc g(2) dz mot noll da € — 0% eftersom g &r kontinuerlig i zp = 0 och lingden av C.
gar mot noll da e — 0.
Genom att till sist lata € — 0T och R — oo i (x) far vi att 2i] —im =0, d.v.s. att I =7/2. A
2

5.29. Exempel. Vi ska berdkna
I:/ * dx
0 et —1
z

f(z):m, )

vilket kanske #r lite dverraskande. Denna funktion #r singuliir precis 7 °
dir e +1 = 0 & 2z = log(—1) = im + i2nm, n € Z. Vi studerar
konturen T . =

Tep=Llg+Va+L2g+Cl+ V. +C?

genom att integrera

i figuren, som alltsa dr indragen med sma kvartscirklar med radie € —im o
kring singulariteterna +iw. f &r analytisk pa och innanfér I'c g, och
dérmed ar [, L f(z)dz=0.
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Vi parametriserar L} p med z =t — i, t: € = R, och L p med z =t +im, t : R — ¢, och far,
eftersom e!T" = —et | att

R . \92 € . \9 R
t— t t
(2)dz + (z)dz:/ (tim)dtJr/ (tim)dtzélm'/ dt.
L?,R € —et 4+ 1 R —et 4+ 1 € et -1

1
Le,R

Vidare ger parametriseringen z = it, t : 1 — e — —7m + € av V; och det faktum att

, it)? —12) eit/2 t?(cos(t/2) — isin(t/2 2 2 t
fit) = () :(.2) —5 = — (cos(t/2) (/)):———l—z—tan(—)
et +1  eit/2 4 emit/ 2 cos(t/2) 2 2 2
att
—T+e€ T—€ t2 t T—€ t2
f(z)dz :/ fit)idt :/ — tan(3) dt+i/ — dt.
Ve T—e€ —7te 2 — e 2
P& Vg ér 22| < R24+ 72 och |[e* + 1] > [e*] — 1 = e® — 1 = ef* — 1 > 0, s4 ML-uppskattning ger att
R2 2
f(z)dz S#Qﬁﬁo, R — oc.
% et —1

Det aterstar att undersdka vad som hénder med [1.2 f(z)dz nir e — 07, Eftersom e* + 1 har

enkla nollstéllen i z = +im och 22 = —712 # 0 i dessa punkter har f enkelpoler dér, och
22 22
Res =" = e
z=-+im f( ) %(ez + 1) ‘z:iwr ez ‘Z:ﬂ:lﬂ'

I en punkterad omgivning till z = i7 kan vi dérfor skriva f(z) = 72/(z —in) + g1(z), dir g, &r
analytisk, s&, med parametriseringen z = im +ee®, 6: 0 — —7/2, far vi att (jfr Exempel [F.28)

2 im

dz = d dz = - d
[i@a= [ i [ a@d= T [ e

dér [, g1(2)dz — 0 da e — 0F. Helt analogt far vi att [, f(2)dz = —in®/2 + [, g2(2) dz, déir
Joz 92(2)dz — 0 da e — 07,

Vi tar nu imaginérdelar i ekvationen [ o (z)dz = 0 och far da att

T—€ 42

R
t
47r/ - dt + Im f(z)dz+Tm [ gi(z)dz +Im gz(z)dz+/ —dt — 7 = 0.
e € — 1 Vr ct cz —7te

Genom att lata € = 07 och R — oo i denna likhet far vi sambandet

T 42 3_13/3 2
4w1+0+0+0+/ —dt -7 =0, =i I:wzﬂ_,
2 4 6

—T

Observera att vi pa detta siitt inte behévde undersoka integralen f::_ﬁ(ﬁ /2) tan(t/2) dt eller
dess eventuella grinsviirde da ¢ — 07 6ver huvud taget, eftersom den helt enkelt férsvann nir vi
tog imaginirdelar, och det gjorde vi innan vi lit e — 07 och R — co. (Det #r dock litt att se att
just denna integral &r noll eftersom integranden &r udda.)

I Ovning B.I8 studeras en niirbesliktad integral, Iy~ (3/(e” — 1)) da, som dyker upp i fysiken

i samband med Plancks stralningslag. A

I Exempel anvinde vi en gren till en flervird funktion, ndmligen grenen Log z till den
flerviirda funktionen log z. I fallet med grenar till logz och 2 = exp(Blogz) maste vi typiskt
undanta en strale fran origo for att fa ett omrade déir grenen dr analytisk, jir Exempel 2.6 pa s.
(dven om andra kurvor fran origo ocksa fungerar, jfr Exempel [Z7]). Var integrationskontur far inte
nudda denna strale — eller nagon annan singularitet — for att vi ska kunna anvéinda residysatsen.
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I Exempel kunde vi anviinda en indragen tartbitskontur som holl sig undan fran den bort-
tagna stralen, tack vare att vi kunde utnyttja att (e”/ 2t =t*. Om vi i stillet forsoker anvinda
residykalkyl pé t.ex. integralen [~ ((Inz)/(2? 4 22 + 2)) d, déir vi inte kan utnyttja nigon sadan
symmetri, maste vi anvinda oss av en s.k. nyckelhalskontur, en teknik som vi nu ska beskriva.

Fixera ¢ och R. Antag att g &r
kontinuerlig pa de bada cirklarna Cgr
och C, med radie R respektive € och pa
en stympad cirkelsektor € < |z| < R,
|Arg z| < 6 for nagot § > 0. Vi viiljer
grenen

logz =1In|z| +i6(z), 0<6(z)<2n,

till logz, och kan integrera g(z) ISsz
léngs konturen

Iep=Lp+Ch+ L%+ C2,
den vinstra av de tva i figuren ovan, for sma o > 0. Om g dessutom &r analytisk pa och innanfor

denna kontur férutom mdojligen i dndligt manga punkter kan vi anviinda oss av residysatsen.
Eftersom g ar lzkforngt kontinuerlig pa cirklarna Cpr och C¢ och pa den stympade cirkelsektorn

kan man visa att [, g( 2)log zdz — Jen 9 2)log z dz, att fca 2)log z dz — Je 9 2)log = dz, att
R
L R
/ g(z)logzdz = / g(te™)(Int + ia)e™™ dt — / t)(Int 4 40) dt
Li,’; €
och att
/ g9(2) log z dz = / g(te’®™ =N (Int 4 i(2m — a))e'?™) dt — / Y(Int +i27) dt
Ly R

da o — 0T. Integralerna i de tva sista hogerleden #r precis vad man far om man parametriserar
/ g(z) lggz dz respektive / g(z) lggz dz
L! L?

och, formellt, later 6(z) = 0 pa ovansidan L}  och 6(z) = 27 pa undersidan L?
Vi kommer i fortsédttningen darfor att 1ntegrera direkt pa den s.k. nyckelhalskonturen

Pep=L g+ Cr+L:g+Ce,

den hogra av de tva i figuren ovan, och ténka oss denna kontur som ett grénsfall av konturerna
Iepdaa—0t.

Man kan alternativt, och utan hénvisning till likformig kontinuitet, bevisa det giltiga i att
anvianda nyckelhalskonturen I'c p genom att studera tva konturer och vilja tva olika grenar till
log 2, se Ovning 5.241

5.30. Exempel (Nyckelhalskontur). Vi ska beriikna

2%z
)= | 2% lca<1
@=[ orip “

Vi definierar darfor logaritmgrenen
logz = In |z| + i 6(2), 0<6(z) < 2m,
och studerar motsvarande gren till 2¢/(z + 1)?, alltsa

7:'71 B exp(algé/z) 7 |Z|aeia9(z)

&=~ e~ riE
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som ir analytisk férutom lings positiva realaxeln [0, +o00[ och i punkten z = —1. Vi anvéinder hir
nyckelhalskonturen

Fe,RzLi,R+CR+Lf,R+C€, 0<e<1<R,

och later §(z) = 0 pa L] j och §(z) = 27 pa L? j,. Residysatsen (tillimpad pa en modifierad kontur
I'¢ p med Sppningsvinkel 2a, f6ljt av gransdvergangen o — 0T) ger att

d
(%) / f(z)dz = / f(z)dz = 27i Res f(z) = 2mi- — exp(alog 2)
T r Ll g +Cr+L2 p+Ce z=—1 dz }Z:*l

.a —
= 2mi - . -exp(alogz) ‘Z:_l

= 27i - il =1)2e' D = _omig et

Vi parametriserar L;R (dér vilater # = 0) med z = ¢, t: € = R, och LS,R (ddr 6 = 27) med z = t,
t: R — €, och far att

R € 12 R
t* dt t* e dt . t* dt
(2)dz = / YREERY] och (2)dz = / re. @ = _6127“1/ —
L, e (t+1) L2, r (t+1) e (+1)
< ——3 2me—>0

IRCE R e

d&a R — oo respektive € — 07. Genom att lata e — 07 och R — oo i (*) far vi déirfor att

ML-uppskattningar ger, eftersom —1 < a < 1, att

RO
SW2WR*>O och

f(z)dz <

Cr

2 i 271 ima
I(a’) +0— ezzﬂal(a) + 0 = —27ia (317"‘17 S8 I(a) _ mae Ta

ei?2ma _ 1 sinra

da —1 < a <1 ocha#0;idet triviala fallet @ = 0 blir 1(0) = [, dz/(x +1)? = 1. A

+* OVNINGAR

% 5.16 (a) Bestim minsta mojliga vinkel a > 0 som &r sddan att (te@)® = ¢° for alla t > 0.

(b) Anvénd en ldmplig tartbitskontur med 6ppningsvinkel « fran (a) for att visa att

° dx /5
= ifr E 1 [5.17).
/0 1+a25 sin(n/5) (jfr Exempe

< d
(¢) Generalisera resultatet i (b) till / R r/a ,a> 1.
o l+z* sin(n/a)

Observera att du maste anvinda en indragen tartbitskontur i detta fall.

[ee] d o a d
* 5.17 Berikna: (a) / L‘Z (med nyckelhalskontur)  (b) / y, —-l<a<l1
; < 23dx ) _ 4

* 5.18 Berédkna T t.ex. genom att gora som i Exempel 129 men med f(z) = 1

0 er — ez

o] d 2
Att / f xl = %, vilket visades dér, far anvindas utan bevis.
o € —

(Integralen dyker upp i samband med Plancks stralningslag i fysiken.)

* Inz * In’z 3
2% 4z =0  och 2L =T
0 2241 0 2241 8
genom att integrera en gren till (log 2)?/(2% + 1) lings randen till omradet € < |z| < R,
Imz > 0.

* 5.19 Visa att
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* 5.20 Berdkna - -
/ cos(z?) da och / sin(2?) da
0 0

genom att integrera exp(iz?) dver en tartbit med dppningsvinkel 7 /4.

(Integralerna kallas Fresnels integraler och férekommer i optik.)

- dr genom att integrera
sinh z sinh z

+ R + im, men med sma kringgaende halvcirklar med radie € vid 0 och 7.

* 5.21 Berédkna / langs rektangeln med horn +R och
0

o0
1 t
* 5.22 Berédkna E — genom att integrera reorTE over kvadrater med horn (N + %)(il +1).
n

22
n=1

* 5.23 Antag att f har pol av ordning N > 2 i origo, och lat C? vara cirkelbfigen z = eei‘g dér
0 viixer fran 0 till v och dér e > 0 och 0 < v < 2. Sétt vidare I.( va dz for
tillrackligt sma e > 0.

(a) Visa att |I.(v)] = +oco da e — 0T om N = 2.

(b) Kan nagot liknande séigas, oberoende av v, om N = 3?

* 5.24 Lat T'f, vara randen till omradet ¢ < |z| < R, Imz > 0, och lat T'_, vara randen
till omradet € < |z | < R, Imz < 0, bada orienterade moturs. Antag att g ir analytisk
pa och innanfor I'* < r och I'C 5 forutom mojligen i dndligt manga punkter innanfor dessa
konturer. Vilj tva 1amphga grenar till log z, dédr vi undantar stralar som inte nuddar
1"Jr g respektive I'p i definitionsméngderna, och réttfirdiga att vi far integrera direkt pa
nyckelhalskonturen I'c r och dér lata 6 = 0 pa ovansidan av positiva realaxeln och § = 27
pa undersidan. (Om g skulle raka ha en singularitet pa negativa realaxeln, hur kan man
da modifiera resonemanget?)

5.6 *Beridkning av vissa summor

Vi ska i detta avsnitt se hur man kan berdkna en del summor m.h.a. residykalkyl, ndrmare bestamt
vissa summor av typen

o0

> )

n=—oo

dér f dr en funktion som &r analytisk i C forutom att den far ha isolerade singulariteter. Det vi
med nedanstaende teknik kommer att kunna berdkna #r normalt det symmetriska grinsvérdet

N
Jm, 2 o)

n=—N

det s.k. principalvirdet av > o7 f(n), och som for integraler giller f6ljande implikation:

n=—oo

%) o N
Z f(n) #r konvergent == Z fln) = J\}E}noo Z f(n)

n=-—00 n=—o00 n=—N

Ett enkelt exempel pa en divergent serie med dndligt principalvéirde dr > 2 n.
Precis som i Avsnitt om integration av rationella funktioner och i Avsnitt [5.4] om Fourier-
integraler kan man visa att om f = p/q, dér p och ¢ ér polynom och ¢(n) # 0 for alla n € Z, sa

ar det sant att

o0

gradq > 2 + grad p == Z p n) dr konvergent,
q(n)

n=—oo



120 5 Residykalkyl

och, nér vi i stéllet summerar termer av typen e?" f(n) for fixt a € R, att

wan

o0
e’ £ 1, areellt och gradg > 1+ gradp = Z ar konvergent,

3,‘§

se Ovning .25 i dessa fall ir summorna saledes lika med sina principalvirden. Notera att e’ = 1
precis da a &r en heltalsmultipel av 27.

Lat i fortséttningen Ky vara kvadraterna — alltsa sjéilva kurvorna — med horn (N +1/2)(£144),
N = 0,1,2,..., orienterade moturs, se figur nedan. For att berdikna > °- f(n) dr idén att
integrera funktionen

n=—oo

g=f-C, dér C(z):ﬂcotﬂ'z:m,
sinmz
lings kvadraterna Ky och lata N — oco. Att detta dr anvindbart beror pa foljande resultat:
5.31. Hjilpsats. Lat C och Ky vara som ovan. Da giller foljande:
(a) C &r analytisk forutom i alla heltalspunkter 0, £1,42, ..., och diir har C' enkelpoler.
(b) Om n € Z och f ar analytisk i n, sa dr Res,—, f(2)C(z) = f(n).

™
C <———daze Ky, NeN.

(¢) [C(2)] < tanh(n/2) 1 2 € Kn

Bevis. Vi ser att C' &r singulér precis dér sinwz = 0, d.v.s. ddr z = n € Z; i dessa punkter &r

cosmz = cosmn = (—1)™ # 0, och eftersom sin 7z har enkla nollstéillen dir har C' enkelpoler dér.

Vidare, om f #r analytisk i n far vi att

_ f(z)-mcosmz _ f(n)-mcosmn
Res /()00 = 4 (sinz) |=n - mcosTn F(n).

Vad géller olikheten noterar vi forst att C' dr en udda funktion,
s& det riicker att underséka |C| pa den hogra delen L}, och den 6vre

2
delen L%, av kvadraten Ky, se figur. P& L} dr ALy
cosmz = cos(Nw + 7/2 + iny) = —i(—1)" sinh 7wy I3
OCh --o--o--o--o--<:>--o--o--o--o->
sinTz = sin(N7 + /2 +iny) = (—1)" coshmy, —N : N
varfor 12!
|C(2)| = m|tanh my| < T, z€ Ly. — N
.. L
P& L3 kan vi utnyttja de samband som hérleddes i Ovning 222 pa N
s. BT och fa att
|cos 2|2 = cos? mz + sinh® 7y < 1 + sinh® 7y = cosh® 7y
och
|sin7z|? = sin® 7 + sinh® y > sinh® 7y,

varfor - - -

C(z)| < = < : €Ly,

)l = tanh7y  tanh(N7 +7/2) — tanh(w/2) “#SON
da ju tanh #r vixande och positiv pa |0, +oo]. Pastaendet foljer nu av att tanh(7/2) < 1. |

5.32. Exempel. Vi ska berdkna summan

- 1
2 an— Z ), dir f(2)= 1

n=—oo
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och integrerar dérfor funktionen g(z) = f(z)C(z) lings Kn. Pa och innanfér Ky &r g analytisk
forutom i punkterna 0, +1,...,+N (dir C &r singuléir) och i punkterna +i (dér f dr singulédr) om
N > 1. Elementér residyberdkning ger att

C(z) C(%1) mcoth
R =Ty, T am A
I |
sa residysatsen och Hjilpsats 5311 (B]) medfor att
61
1 --0+4-0--0--0--0--0--0--0--0-=>
¢ i ) Z Res g(2) + Res g(z) + Res g(z) N o . N

n=—N
Ky

Z f(n) — mcothm, N > 1.
n=—N
Eftersom |2| > N + 1/2 och diirmed [22 +1| > [2]2 =1 > (N +1/2)2 -1 > 0pa Ky om N > 1,
och lingden av Ky ér 4(2N + 1) ger ML-uppskattning m.h.a. Hjdlpsats B3] (@) nu att

INCES

Genom att lata N — oo 1 (x) far vi dérfor att

— m/tanh(r/2) .
}/K 1+22 ‘S(N+1/2)2_1 4(2N +1) — 0, N — o0.

oo

1 2 41
E —:WCOthTr:We + .
1+ n? e —1

n=—oo

5.33. Exempel. Vi ska ocksa berikna den populira summan

och integrerar aterigen ¢g(z) = C(z)f(z) lings Ky. Innanfor Ky &r g singulér i origo (trippelpol,
ty C har enkelpol och f dubbelpol dér) och i punkterna +1,...,£N (enkelpoler); figuren i beviset
av Hjilpsats [B.31] visar saledes singulariteterna dven for g i detta fall. Residysatsen ger nu att

-1
1
(%) 5 KNg(z)dz: :Z_Nf( +Resg —l—Zf N e N,
dar residyn i origo kan berdknas m.h.a. ansatsen
T COSTTZ b . _
92 = s~ o TOG)L dir b=Resgle)

jfr Exempel B8 notera att g dr udda, sa endast termer med udda gradtal behovs i ansatsen.

Standardutvecklingarna cosmz = 1 — (72)?/2 + O(2%) och sinmz = 7z — (72)3/6 + O(2°) ger nu,

efter multiplikation med sin 7z och identifiering av koefficienterna, att a = 1 och b = —m2/3.
Eftersom f(n) = 1/n? = f(—n) kan sambandet (*) ovan nu skrivas

1 N2 > 1 x2
— dz =2 E — - — 6 E — = —
270 Jpe 9(z) dz —mn? 3 ’ varor —n? 6 ’

ty ML-uppskattning ger att

[ s =] [ D] < T oy e
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Idén ovan kan generaliseras till summor av typen

oo oo

> e*f(n), a€R,  speciellt till > (=) f(n),

n=—oo n=—oo
genom att i stéllet for funktionen C' ovan anvéinda C,, dér

ila—m)z
C’a(z):L, 0<a<2m
SINTTZ

summan y_ - (—=1)"f(n) fas nir a = 7. Med ett bevis som starkt paminner om beviset av

Hjilpsats B30 kan man visa att C, har enkelpoler i heltalspunkterna, att Res,—, f(2)Cy(z) =
e’ f(n) om f #r analytisk i n € Z, och att C, uppfyller olikheten

21
1—e 7’

|Ca(2)] <

ze€ Ky, NeN, 0<a < 2m.

Vi integrerar sedan g := f - C, ldngs kvadraterna K.
Via Eulers formler — eller rent av genom tagande av real- och imaginirdelar om f(n) € R for
alla n € Z — kan vi med denna metod &ven berikna summor av typen

i f(n)cosna och i f(n)sinna, ae€R.

n—=—o0 n=—oo
5.34. Exempel. Lat

ha) =Y CO:’LQ"“, a€R.

n=1

Eftersom |cosna| <1 dd a € Rochn € Z, och Y-, 1/n? ir konvergent, ser vi att serien ovan 4r
absolutkonvergent. Vidare, eftersom cosinus har period 27 ser vi ocksa att h(a+27) = h(a), d.v.s.
att h har period 2m; det récker saledes att beriikna h(a) for 0 < a < 27 for att bestdmma h(a) for
alla reella a.

M.h.a. Eulers formel och det faktum att (—n)? = n? far vi att

0 etan + e—tan 0 elan 1 oo . ) 1
- n#0 n£0
Fixera a € [0, 27], lat
i(a—m)z
Te
= -Cy S
9(z) = 1z) (2) 22sinmz
och integrera g langs kvadraterna K. Residysatsen ger att
1 —1 N
(%) 27 S 9(z)dz = n;N ™" f(n) + Res g(z) + ; ¢im £ (n), NeN.

och, t.ex. med en kort ansats g(z) = A/z3 + B/2*> + C/z + O(1), standardutvecklingar och identi-
fiering av koefficienter, far vi att Res,—o g(z) = 72/6 — (a — 7)?/2. Sambandet (*) ovan kan séledes
skrivas

1

1 (Z)dz_Qicosna_’_W_Q_(a—ﬂ')2
Ng B — n? 6

, N e N,
2

2m i

och ML-uppskattning ger nu, eftersom 0 < a < 27, att

’/KNg(z)dz

B Co(2) 2n/(1—e™7)
—’/KN 2 dz‘g N 117272 -4(2N +1) — 0, N — .
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Genom att lata N — oo far vi saledes att

Zcosna (a—m)? w2
h = = - — 0<a<?2
(a) n; n? 1 12° =0=e
och eftersom vinsterledet alltsa har period 27 har vi ddrmed beréknat h(a) for alla reella a. Vi

ser t.ex. att h(0) = > >7  1/n* = 72/6, en summa vi redan har riknat ut, men ocksa t.ex. att

11 1 2 (1)t 72
e L = —h(1) = —.
+ + ; = (7) = 33

(Alternativ: Den sista summan =Y oo, 1/n® =237 1/(2n)* = (1/2) Y02, 1/n* = 72/12.) A

5.35. Anmérkning (Fourierserier). Med variabelbytet fran a till ¢ via a = 7+ 27t kan formeln
for h(a) i foregaende exempel skrivas i formen

t2=1—12+21

Funktionen ¢ ~— t* kan siledes i intervallet [—1/2,1/2] skrivas som en konvergent serie i vilken
termerna dr cosinussvingningar med allt hogre frekvenser och allt mindre amplituder.

Serien #r ett exempel pa en s.k. Fourierserie, och sadana studeras i detalj i kursen TATA77
Fourieranalys. A

(=)™ 1 cos2mt  cosdmt  cosb6mt
- _

cos2nmt = —

— <t<
PR R S A C s cH ==

DO |
DO |

(nm

I ovanstdende exempel har vi studerat serier av typen > " (p(n)/q(n)) "™ dér gradskill-
naden mellan tdljare och ndmnare var (minst) tva, och da har vara ML-uppskattningar fungerat
bra. Precis som fér Fourierintegraler behdver vi nagot béttre — en motsvarighet till Jordans lemma

(Hjilpsats £.22) — for att kunna tackla sadana serier nér gradskillnaden endast r ett.
5.36. Hjilpsats (En Jordanliknande uppskattning). Det finns en konstant A, oberoende
av N och a, sadan att

A
[ 1cu@llads —2—.  NeNo<a<om
Kn T —|a— 7|

Bevisskiss. Sitt b =a — 7; da &r —7 < b < m, och

ﬂ.eibz 7T€_by

|Cal2)] =

: = N N 2 :
smnz \/sm2 mx + sinh” 7y

Lat LY, L%, L3, och L} vara den hogra, 6vre, viinstra respektive undre sidan i kvadraten Ky, se
figuren i beviset av Hjdlpsats 531l Sitt dy = N+1/2. Parametriseringar och enkla uppskattningar
ger att

dn 2 —bt dn ]
/|@@wm+/|@@wm=/ = mg/ g elbl=migy < T
I 13 dy cosht 0 T — 0]

N N
och
dn
2 hbd 2 hbd
/ |Ca(z)||d2’|+/ Cu(2)||d2| = QWCOS N gy 2reoshbdy
= Ly —dn \/sin 7t 4 sinh” wd N sinh wd
iy (pl-may < S7/(e(L—¢TT))
ST U

s& A =8r+87/(e(1 —e™™)) ér en konstant som duger. |
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5.37. Exempel. M.h.a. Hjédlpsats (.36 kan man med sedvanlig teknik visa att

=i(m —a), 0<a<2m.
n#0
Eftersom vinsterledet har period 27 har vi ddrmed beréknat h(a) for alla reella a férutom heltals-
multiplerna av 2m; i dessa undantagspunkter far vi serien ) 201 /m som ér divergent men har
principalvérdet 0.
Om vi tar imaginédrdelar och anvéander att sinus dr udda far vi foljande samband:

o0 .
s na m™—a
pla)=) ——=-——, 0<a<2m

och om vi t.ex. stoppar in @ = 7/2 hiir far vi att

RS D

1 3 5 7 74
Notera att serien for ¢(a) faktiskt dr konvergent, med summa 0, om a = 0 eller ¢ = 27, men att
p(a) # (m —a)/2 for dessa a. A

5.38. Anméirkning (En Fourierserie till). Med samma variabelbyte som i Anmérkning 530
kan formeln for ¢(a) i foregaende exempel skrivas i formen

; i (=1)n*t oy — S27E  sindnt N sin6mt  sin8mt N 1,1

= ——sin2nnwt = — — cee —= -,
= nr T 27 3 4 2 2

och detta &r ytterligare ett exempel pa en Fourierserie. A

Vi avslutar med serieutvecklingar for nagra intressanta periodiska funktioner, ndmligen de
tidigare diskuterade C(z) = mcot w2 och Cr(z) = 7/sin 7z, samt —C’(z) = (7/sinmwz)?:

5.39. Foljdsats (Nagra periodiska funktioner). Om z € C\ Z giller fsljande samband:

N
, 1 w = (=) T2 Nt 1
mcotmz = lim , - = E , i — E : -
N—o0 z—n sinmz z—n sinmz (z—n)
N n=-—oo

Dessa identiteter kan bevisas genom att, for fixt z € C\Z, anvinda f(s) :=1/(z—s)+1/(2+5)
och C(s) i var metod ovan for den forsta identiteten; f(s) := 1/(z — s) och Cx(s) for den andra;
respektive f(s) :=1/(z — s)? och C(s) for den tredje.

Hogerledet i sambandet for 7 cot 7z kan faktiskt inte skrivas 2 1/(z—n), eftersom denna
dubbelsidiga serie dr divergent; serien .~ (—1)"/(z —n) for 7/sinmz dr déremot konvergent,
men inte absolutkonvergent; och serien Y > 1/(z —n)? for (7/sinmz)? &r absolutkonvergent.
Vi kan emellertid skriva om de tva forsta sambanden till

1 = 2z 7r  — 2z
Teotmz = — o —— respektive = - B
er;zQ—nQ P sinmz z+;( ) 22 —n?’

och dessa bada serier dr absolutkonvergenta (for fixt z € C\ Z).

5.40. Anmé#rkning (En 16msk likhet). I normalfallet &r ju (3 a,)? # > a2, och som ett
enkelt exempel pa det kan vi ta a,, = (1/2)™ for n = 0,1,2,... och fa, med geometriska serier, att

1 1 1 2 1\’ 4 1 s 12 12 1.2
<1+§+Z+§+”'> <1_71/2) =4 # 3= T (e = +(3)+ () )+
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Dock ser vi med vara utvecklingar i Foljdsats att med a, = (—=1)"/(z —n) for fixt z € C\ Z

ar det faktiskt sant att (302 an)? =Yoo a2, vilket &r synnerligen anmérkningsvirt. Om

n=—oo n?

vi t.ex. stoppar in z = 1/4 och skriver om lite — med forsiktighet, eftersom Y ° _ a, som sagt
inte ar absolutkonvergent — far vi att

RS S U S U RO S
35 7 9 11 13 15 7 B
samtidigt som
SRR AC IR AC A AC I RSN SC I R S
Detta bor man nog inte visa for nyborjare pa serier! A

+ OVNINGAR

* 5.25 Lat p och ¢ vara polynom och antag att g(n) # 0 for alla n € Z. Visa att
(a) gradg > 2 + gradp = >_°° 2n) 51 absolutkonvergent

n=-00 q(n)
b) gradg > 1+ gradp och |z| =1, z # 1 = S°°° 2™ .n 50 konvergent
g & n=—00 g(n) &
Ledning: Det riicker att visa pastaendena f6r summor ) ° | och, genom utbrytning av

konstanter, for polynom p och ¢ med hogstagradskoefficienter 1.

P.g.a. (a) ricker det att bevisa (b) i specialfallet nér grad ¢ = 1+ grad p. Man kan anvéinda
att > 02 | 2"/n #r konvergent for aktuella z (se Ovning pa s. [0 eller diskussionen
efter Sats LG7 pa s.[@5) och att p(n)/q(n) —1/n = p(n)/d(n) f6r polynom p och ¢ for vilka
gradq > 2 + grad p.

I bada fallen éir dirmed °° =PV =limy oo S -

=1 7
* 5.26 Visa att — = —
! ; nt 90

. — e 1 > (—1)"n?
* 5.27 Berikna (a) Z RCRNYE 0<a<2r (b) Z ] (c) Z e
n=-—oo n=0 n=1

5.7 *Nagot om I'- och (-funktionerna
I detta avsnitt later vi
t* = exp(zInt), z€C, t>0,

och t* &r nu dirfor en envird funktion (normalt dr ju symbolen t* flerviird, se Avsnitt 23]). Det
ar latt att se att for godtyckliga z, z1, 20 € C och t,t1,t2 > 0 dr, med denna definition av ¢,

1 d d
[t7] = t*, (;)Z:t‘z, TR = 2 (tt)® = 515, E(tZ)zztz—l, E(tz):tzlnt.

5.41. Definition. -
II(z) = / te~tdt, Rez > —1,
0

Fz)y=H1(z—-1) = / t*le~tdt, Rez >0,
0

()= i Rez > 1.
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Med metoder fran reell envariabelanalys kan man visa att integralen fooo t®e~tdt dr konvergent
om z > —1 och att serien Y ° | 1/n” #ir konvergent om x > 1. Integralerna som definierar II(z) och
I'(z), och serien som definierar ((z), dr alltsa absolutkonvergenta for aktuella z, sa funktionerna
ovan dr vildefinierade i sina respektive omraden.

5.42. Proposition (Elementira egenskaper).
(a) TI(0) =1; II(z+1) = (¢ + 1DI(z) da Rez > —1; II(n) =n! dan € N.
(b)y T(1)=1; T(2+1)=2T(2) daRez>0; I'(n+1)=nldaneN.

(¢) II, T och ¢ dr analytiska i sina respektive definitionsomraden.

IT kan man alltsa se som en analytisk version av fakultetsfunktionen (dven om man kan ténka
sig andra, se Anmirkning [5.53)). Normalt dr det T' man studerar — en av de viktigaste s.k. speciella
funktionerna — men vi kommer hér att ta upp Il och I' parallellt eftersom IT ibland &r nagot enklare
eller naturligare att hantera.

¢ &r av stort intresse i talteorin, och Sats nedan dr en forsmak av detta.

5.43. Exempel. Direkt fran definitionen far vi, med variabelbytet r = t'/2, att
o0 o] 5
I'(1/2) =TI(—1/2) :/ t=12etdt = / 2e " dr = /7,
0 0
dér vi, som i Exempel .20, har anvént att [~ e~ dy = L A
For att bevisa att funktionerna &r analytiska anvinder vi foljande uppskattning:
5.44. Hjilpsats. Om 6 > 0, sa ér

| |Az|

lnt’§7~(lnt)2~(t5+t5), t>0,0<]|Az] <4

Az

Bevis. Fixera t > 0 och sétt f(z) = t*. Da ér f hel analytisk, och Maclaurinutveckling av f till
ordning 1 ger, eftersom f’(z) = t*Int och f”(z) = t*(Int)? och didrmed f(0) =1 och f/(0) = Int,
att

z z
¢ = 6 = 10+ £z + 221y s 22
se Anmiérkning 23] pa s. [[3] dir p2(z) dr given som en integral. Det viktiga hér &r att

|p2(2)| < max|f”| = (Int)* max [t°],
[0,2] 5€[0,2]

och nér s ligger pa strickan [0, z] far vi att
t°] = t%°* = exp((Res)Int) < exp(|(Res)Int|) < exp(|s| [Int|) < exp(|2||Int|)
och déarmed att
’tz -1+ zlnt)‘ < %(lnt)2 exp(|z| [Int).
Om 0 < |Az| < ¢ far vi dérfor, med Az i stiillet for z 1 uttrycket ovan, att

A
Az

A A
87| (Int) exp(d Int]) < |—2Z| ~(Int)?- (t5 + t_‘s),

2

lnt’ <

diir den sista olikheten beror pa att exp(§|lnt|) = om¢>1men =t om0 <t < 1. [ |
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Bevis av Proposition [5.42} (a) Trivialt &r I1(0)

ger partialintegration att
< / (2 + 1)t (—e)dt = (= + DII(2);
0

Iz +1) = / e tdt = [t*H (—e )],
0

notera att de inblandade integralerna &r absolutkonvergenta och att den utintegrerade biten &r 0
eftersom Re(z 4+ 1) > 0. Upprepad anvéindning av denna identitet ger nu att II(n) = n!, n € N.

= fooo e tdt = [fe’t]go =1.Om Rez > —1

(b) dr samma sak som (a).

(c) terstar. Vi noterar forst att &ven integralerna [~ t"e~!|Int|dt och [;*t"e~!(Int)?dt &r
konvergenta om z > —1, liksom serierna -, (Inn)/n” och >°7  (Inn)?/n® om x > 1.
Sitt w(z) = [y t*e 'Intdt dd Rez > —1 och o(z) = >0 (In(1/n))/n* da Rez > 1; dven

dessa ér alltsa (absolut)konvergenta i sina respektive omraden
Vi borjar med att visa att II'(z) = w(z). Fixera z med © = Rez > —1, och vélj sedan ¢ > 0 sa

litet att x — § > —1. Hjalpsats 44 medfor att
I(z 4+ Az) —1I *(thE -1 !
(z+42)-M=) ol 2 / ( —1nt) tzetdt‘ g/ ~Int|tTetdt
Az 0 Az 0 z
0<|Az] < 6.

A 00
S M/ (tz-‘ré 4 tz—6)e—t(1n t)2dt,

Eftersom x £ > —1 &r den sista integralen konvergent och oberoende av Az, sa vi far likheten
IT'(z) = w(z) nir Az — 0.

Beviset for att ¢’(z) = o(z) édr snarlikt: Fixera z med = Rez > 1, och viilj sedan § > 0 sa
litet att « — & > 1. Hjdlpsats B.44l med 1/n i stiillet for ¢ ger att

i(%m%)% gﬁi

n=1
Azl = (1 1
< ) 21 na+e + o= (Inn)?, 0 <|Az| <6.

|

Eftersom z +d > 1 &r den sista serien konvergent och oberoende av Az, sa vi far likheten ¢’(z) =

-1 111

o(z) nir Az — 0.
Det stora intresset for (-funktionen kommer sig av att den kopplar ihop teorin for primtal med

teorin for analytiska funktioner. Grunden &r féljande enkla men viktiga resultat

5.45. Sats. Lat {p1,p2,ps,pa,p5,- .-} = {2,3,5,7,11,...} vara méngden av primtal. Da dr

s 1
( ):1, Rez > 1.
1

Bevis. Fixera z med Rez > 1. Vi noterar forst att det faktum att
((z) = + +1+1+1+1+1+1+ +.
3 52 6% 7* 8 9%

och att 2% - n® = ( medfor att
o) (1- L) = +1+1+1+ 1+1+1+1+
: 27 ) = 37 pE 6= &
1 1 1 1 + 1 + 1 n 1 +

Tz T

1
14 — 4 — =4 —
+ 3% + = T 7* + = T 11= 13  15%

2n)* forn=1,2,3,...
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d.v.s. summan av alla 1/n* sidana att 2 inte dr en faktor i n. I niista steg far vi att

1 1 11 1 1111
(i-2) (1= )=(14=4+ =+t (= + =
g(z)< 2)( 3z> <+32+5z+7z+ > (32+92+15z+21z+ >
gy 11
N 52 77 11 13 17 197  23# 257

+...,

d.v.s. summan av alla 1/n* sadana att varken 2 eller 3 dr en faktor i n. Efter K steg far vi att
X 1 1
C(Z)H (1_7) =1+ Z —
k=1 Pi nelk "

dér I ar méngden av alla positiva heltal > 2 som inte dr delbara med nagot enda av de K forsta
primtalen p1,...,pk. Eftersom Ix C{K +1, K +2,K+3,...} och x = Rez > 1 far vi att

1 1 =1 oo dt 1
Z;SZES ﬁf/ - wonge % Ko
nelyx nelx n=K+1
Pastaendet foljer. [}

Vi ska nu visa att vi kan utvidga II, I" och ( till funktioner II, T respektive (~ som ar analytiska
i hela planet forutom att de kommer att ha vissa enkelpoler.

5.46. Anmirkning (Om beteckningar). Man brukar oftast beteckna dven utvidgningarna
med II, T respektive (. I denna introduktion véljer vi dock, for tydlighets skull, att halla isér
ursprungsfunktionerna — som ges av de konvergenta integralerna/serierna i Definition E41] — och
deras utvidgningar — som inte gor det i de respektive omradenas nya delar. A

Vi bérjar med att hitta utvidgningarna till IT och I'. Definiera

II(z), om Rez > —1,
(z) = (> +1) samt dérefter [(z) =I(z — 1),
——~, annars,
z+1

en s.k. rekursiv definition; t.ex. blir, eftersom II(—1/2) = /7 enligt Exempel [£.43]

Fsjm) it/ MC5/2) OB W1y sy

=5/2 (=5/2)(=3/2)  (=5/2)(=3/2)(-1/2) 15

medan déremot integralen [~ ¢~7/2e~" dt &r divergent (se ockséd Anmérkning 552).

Till att borja med noterar vi att om —2 < Rez < —1 sa ir trivialt Re(z+1) > —1 och didrmed
dr I(z + 1) =I(z + 1) enligt ovan, sa II(z) dr vildefinierat om dessutom z # —1. I sjiilva verket
ar

fi(s) = Hiz++11)

alltsa inte bara for —2 < Rez < —1, z # —1, eftersom II(z + 1)/(z + 1) = II(2) for Rez > —1
enligt Proposition[5.42]1 Vi noterar att II har en enkelpol i punkten —1 eftersom II &r analytisk i 0
och TI(0) = 1 # 0; dessutom &r

, Rez > =2, z #£ —1,

Res TI(z) = I1(0) = 1.

z=—1

Om vi fortsédtter till nista remsa, —3 < Rez < —2, far vi analogt

. 71:[(z—|—1)7 I(z +2)
II(z) = Py Sl peg Y P S Rez > -3, z # —1,-2,
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och en ny enkelpol for IT i punkten —2 med residy

T(2) =
Res 1(2) = =57

Allmént ar

- II(z + n)
&) = e crn-De )

Rez>—(n+1), 2#-1,-2,...,—n.

Vi inser att II blir viilldefinierad och analytisk i omradet Qf = C\ {-1,-2,-3,...} och ri
omradet Qp = C\ {0,—1,—2,...}, samt att IT har enkelpoler i punkterna —1,—2,—3,... och att
T" har enkelpoler i punkterna 0, —1, —2, ... med residyer

g 11(0) (!
Res TI(z) = = =1,2,3,...
Res W) = Tt g n=) - o T bESe
respektive
- B —1)"
Res I'(z) = Res II(w) = (=1 , n e N.
z=—n w=—(n+1) n!

Vi noterar ocksa att

I(z+1) = (z+ DII(z), =z€Qp, och T(z4+1)=2T(2), z¢€Q;.

Att hitta ett bra uttryck for utvidgningen av ¢ dr mera komplicerat, och vi ska gora det i flera
steg dér vi drar nytta av de utvidgningar vi redan hittat.
Forst ett ”speglingsresultat” for II och I':

5.47. Proposition.

T(2)M1(~2) = Siz;, 2eC\{+1,42,...} och D)1 -2) =

z€C\Z.

. ’
SINTZ

Speciellt saknar IT och T’ nollstéillen.

Bevis. Vi bevisar den forsta likheten; den andra foljer sedan omedelbart av att T'(z)['(1 — 2) =
(2 — DII(—2) = ((2)/2)II(~2) dd z € C\ Z.

Vi noterar att funktionerna II(z)II(—z) och mz/(sinmz) bada éir analytiska i omradet C \
{£1,42,...} om vi ger wz/(sin7z) virdet 11 origo (hdvbar singularitet). P.g.a. entydighetssatsen
(Sats 44 pa s. B réicker det dérfor att bevisa likheten for alla z = o sadana att 0 < a < 1, t.ex.

Lat D vara forsta kvadranten nedan, bade i zy- och uv-integralerna. Om 0 < o < 1 &r

f1(a)lI(—a) = TI(a)T1(—a) = /O ey /O e vy = / /D (2/y)% e~ dady

(1) _.. wdudv < < w%du (2 T
= e — —— = we “du - =1 — ,
D (v+1)2 0 0 (v+1)2 sin Ty

dér vi i (1) har gjort variabelbytet u = 4+ y, v = x/y i dubbelintegralen och i (2) har anvént
resultatet i Exempel (.30} observera att alla integrander &r positiva, sa upprepad integration och
variabelbyte ar tillatet.

mz/(sinmz) # 0 dd 2z € C\ {+1,42,...} = Q7 \ {1,2,...}, sa TI(2) # 0 for dessa 2. Men
II(n) =II(n) = n! # 0 dven da n = 1,2,...; siledes saknar II, och diirmed #ven I, nollstillen. W

5.48. Anmiirkning. Med z = 1/2 i Proposition[F.A7 far vi att T'(1/2)? = T'(1/2)? = n/sin(n/2) =
7w, och eftersom I'(1/2) > 0 far vi att I'(1/2) = /7, men pa ett annat séitt én i Exempel 543l A



130 5 Residykalkyl

Nu ett resultat som direkt kopplar ihop ¢ och I':

5.49. Proposition.
oo tz—l
C(2)T(2) :/ " dt, Rez > 1.
0

Speciellt ar integralen i hogerledet en analytisk funktion av z da Rez > 1.

Bevis. Vi noterar forst att integralen &r absolutkonvergent om z = Rez > 1. Om dessutom
n=1,2,3,... 4, med bytet u = nt,

o o) . d 1 o T
/ tz_le_ntdt _ / (E) 1€_u _’U, - uz—le—u du = (Z)
0 o N

n n® Jo n* "’
och eftersom SN e = (1 — e Nt)/(ef —1) om N =1,2,3,. .. (geometrisk summa) far vi att
o) tzfl N 1 0 tzfl N 1 . o) tzfl Nt
dt —T —| = — t*7rem ™M | dt] < Nt dt.
A O O R T P St B
n=1 n=1

Fran definitionen av ((z) foljer det att Zgzl(l/nz) — ((z) d& N — oo om Rez > 1, sa det
aterstar att visa att den sista integralen ovan gar mot noll da N — oo.
Lat € > 0 vara godtyckligt. Eftersom I := [ (t*~!/(e" — 1)) dt &r konvergent finns det ett

§ > 0 sadant att foé (t"=1/(e! — 1))dt < e. Vi far att

o'} tzfl 1 tzfl 00 txfl
0 S/ t—lethdt :/ - ethdth/ 1 e~ Ntat
0o et — o et — s e —

§ —1 ) —1
t*dt t*Tdt
</ +e_N5/ 1 <e+e N <2
0 s

- et —1 et —
om bara N ir sa stort att e V% < ¢/I. Pastaendet foljer. |

Integralen i Proposition dr inte absolutkonvergent da Rez < 1 (speciellt ser man litt
att den ir divergent di z = x < 1), sa dven om I' har analytisk och nollskild utvidgning T till
Qp = C\{0,—1,—2,...} kan vi inte anvéinda sambandet dér, som det star, fér att hitta en utvidg-
ning ¢ av . Problemet ir att integrationen sker hela viigen ner till ¢ = 0, och vi ska nu beskriva
ett sdtt att komma runt det.

Lat «y, for varje fixt p med 0 < p < 27 vara kurvan till hoger:

027
- +
Y=Ly +C,+ 1L, . L}
o < ———
dér L =]+o00,p] (d.v.s. positiva realaxeln fr.o.m. p, riktad at P\ L=
vénster), O, ér cirkeln |z| = p ett varv moturs, och L = [p, +ocf, o—2mi

jfr nyckelhalskonturerna i Avsnitt

Lat vidare L(s) = In|s|+i60(s),0 < 0(s) < 2, vara en gren till log s i omradet @ = C\ [0, +-00[.
Vi later ocksa 0 = 0 pa L;f och 0 = 27 pa L, precis som fér nyckelhalskonturerna, och sétter, for
fixt p, 0 < p < 2m,

1 z—1
I(z) = / > ds, z€C,
Ve

T omi es —1

déar

s*~ 1 =exp((z — 1)L(s)) = exp((z — 1 +iy)(In|s| + i 6(s))), se, z€C,



5.7 *Nagot om I'- och (-funktionerna 131

som for varje fixt 2 € C dr en gren till den flerviirda funktionen s — s~ i Q. Funktionen I #r
véldefinierad och hel analytisk, med derivata

1
II(Z):L/ Sill(s)ds, ZG(C,
Y

21 es —1

vilket kan bevisas pa ett sitt som starkt paminner om bevisen i Proposition .42, och beviset
uteldmnas dérfor.

Eftersom de enda singulariteter integranden i integralen som definierar I(z) har 027i
iQér s = 2nmi, n € Z*, medfor Cauchys integralsats (tillimpad pa en modifierad
variant av konturen till hoger, med 6ppningsvinkel 2«, f6ljt av gransévergangen o 7 -
a — 0%) att I(z) #r oberoende av p sa linge som 0 < p < 27; t.ex. kan vi lata
p=1. o —27i

Parametriseringar av L} och L (jfr Exempel B.30) medfor nu att

2wz

I(z)= ¢ 1/00 A / G €eC, 0<p<? (5.1)
Z) = — S z s .
omi J, @ —17 " omiJo e -1 ’ P

och vi ska strax se att nir Re z > 1 kommer integralen lings C, att ga mot noll da p — 0%, varfor
vi for dessa z kan uttrycka I(z) m.h.a. enbart integralen i Proposition [49 kom dock ihag att
I ar hel analytisk.

Forst ska vi emellertid undersoka specialfallet da z = n € Z; da ar ju e

1 n—1 n—1
I(n)_—/ i dSZRGSS—ZReS(
c

21 B es —1 s=0 e5 — 1 s=0

27z ez?ﬂ'n — 17 S&,

n—2
: : €.
P ) n
5.50. Anmirkning (Bernoullitalen). Funktionen f(z) = z/(e* — 1) &r viktig i klassisk analys.
Med det naturliga virdet f(0) = 1 dr f analytisk i skivan |z| < 27, och dess Maclaurinutveckling
skriver man ofta

B
S Z —2" |z| < 2m,

dir talen B,, n € N, ir de s.k. Bernoullitalen (B, = f(™(0)). Ett sitt att rikna ut dem &r att
multiplicera f(z) med (e* — 1)/z och identifiera koefficienter, och pa sa siitt hirleda rekursions-

formeln .
1 ——/n+1
By=1 B,=—-——— By, =1,2,3,...
0= n+1];0( k ) S

Vidare, eftersom
z
1
- Cots ) B S
er—1 2 20 —1) 2 2

som #r en jamn funktion och vars udda Maclaurinkoefficienter dérmed &r noll, inser vi att

By =-1/2, B3=Bs;=B;=Bg=...=0.
Enkla utrdkningar i rekursionsformeln ger dessutom successivt att
By=1, By=1/6, By=-1/30, Bg=1/42, Bg=-1/30,

(Man skulle kunna férledas att tro att Bernoullitalen utgér en begrinsad talfljd, men sa ér inte
fallet eftersom Maclaurinserien for f i sa fall skulle ha oéndlig konvergensradie.)
Bernoulli tog fram talen som nu bér hans namn i samband med att han hirledde formeln

N+1 N NB
NN 4 Nl n 2k
+2N+ .+ +1+2+kz—2k L

N
-1

)nNH_k, N,ne{1,2,3,...},

=
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for potenssummorna, dven om han endast gjorde detta for N = 1,...,10; t.ex. blir
6 5 By (5 Bs (5 By (5 Bs (5
15495 . s_n . n D2 4, D3 3, D4 2, D5
+2°+...+n 6+2+21n+32n+43n+54n
nS n® 5t n?
=—+—4+—-—= =1,2,3,...
6 2t 1 "TheY

Avslutningsvis ser vi att talen I(n) precis fére denna anmérkning kan skrivas

0 =2,3,4,...
I(n): ? ni s Dy Sy )
Bi_n,/(1=n), n=...,-1,0,1,

som ju r koefficienten for s~1 i Laurentserien >, (Bg/k!)s"* T2 1 0 < |s| < 27. A

Direkta utrikningar av nagra I(n) ger att

och
I12)=1(3)=1(4)=1(5)=...=0, I(-2)=1(-4)=1(-6)=I1(-8)=...=0,

jfr Ovning pa s. 00 och Anmirkning
Nu tillbaka till (&I)). Om Rez > 1 och 0 < p < 27 medfér ML-uppskattning att

1 o1 1 _
— / S ds — / 5 s*~2(s
21 Jo, e® —1 2mi Jo, e® —1

dér den sista olikheten foljer av att ’s;j?’ = exp((z — 2)Inp — yO(s)) < p* 2?1, Eftersom
x>1ochs/(ef—1) —1das— 0 far vi ddrfor, nér vi later p — 07 i (&), att

x72e27r|y| .

< max
Isl=p

P,

-

es—1

2wz 1 o] tz—l . :
I(2) = 672 : /0 - dt = RTE C()T(2),  Rez> 1,

271 et — T

dér vi i sista steget har anvént Proposition Genom att avslutningsvis anvénda sambandet
I(z)(sinmz)/m=1/T(1 —z2) da Rez > 1, z # 2,3,4, ..., i Proposition E41 har vi saledes bevisat
foljande:

5.51. Sats. o
C(z) =T (1 — 2)I(2), Rez>1, 2#2,3,4,...

Nu #r vi — dntligen! — redo att utvidga . Hogerledet i Sats [.51] dr ndmligen en analytisk
funktion i det stérre omradet C\ {1,2,3,...}. Dessutom har I(z) nollstillen i punkterna 2, 3,4, ...,
och diir har T'(1 — z) enkelpoler, si singulariterna i dessa punkter ir hivbara (se Ovning EZ29 pa
s.[00). Genom att definiera

= C(Z)a om Rez > 17
((2) = { o
e "™T(1 — 2)I(z), annars,

inser vi att ¢ blir analytisk i omradet Q= C\ {1} och att

C(z) = e "™ T(1 — 2)I(2)
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i hela detta omrade, med hévda singulariteter i punkterna 2, 3,4, ... I den aterstaende punkten 1
har T'(1 — z) enkelpol och eftersom I(1) =1 # 0 har &ven ¢ enkelpol dér, med residy

Res C(z) = lim (2 — 1)((2) = lim(z — e "™ T(1 = 2)I(2) = = lim e~ "™*(1 = 2)T(1 = 2)I(2)
= —lime ™ T(2—2)I(2) = —(e"™I()I(1) = —(~1)-1-1=1.

z—1

Dessutom kan vi rdkna ut

C(=n) =™ T(n+1)I(—n) = (—1)"n! - I[(—=n) = (=1)" ffi, e N,
dér By ér Bernoullitalen i Anmérkning [5.50) och t.ex. dr
- 1 - 1 ~ ~ 1 -
C(O) = _§a (_ ) = Ea g(_2) =0, g(_ ) = 1_20; C(_4) =0,
och ~ ~ ~
E(=2) = &E(-4) = (~6) = ... =0.

Med metoderna i Avsnitt .6 kan man ocksa beréikna ((2), ((4), ¢(6), ...; t.ex. dr ((2) = 72/6 (se
Exempel [£33)), och att ¢(4) = 74/90 ar Ovning 526l Allmint kan man visa att

¢(2n) = (1)1 By, n=123,...

(t.ex. &r > oo, 1/kS = 7©/945), men for ¢(3), ¢(5), ¢(7), ... finns inga bra uttryck.

5.52. Anmirkning (Om divergenta integraler och serier). Funktionerna II, T' och ¢ &r

alltsa definierade m.h.a. absolutkonvergenta integraler och serier, men vi kan naturligtvis inte

anvinda utvidgningarna II, T och ¢ for att fa viirden pa integralerna eller serierna i punkter dér

dessa divergerar — dér har de ju per definition inga vérden.
Exempelvis ar integralen

I1(z) II(z) = II(z)
e . ' (ej integralen) (integralen)
/ t732e7t dt divergent; o ° 3
0 -2 -1
integranden &r positiv, sa det enda vettiga virde man
skulle kunna ge integralen ar +o0o. Att
- - I'(z) ['(z) =T(2)
II(-3/2) =T(-1/2) = —2T(1/2) = —2v/7 (ej integralen) (integralen)
o o o o
dndrar inte det faktum att integralen #r divergent. -2 -1 0
Pa liknande sétt ar den positiva serien
o0 o0 1 ~ -
1+2+3+"‘:anle divergent, ¢(2) ¢(2) = ¢(2)
n=1 n=1" (ej serien) (serien)
o
och att 1
1) =1,
12

dndrar inte detta faktum; det enda vettiga varde man skulle kunna ge seriens summa &r +oco. Trots
det kan man stota pa likheten 14243+ ... = —1/12 i diverse sammanhang, men den likheten &r
alltsa helt enkelt fel som den star. Det som dr sant dr att man kan koppla den divergenta serien
1+2+3+... till talet —1/12, via (-funktionen, inte att den dr —1/12. Ett annat sitt att se
kopplingen till —1/12 &r foljande: Man kan visa att det till varje C3-funktion 1 > 0 sadan att

¥(0) =1, 9(t) =0 for ¢t > 1 och ¥’(1) = 0 finns en konstant Cy, = fol t(t) dt > 0 sadan att

N
Z n-¢(n/N) = —11—2 + CyN? + O(1/N),
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dér vi nu anvéander beteckningen O som i reell analys. Vénsterledet ovan kan tolkas som en sorts
regulariserad delsumma till den divergenta serien >~ | n, och i hogerledet dyker talet —1/12 upp
som konstanten i den asymptotiska utvecklingen nar N — oo, oberoende av val av ¥. Notera dock
att hogerledet — +o0o da N — oo, som sig bor. A

5.53. Anmirkning (Om analytiska utvidgningar av fakultetsfunktionen). Om vi vill
hitta en analytisk funktion I’ som generaliserar fakultetsfunktionen ! : N — N, d.v.s. en funktion F’
som ér analytisk i ett (storsta mojliga) omrade Q O N och som uppfyller att F'(n) =n! dan € N,
finns det manga méjligheter forutom I, t.ex. F(z) = II(z) +sinwz. Med mera avancerade metoder
kan man t.o.m. hitta sdidana F' som dr analytiska i hela planet (2 = C).

Om vi dessutom kréver att egenskapen (n+1)! = (n+ 1) - n!, n € N, generaliseras i meningen
att D [0,4o00[och F(zx+1) = (x4 1)F(x) da « > 0 sjunker antalet funktioner drastiskt, men vi
ser i alla fall genast att en sadan funktion #r F(z) = €2™% . II(z). Man kan visa att i sjilva verket
uppfyller F' kraven om och endast om F(z) = h(e?™*) - II(2), diir h € A(C*) och h(1) = 1.

Om vi till sist kréver att &ven egenskapen ((n + k)!)/(k!- k") — 1 d& k — oo och n € N
generaliseras i meningen att limy oo F(z+k)/(k!- k%) =1 da « > 0 kan man dock visa att vi far

entydighet: F' = II. A

5.54. Anmiirkning (Riemannhypotesen). Vi har sett ovan att ((—2) = {(—4) = {(—6) =
... = 0; dessa nollstéllen for f—funktionen kallas triviala. Riemannhypotesen &r att alla andra
nollstéllen till f—funktionen —de s.k. icke-triviala nollstillena — finns pa linjen Re z = 1/2. Om den
visar sig vara sann far det stor betydelse fér var kunskap om hur primtalen &r férdelade. A
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Analytiska funktioner har manga speciella egenskaper. En av dem &r, som vi nu ska se, att man
kan bestimma antalet nollstéillen som en analytisk funktion f har innanfor en enkel sluten kurva
bara genom att studera argumentet for f, arg f, pa sjilva kurvan, forutsatt att f # 0 pa kurvan.
Denna egenskap dr inte enbart av teoretiskt intresse. En viktig tilldimpning &r i reglerteknik,
dér man vill veta om alla poler till ett systems s.k. éverforingsfunktion H = p/q, dir p och ¢ ir
polynom, finns i vinstra halvplanet, eftersom det &r precis i sa fall som systemet dr stabilt.

6.1 Argumenttillskott ldngs kurvor

Lat T vara en styckvis Cl-kurva w = w(t), t : 0 — 1, i komplexa planet C. Om w(t) # 0 for
alla ¢ och vi later 0y vara ett av argumenten for kurvans startpunkt wg = w(0), sa kan vi for
varje t vilja ett argument 0(t) for w(t) sadant att funktionen 6 = 6(t), ¢t : 0 — 1, blir kontinuerlig
och 6(0) = 6y, alltsa ett kontinuerligt varierande argument 6 for w lings kurvan T, jfr Exempel
2T pa s. Vi sitter 61 = (1), som didrmed &r ett argument f6r kurvans slutpunkt w; = w(1),
och definierar argumenttillskottet for w langs I' som

AF argw = 91 — 90.

Aven om inte y dr entydigt bestamt — det kan ju skilja pa heltalsmultipler av 27 — #r argument-
tillskottet, alltsa skillnaden 61 — 6y, det.

6.1. Exempel. I vinstra figuren nedan kan vi ta 6y = —m/2, och nér vi vandrar lings I'y éndras 0
kontinuerligt till slutvéirdet ¢, = 7, sa Ap, argw = 61 — 0y = 37/2. (Om vi i stéllet tar 6y = 37/2,
t.ex., vilket ocksa ér ett argument for wy, blir 61 = 37, sa 01 — 6y = 37/2 dven da.)

I figuren i mitten har vi en sluten kurva, och om t.ex. wg ar punkten pa I's ldngst till vanster
pa negativa u-axeln kan vi ta 6y = 7, och nér vi genomloper I's varierar 6 kontinuerligt och antar
véirdena /2, 0, —7/2, —m, —37/2, —27 respektive —57/2 just vid skdrningarna med koordinat-
axlarna, for att vid aterkomsten till startpunkten bli 6, = —3m, sa Ap, argw = —4m.

I hogra figuren, slutligen, gar I's genom origo, vilket #ir samma sak som att w(t) = 0 fér nagot ¢,
och eftersom arg 0 &r odefinierat dr ocksa Ar, argw odefinierat.

Av Av Av

Ap, argw = 371/2 Ap, argw = —4m Ar, argw &r odefinierat

135
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Eftersom logw = In|w| + targw kan vi ocksa definiera en kontinuerligt varierande logaritm
In |w(t)] +i0(t) langs T, och tillhérande logaritmtillskott Arlogw = In|wq| — In |wg| + iAr arg w.
Varje gren till logw har derivata 1/w, sa

d
/—w:Aplogw:1n|w1|—ln|w0|+iAFargw, 0¢T,
rw

och om I' dessutom &r sluten &r wy; = wg, och darmed &r

%Apargw:%ﬂi F%U, I sluten, 0 ¢ T
Om C &r en styckvis Cl-kurva z = z(t) i z-planet och w = f(2) #r en analytisk funktion
definierad i en omgivning till C, s& &r sammanséttningen w(t) = f(z(¢)) en styckvis C'-kurva I'
i w-planet. Ett enkelt men viktigt specialfall dr ndr f(z) = 2™, dédr m &r ett heltal, och C &r
enhetscirkeln z = e??™ ¢ :0 — 1. D& blir I’ kurvan w = 2™ ¢ :0 — 1, som ju &r enhetscirkeln
genomlopt m varv i positiv led om m > 0 och —m varv i negativ led om m < 0, sa Ap argw = 27wm.

/\y /:\’U /:\’U
T U U
----------- > e e
~_ = r r
w =23
Acargz =27 Acargz® =67 Acargz=? = —4rm

Allméint, om f(z) # 0 for alla z pa kurvan C kan vi definiera argumenttillskottet f6r f lings C
som A¢ arg f(z) = Ar argw, och det kan uttryckas m.h.a. en integral av f'/f lings C:
1 dw 1 [Tw'(t)

1 1
—A -~ A - - [ & _ -
27 c arg f(2) o T MEW T on rw 2w Jy w(t)

7
= % /01 ') (t) dt — 1) i-. I sluten, 0 ¢ T,

(6.1)

fz(t)) 2mi Jo f(2)

+ OVNINGAR

* 6.1 Ange Ar argw for ovanstaende tre kurvor.



6.2 Argumentprincipen och Rouchés sats 137

* 6.2 Bevisa foljande samband for argumenttillskott, under ldmpliga férutsdttningar:

(a) Acarg f(2)g(z) = Ac arg f(z) + Ac arg g(2)
(b) A_carg f(z) = —Acarg f(2)
(C) ACI+C2 arg f( ) ACI arg f(z) + Acz argf(z)

6.2 Argumentprincipen och Rouchés sats

6.2. Sats (Argumentprincipen). Lat C vara en kontur (en enkel sluten styckvis C!-kurva,
se s. [[) med positiv orientering. Om f #r analytisk pa och innanfor C, forutom méjligen i
poler innanfor C, och f(z) # 0 for alla z pa C, sa dr

2)
—Ac arg f(z 27”/ I'( N — P,

Z

dér N och P dr antalet nollstillen respektive poler som f har innanfor C, riknade med
multiplicitet.

6.3. Anmirkning (*En mera allmén situation). Satsen giller dven om C' ersétts med Jw,
randen till ett begriinsat omrade w, och f #r analytisk — forutom mojligen i poler som inte ligger
pa dw — i nagot omrade € som innehaller @, och f # 0 pa Ow; jfr inledningen av Avsnitt [3.4]
pa s. Vi noterar ocksa att det faktum att @ dr kompakt och att f inte far vara konstant lika
med noll medfér att f endast kan ha dndligt manga nollstillen och poler i w eftersom dessa dr
isolerade. A

Bevis av Sats Lat T vara kurvan w(t) = f(z(t)) som i Avsnitt Att C &r sluten medfor
att T dr sluten, och dérmed géller forsta likheten i satsen, enligt (G.I]). Funktionen f’/f &r analytisk
pa och innanfor C' férutom i de dndligt manga punkter ¢y, ..., ¢, innanfér C' dir antingen f =0
eller f har en pol. Om c &r en av dessa punkter kan vi skriva

f(z) = (z=¢)"g(2)

i en punkterad omgivning till ¢ for nagot heltal m och nagon funktion ¢ som &r analytisk i ¢ och
som uppfyller att g(c) # 0; m &r nollstéllets multiplicitet om m > 0 medan —m &r polens ordning
om m < 0 (se s. B7). Eftersom ¢'/g &r analytisk i ¢ far vi att

F'E) _pesmE="9(2) + ="' () _p (m g _
Heefn) ~ e - mg(z) e < * g<z>) |

och eftersom C' #r en kontur med positiv orientering ger residysatsen (Sats pa s.[Q9) att

R R ST D BRI DRI SR CIEREE
=1

k=1 k:m >0 k:mp<0

6.4. Exempel. Lat

1 3
f(z)zzQ—l—z—Q—;—i—Z—Q.

f har dubbelpol i origo och inga andra singulariteter, sa om C ir enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett
varv moturs dr P = 2, dir P &r antalet poler som f har innanfér C.
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0

3

For att bestimma antalet nollstillen N som f har innanfér C' parametriserar vi C med z = e°
0 : —m — m, och far, med Eulers identitet och sambandet sin 20 = 2 sin # cos 6, att
w=f(e?) =e? £ —2 e £ 372 = (40820 — 2) +i(25in 6 — 25in 20)
= (4cos20 —2)+i(2 — 4cosO)sinf = u(f) +iv(H).
I parameterintervallet —m < 6§ < 7 har u nollstéllena § = +7/6 och § = +57/6 medan v har

nollstéiillena 0 = 0, = +7/3 och § = +7. Vi far foljande teckentabell fér uw och v och tillhérande
kvadrantvandring i w-planet:

9 5%y T T 0 T T 5
- < | = F < | = 5 < | — g < < g < g < E < | 7
U + | + 0 — — — 0 + 1+ +]0 |- —|- 0 + | +
v 0 — — — 0 + + +10]|—1|— O+ +|+]0
kvadr. 4 3 2 1 4 3 2 1

Till hoger ser vi den kurva I' = f(C) som vi far i
w-planet, och vi kan dar avlidsa att

Agarg f(z) = Arargw = —4.
Enligt argumentprincipen &r saledes N— P = —2, och c

eftersom P = 2 inser vi att N = 0, d.v.s. att f saknar
nollstéllen i enhetsskivan |z| < 1.

Observera speciellt att kurvan I i w-planet inte gar genom origo, sa f saknar nollstéllen pa C,
vilket ju &r nodvindigt for att Ac arg f(z) ska vara definierat éver huvud taget. A

6.5. Exempel (Polynom i halvplan). Vi ska bestdimma antalet nollstiillen som polynomet
p(z) =22 +iz2 +(2+i)z -3 AY

har i hogra halvplanet Rez > 0, och vi studerar dérfor den positivt ori-
enterade konturen Cr — I till hoger. For stora R kommer alla (hogst 3)

............ =
nollstéllen till p i hogra halvplanet att finnas innanfor konturen. Eventuellt
har p nagot nollstille pa imagindraxeln, men det kommer i sa fall att
framga av undersdkningen nedan. .
Argumenttillskottet lings Cp ir litt att undersoka eftersom z® dominerar da |z| &r stort:
. : v 241 3
Acy argp(z) = Acy arg(2° + 2% + (24 i)z — 3) = Ag, arg <23(1 + . + o ;))
241 3
:AcRargz3+AcRarg(1+1+ —Z’L——g)—>3-ﬂ'+0=3ﬂ', R — o0,
N——— z z z

3Ac, a
O 8182 —1 da |z]—o0

eftersom kurvan ¢ = 1+i/z+ (2+1)/22—3/23, 2 € Cg, krymper ihop mot punkten 1 did R — oo.
Argumenttillskottet ldngs I'r undersdker vi m.h.a. parametriseringen z = iy och far att

w=p(z) =p(iy) = (—y —3) +i(-y* —y* + 2y) = u(y) +iv(y), y:—R—R.

Faktorisering ger att u = —(y +3) och v = —y(y — 1)(y + 2), och vi far nedanstaende teckentabell
for w och v och tillhérande kvadrantvandring i wv-planet:

yl<|-3|<|-2|<]0|<]|1|K<

ulfl+| 0 |- —-—|—-—1—-|—-1]1-1|-

v+ |+ |+ 0| —-]0|+]0
kvadrant || 1 2 3 2 3
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Vidare, u/v — 0 da y — fo0 av gradskél (vi séger att v drar mer &n ), och vi far bilden ovan
till hoger, dar vi ser att
Ap,argp(z) — m, R — oo

i figuren har vi ocksa markerat skiirningarna med koordinataxlarna, svarande mot y = —3, —2,0, 1.
Eftersom p saknar poler (P = 0) ger argumentprincipen att antalet nollstéiillen i Re z > 0 &r

. 1 . 1 1
N = lim ——Ac,-r,argp(z) = lim - (Acy argp(z) — A, argp(2)) = 5 (B —m) =1.
Inget nollstélle finns pa imagindraxeln, ty kurvan i uv-planet gar inte genom origo. A

6.6. Exempel (Polynom i kvadrant). Vi ska bestimma antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =22+ (2 — 20)2° + 2iz + 4

har i forsta kvadranten Rez > 0, Im z > 0. Vi studerar darfér argumenttillskottet for p lings den
positivt orienterade konturen Cr + Ir + Lg i figuren nedan till vénster.
Undersékningen lings Cr ér enkel (ligeg dock miérke till att nu dr Ac, argz = 7/2):
2—-2i 2 4 m 3r
+Z—2+Z—3>%3'§+07, R — 0.

Ac, argp(z) = Ag,, arg 24 Ag,, arg <1 +

Pa IR ar
p(z) = pliy) = (=2y° =2y +4) +i(—y* +2¢°) = 2(y +2)(y = 1) +iy>(2 —y) = u + v,
dér y : R — 0 (obs. orienteringen), och u/v — 0 da y — +oo av gradskil, sa v drar mer én u.
Pa LR ar
p(2) = p(x) = (2® 4+ 222 +4) + i 22(1 — x) = u + iv,
dir x : 0 — R; notera att u > 4 > 0 for aktuella x (sa det finns ingen anledning att faktorisera w,

vilket dessutom vore svart) och att v/u — 0 da @ — 400 av gradskél, sa hir drar « mer &n v.
Vi far diarfor nedanstaende teckentabeller och kurva w = p(z) nér z genomloper Ir + Lg:

yl>12>|1|>10

My In w| = —[-J0]+[4

Iy o v| =0 |+ |+ |+]0
T 0] <|1]|<
.'L > Lr: w4+ |+ ]|+
R v |0 +]0]—

Fran figuren ovan till hoger ser vi att A, 41, argp(z) = —37/2 d4 R — o0, och eftersom poler
saknas medf6r argumentprincipen att antalet nollstiillen for p(z) i férsta kvadranten ér

1 1
N = ngrcl)o %(ACR argp(z) + AIR+LR argp(z)) = % (3777- - S?ﬂ-) =y A
6.7. Anmirkning (Det ricker att faktorisera en av u och v). I Exempel [6.4] [6.5 och [6.6G]
gjorde vi fullsténdiga teckenundersokningar av bade v och v. Det finns dock en genvég.

Antag att w = w(t), t : @ — b, ir en parametrisering av (en del av) en kurva i w-planet, att
v(a) = 0 = v(b) och att v(t) > 0 ddremellan. Om da u(a) < 0 och u(b) > 0 betyder det att kurvan
gar fran en punkt pa negativa u-axeln till en punkt pa positiva u-axeln och diaremellan befinner sig
i 6vre halvplanet v > 0. Argumenttillskottet dr déirmed —m, oavsett tecknet pa w(t) nir a <t <b
(markeras med ? i tabellen nedan), och bada kurvorna nere till hoger dr forenliga med tabellen.

t| a < b
u || — ? +
v 0 + 0
halvplan ovre w(a) o)

Det riicker dérfor att rita den (enklare) heldragna kurvan for att bestimma argumenttillskottet,
dven om den kanske inte aterger teckenvixlingarna for u pa ett korrekt séitt.
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Om vi atervénder till Exempel och endast faktoriserar u fullstindigt — det &r littast hir
— och anger tecknet pa v i de punkter dér u = 0, samt tecknet pa bade u och v for stora positiva
och negativa y (markeras med +oo i tabellen), far vi foljande tabell och skiss:

Yy || —oo < -3 < +00
U + + 0 - -
v + ? + ?

kvadrant /halvplan 1 hdogra vénstra 3

Tillsammans med att u/v — 0 da y — £o0, d.v.s. att v drar mer én u i bada oéndligheterna, ricker
detta for att inse att Ay, argp(z) = m da R — oo. Hur v vixlar tecken i intervallen markerade
med ? i tabellen spelar alltsa ingen roll nér vi underscker argumenttillskottet, och bada kurvorna
till hoger — och kurvan i Exempel — #r forenliga med tabellen. A

6.8. Exempel. Vi soker, for alla A € R, antalet nollstéllen till polynomet
plz) =22 =223 -2+ A

i véinstra halvplanet Re z < 0, och studerar dirfor argumenttillskottet for p(z) nér z genomldper
konturen Cg + IR, se figur nere till vinster. Pa Cg far vi att

Acy argp(z) = Acy, arg 2t + Acy, arg(1 — 2/2 — 2/23 + A/2*) — 41 + 0 = 4, R — o0,
oavsett virdet pa A. Pa Ir far vi att
p(z) = pliy) = (y* + A) +i2y(y* — 1) = u + v,

och vi ser att w dr jimn och v &r udda i detta fall. Tack vare denna symmetri ricker det att
studera y > 0 i tabellen nedan, och sedan utnyttja att den del av kurvan som hérror fran y < 0
fas genom att spegla den forsta delen av kurvan i u-axeln. (Om man vill kan man naturligtvis ta
med alla y € R i tabellen, precis som i tidigare exempel.)

AY AU A AU
Cr yllo] < 1 < 400 w(Ip):
Ir o U (Jamn) A ? A+1 ? + : : . u
T v (udda) || 0 - 0 + + A .
kv./halvpl. undre dure 1 I A1

Dessutom ser vi att v/u — 0 da y — +oo av gradskél, sa u drar mer &n v. Beroende pa var punk-
terna A och A+1 befinner sig pa u-axeln finns alltsa v-axeln pa olika stéillen relativt dessa punkter,
och vi far foljande gréansvérden for argumenttillskottet ldngs Ir nér R — oo:

—2m, A< -1, (4r —2m)/2r =1, A< -1,
Rlim Appargp(z) =¢2r, —-1<A<0, sa N=(¢Ar+2m)/2n=3, —-1<A<O,
— 00
0, A >0, (Ar+0)/2r =2, A>0,
dér N ar antalet nollstéllen i Re z < 0, eftersom poler saknas. Om A = —1 eller A = 0 gar kurvan

i uv-planet genom origo, och darfor dr argumenttillskottet langs kurvan odefinierat; i dessa fall
har p minst ett nollstélle pa imaginédraxeln, och separata undersokningar kravs:

e Om A = —1 ser vi i tabellen att p(iy) = 0 da y = +1, d.v.s. att p(£i) = 0, sa p(2)
innehaller faktorn (z —i)(z + i) = 22 + 1. Faktorisering ger att

p(z) = (22 +1)(22 =22 - 1),

och ddrmed dr de aterstaende tva nollstéllena 1 4 \/5, varav det ena finns i Rez < 0.
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e Om A =0 &r p(0) = 0, och faktorisering ger denna gang att
p(z) = 2(2° = 22% = 2) = 2¢(2),

och eftersom nollstéllena till ¢(z) inte &r uppenbara far vi undersdka argumenttillskot-
tet for ¢(z) lings Cr + Ir. En undersdkning som for p(z) ovan ger vid handen att
Acpirpargq(z) — 3+ 7 = 47 dd R — oo (genomfor detaljerna sjilv!) sa ¢ — och
dérmed p — har tva nollstdllen i Rez < 0 1 detta fall.

Sammanfattningsvis har alltsa polynomet p foljande antal nollstéillen i véinstra halvplanet Re z < 0
som funktion av parametern A: ett da A < —1,treda —1 < A< 0 och tvada A > 0. A

Ligg mirke till att om p har reella koefficienter, som i Exempel 6.8 sa blir » jimn och v udda
om p(iy) = u(y) +iv(y).
6.9. Exempel. Vi ska bestdmma antalet nollstéllen som funktionen

f(z)=sinz—e"~?

Y
har i remsan 0 < Re z < 7/2, och betraktar darfor rektangeln A L%
iR T/2+ iR
Tr=Lp+ L%+ L%+ L% L
Ly T
B EEER >
i figuren. Vi noterar forst att med z = x + 7y blir 13
R
f(z) = (sinzcoshy — e ¥ cosy) +i(coszsinhy + e “siny) = u + iv. —iR g7 /2 — iR
Pa striickan L}, dér z = 0, dr u(y) = —cosy och v(y) = sinhy + siny. Eftersom v/(y) =

coshy + cosy och coshy > 1 for alla y € R, med likhet endast da y = 0 (se grafen pa s. B3),
ser vi att v'(y) > 0 for alla y € R, sa v(y) &r stringt vixande; v(0) = 0 &r ddrmed det enda
nollstéllet till v. Eftersom u(0) = —1 och dessutom u/v — 0 d& y — Foo ger skissen nedan att
Apr arg f(z) = m da R — oo; observera att y avtar lings L.

—7/2 —7/2

Pa strickan L%, ddr » = /2, dr i stéllet u(y) = coshy —e cosy och v(y) = e siny,
sd u(y) > 1 —e ™2 = u(0) > 0 samtidigt som v/u — 0 di y — 4oo. Skissen nedan ger att
Aps arg f(z) — 0 da R — oo.

P4 de aterstaende tva delarna, L% och L%, forenklas undersskningen nagot om vi observerar
att |sin z|? = sin? z +sinh® R > sinh® R medan |e~%| = e=® < 1, varfor [e=*/sin z| < 1/sinh R — 0
och ddrmed A arg(l — e #/sinz) — 0 dd& R — oo, pa bada. Eftersom

Aarg f(z) = Aarg(sinz — e™ %) = Aarg(sinz) + A arg (1 — Se' )
inz

récker det darfor att undersoka argumenttillskottet for sin z langs dessa strackor. Nar y = £ R far vi
att sin z = sin x cosh R+i cosx sinh R, vars viirden gar fran —i sinh R till cosh R i fjdrde kvadranten
nér vi genomloper L% och fran cosh R till isinh R i forsta kvadranten nér vi genomloéper L‘}%.
Skisserna nedan ger att Ay arg(sinz) = 7/2 = Aps arg(sinz), sa Apz arg f(z) — 7/2 och
Aps arg f(z) — /2 da R — oc.

Sammantaget far vi att Ap, arg f(z) - 7+ 71/2+ 0+ 7/2 = 2r da R — oo, och eftersom
singulariteter saknas har f ett nollstélle i remsan. A
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I vissa fall kan man klara sig utan de noggranna argumenttillskottsundersékningar som vi
utférde i ovanstaende exempel. Som en direkt konsekvens av argumentprincipen har vi ndmligen
foljande anvéndbara resultat:

6.10. Foljdsats (Rouchés sats). Lat C vara en kontur med positiv orientering. Om f och g
dr analytiska pa och innanfor C, och |f(2)| > |g(2)| for alla z pa C, sa har f och f + g lika
manga nollstéllen innanfér C, riknade med multiplicitet, och inga nollstéllen pa C.

Bevis. Sitt hy = f +tg for 0 <t < 1;da dr hg = f och hy = f + ¢. Lat vidare

1 ht’(z)
t) = — dz 0<t<1
Sﬁ() 9 Z/C ht( ) 9 >t >4,

dér /1 téljaren avser derivata m.a.p. z. Enligt om-
vianda triangelolikheten och forutsdttningen giller
olikheterna

he(2)] = | f(2)] = tlg(2)[ = |F(2)] = lg(2)[ > 0

da z € C och 0 <t <1, sa nimnaren hy(z) # 0 da
z € C och 0 <t < 1; speciellt dr bade hg # 0 och
h1 # 0 pa C, sa f och f+ g saknar nollstéllen pa C.

Funktionerna hy, 0 < t < 1, &r analytiska pa och innanfér C', sa argumentprincipen ger att
©(t) dr antalet nollstéllen som h; har innanfér C, och speciellt dr ¢ heltalsvird. Dessutom kan
man visa att ¢ #r kontinuerlig (se Ovning [B.J), s& ¢ dr konstant, varfor ¢(0) = o(1); saledes har
hg och hy, d.v.s. f och f + g, samma antal nollstéllen innanfér C'. |

En illustration av Rouchés sats ir f6ljande hundpromenad: Ténk pa 0 som ett trid, f(z) som
mattes (sa klart!) position, och f(z)+ g(z) som hundens position; vektorn g(z) #r da sjilva kopplet
(strickt). Om matte gar runt tradet N varv och kopplet halls sa kort (|g(z)| < |f(2)|) att hunden
aldrig ges chans att nosa pa tridet, sa gar hunden samma antal varv runt tréadet, N, som matte.

6.11. Exempel (Rouchés sats i cirkelskiva och cirkelring). Vi ska bestdmma antalet noll-
stéllen som polynomet

p(z) = 22 +3i2% — 24 (1 41)

hari (a) cirkelskivan |z| <4  (b) cirkelringen 2 < |z] < 4.

I (a) anviinder vi helt enkelt Rouchés sats di- 7 A N
rekt, se nedan, medan vi i (b) anvinder Rouchés ( b\ Q = | { Vo
sats tva ganger: en for skivan |z| < 4 och en for / N
(den slutna) skivan |z| < 2; pa sa sitt bestimmer <~ _ - ’ . - ’
vi antalet nollstéllen i ringen 2 < |z| < 4. o o

|z| < 4 |z| <2 2< 2zl <4

(a) Vi delar upp p i tva delar, p = f + g, enligt
f(z) =23 och  g(2) =3i2% — 2z + (1 +1).
Pé cirkeln |z| = 4 &r | f(2)| = |2|® = 64 medan |g(z)| < 3|22+ |2|+|1+i| = 48+4+1/2 < 64,
sa |f(z)] > |g(z)| for alla z pa denna cirkel. Enligt Rouchés sats har dédrmed p(z) =
f(2)+9g(z) = 22+ 3i22 — 2+ (1 +1) lika manga nollstéllen i |z| < 4 som f(z) = 23, alltsa 3.

(b) Fran (a) vet vi att det finns 3 nollstéllen i |z] < 4, och genom att dra bort det antal av
dessa som finns i |z] < 2 far vi antalet nollstéllen i ringen 2 < |z| < 4.
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Denna gang delar vi upp p i tva delar, p = f + g, pa ett annat séitt:
f(z) = 3iz? och g(z) =23 — 2+ (1 +1).

Pa cirkeln |z| = 2 &r da |f(2)] = 3|z*> = 12 medan [g(z)| < [2]> + |2| + |1 +i] =
842+ V2 < 12, 54 |f(2)] > |g(2)| for alla z pa denna cirkel. Enligt Rouchés sats har
dirmed p(z) = f(2) + g(2) lika manga nollstéllen i |z| < 2 som f(z) = 3iz2, alltsa 2 (de
har ju inga nollstéillen pa cirkeln |z| = 2). Saledes har p(z) totalt 2 nollstéillen i |z| < 2,
och sammantaget har p(z) dédrmed 3 — 2 = 1 nollstélle i 2 < |z| < 4.

A

6.12. Exempel. Vi ska bestdmma antalet 16sningar, riknade med multiplicitet, till ekvationen

e =6zsinz AY
Lim /2
i kvadraten @ : |z| < 7/2, |y| < 7/2. *

Vi siitter f(z) = 6zsinz och g(z) = —e* vi vill bestimma antalet | @: | 7
nollstéillen som f + ¢ har i Q. Vi far genast att |g(z)| = |e%e®| = " < 5 /2
e™/? < 32 = 9 pa hela randen 9Q. Vidare, :

sin z = sin x cosh y + i cos x sinh y och |sin z|? = sin?  + sinh? g,

sa |sinz| > [sin(7/2)| = 1 da ¢ = £7/2, medan [sinz| > [sinh(7/2)| > sinh1 = (e — 1/e)/2 >
(5/2—2/5)/2 > 1day = +n/2, dir vi anvént att e > 5/2. Eftersom dessutom |z| > 7/2 pa hela
randen 0@ far vi att

[f()| =2 6(m/2)-1>9>|g(2)], 2€0Q,

och dérfor har f(z) + g(z) = 6zsinz — e® samma antal nollstillen i @ som f(z) = 6zsinz.
Nollstéllena till f finns i punkterna z = nw, n € Z, och i @ finns endast nollstéllet z = 0, och
detta har multiplicitet 2 eftersom f(z) = 622 + O(z%) = 22(6 + O(2?)).

Var ekvation har saledes tva losningar i @, riknade med multiplicitet. A

6.13. Exempel (*En mera allmén variant av Rouchés sats). I beviset av Rouchés sats
anvénds endast att
hi(2) = f(2) +19(2) #0,  2€C, 0<t <1,

och detta ricker saledes for att f och f+ ¢ ska ha samma antal nollstéllen (pa och) innanfér C. Vi
anviinder detta for att bestdimma antalet nollstéllen som 2% + e*~! har i cirkelskivan |z| < 1, och
sitter f(z) = 2% och g(z) = e*~!. Pa cirkeln |z| = 1 &r |2?| = 1, medan |e*7!| = e 1 < e =1
med likhet precis da z = 1, sa he(z) # 0 for alla z och ¢ med |z| =1 och 0 < ¢ < 1, utom majligen
for = = 1 och t = 1. Men trivialt dr ocksa hi(1) = 12+ 1-e'71 = 2 #£ 0, sa enligt (denna mera
allmédnna) Rouché har 22 + e*~! lika méanga nollstéllen i 2| < 1 som 22, d.v.s. tva. A

6.14. Anmirkning (*Rouchés sats och poler). Beviset for Rouchés sats fungerar dven om
f och g tillats ha poler innanfor C', men da ér ¢(¢) skillnaden mellan antalet nollstéillen och antalet
poler som h; har innanfér C, och denna skillnad blir da densamma for f och f + g. A

*+ OVNINGAR
* 6.3 Bestidm antalet nollstéllen som p(z) = 2% + 22 + z + 2 har i viinstra halvplanet.
* 6.4 Hur méanga nollstéllen har p(z) = 2° +iz% — (1 + i)z + (1 — 64) i undre halvplanet?

* 6.5 Bestidm, for alla reella virden pa parametern A, hur manga av de totalt fyra nollstéillena
till polynomet p(z) = 2z* + 323 4+ 522 + 62 + A som finns i véinstra halvplanet Rez < 0, pa
imagindraxeln Re z = 0 respektive i hogra halvplanet Re z > 0.

x 6.6 Undersok for alla A € R hur méanga nollstillen polynomet p(z) = 23 + Az + 1 har i
cirkelskivan |z| < 1 genom att forst studera argumenttillskottet for f(z) = 22+ A+ 1/z
niir z = e’ genomldper enhetscirkeln ett varv i positiv led.
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* 6.7 Bestidm antalet nollstéillen som polynomet p har i mingden D da p(z) ar
(a) 24+ 523 — 32 — 13 och D ges av |z] < 2

)
¢) 2° 4+ 10z — 1 och D ér cirkelringen 1 < |z] < 2
d) 2% +i2? + 32+ 1 och D bestidms av |z| > 1
)

)

)

) sinz — 222 och D ges av |z| < 3

) zLogz + 2% + 1 och D bestéims av Rez > 0
)

* 6.9 Lat ¢ vara som i beviset av Rouchés sats. Visa att det finns ett tal A, oberoende av ¢
och s, sadant att |o(t) — o(s)| < At — s, och diirmed att ¢ &r kontinuerlig.

6.3 *Routh-Hurwitz metod

Ett viktigt problem i reglerteknik &r, som vi tidigare ndmnt, att avgora om ett givet polynom p
har alla sina nollstéllen i vénstra halvplanet Rez < 0. I féregaende avsnitt anvinde vi metoder
som bygger pa att vi kunde faktorisera minst en av u och v, dir u + iv = p(iy), och detta
gar naturligtvis bra nér det &r latt att hitta de reella nollstédllena till dessa polynom. Vi ska nu
presentera en metod som loser detta problem genom att utféra upprepad polynomdivision, vilket
dr en synnerligen enkel operation som endast kréaver ”de fyra rdknesétten”.
Lat
p(z) =2+ cq 127 4.+ a1z + co

vara ett givet polynom med godtyckliga komplexa koefficienter, men med hogstagradskoefficient 1.
(I reglerteknik dr koefficienterna vanligen reella, men det utgor ingen storre komplikation att tillata
allméinna komplexa koefficienter.) I fortséittningen later vi ocksa I sta for hela imaginiraxeln, och
vi definierar

Arargp(z) = lim Ay, argp(z),

dér, som vanligt i detta kapitel, Ip dr strickan fran —iR till iR. Om p saknar nollstdllen pa I ger
argumentprincipen att p har N nollstéllen i vénstra halvplanet, dar

27 (N —0) = ngn Acpi1p argp(z) = m7d + Ararg p(z) (6.2)

och dédr Cr ar halvcirkeln fran iR till —iR i vénstra halvplanet, som i Exempel Aterstoden
av detta avsnitt handlar om hur man berdknar Ajargp(z) pa ett enkelt och systematiskt sétt.

For att kunna hantera polynom med jimna och udda gradtal d pa ett likartat séitt multiplicerar
vi p med en potens av ¢ och sétter

sa att

-

p(iy) = it ~p(iy) = iy? + {termer av ligre gradtal i y} = &(y) + in(y),

dér & och n &r sa kallade reella polynom, alltsa polynom med reella koefficienter, for vilka
grad¢ < gradn = d och n(y) = y? + {termer av ligre gradtal}; hiir kan & vara nollpolynomet.
Trivialt har p och p samma nollstéllen, och de har samma argumenttillskott langs kurvor.
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6.15. Definition (Cauchyindex). Lat R(y) vara en kvot av reella polynom. Med Cauchy-
indexet for R, ind R, menas heltalet

ind R = (antalet ganger R(y) hoppar fran —oo till +00)
— (antalet ganger R(y) hoppar fran +oo till —o0)

da y genomloper |—oo, +00] i viixande riktning,.

6.16. Exempel. Om
4
y -2y -1
R(y) =
v+ Dy - Dy —2)°
dr ndmnaren noll vid y = 0, dér R(y) inte hoppar alls; vid y = 1, didr R(y) hoppar fran —oo till
+00; och vid y = 2, didr R(y) hoppar fran —oo till +00; saledes dr ind R =2 — 0 = 2. A

6.17. Hjilpsats. Om p saknar nollstéillen pa imagindraxeln, sa ar

Arargp(z) = Arargp(z) = mind(€/n).

Bevis. Eftersom grad¢ < gradn far vi att £/n — 0 da y — +oo, d.v.s. att n drar mer én &.
Da |y| dr stort far vi vidstaende prin-
cipiella skisser for jamnt respektive ud-

da d; tecknet pa £ kan vara annat én i AT AT
skisserna, men det paverkar inte resone- K : i\ f }
manget. Inuti den streckade fyrkanten R [
passerar kurvan -axeln ett jamnt re- § §

spektive udda antal ganger, och det
ar precis vid sadana passager som vi ____f,___. L __f,___.
far bidrag till ind(¢/n); observera att ’IZ
passagerna aldrig kan ske gemom origo

eftersom p saknar nollstillen pa imag- d jamnt d udda
indraxeln. Nedan illustreras de fyra pas-
sagemgjligheter som finns:
An An An An
S 0 T S WO S M
Bidrag till ind(£/n) med +1 Bidrag till ind(£/n) med —1

Notera att Ajargp(z) okar med 7 f6r varje forekomst av nagon av de tva viinstra passagerna,
medan Ajargp(z) minskar med 7 for varje férekomst av nagon av de tva hogra passagerna.
Pastaendet foljer. |

6.18. Definition (Sturmkedja). En idndlig f6ljd av reella polynom py,...,ps, s € N, ségs
vara en Sturmkedja (pa R) om f6ljande tva villkor &r uppfyllda:

1. ps(y) # 0 for alla y € R.

2. Om pg(yo) = 0 for nagot yo € R och nagot k, 0 < k < s, sa har pi_1(yo) och pr+1(yo)
olika tecken, d.v.s. pr—1(yo)pr+1(yo) < 0.
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Om rg,...,rs ar en foljd av reella tal definierar vi ocksa
T(ro,...,rs) := antalet teckenviixlingar i foljden ro, ..., rs,
dér vi bortser fran eventuella nollor som forekommer i féljden. Exempelvis dr 7'(1,0,2) = 0

0
och T(-1,2,0,5,0,—1) = 2; eftersom endast tecknen spelar roll skriver vi ocksa T'(+,0,+) =0
respektive T'(—, 4,0, 4,0, —) = 2. Allmént géller olikheterna 0 < T'(rg,...,rs) < s.

6.19. Sats (Sturms sats). Om py, ..., ps dr en Sturmkedja och T (y) := T (po(y), ..., ps(y)),
sa ar

ind(p1/po) = T(=00) = T(+00),
dir T(—o0) := lim T (y) och T(+o00):= lim T (y).

Yy—>—00 y—r—+00

Bevis. Vi visar forst att 7 (y) &r konstant i varje delintervall |a, 8] dér py saknar nollstéllen. Om
alla py saknar nollstéllen i |a, B[ &r pastaendet trivialt, eftersom polynomen ér kontinuerliga och
dérfor inte viixlar tecken i intervallet. Om a andra sidan pg(yo) = 0 for nagot yo, o < yo < f, sa
maste s > 1 och 0 < k < s, eftersom py och ps saknar nollstiillen i ], 5[. Men py, ..., ps dr en
Sturmkedja, och ddrmed &r pr—1(yo)pr+1(yo) < 0, och, pa grund av kontinuitet, py_1(y)pr+1(y) <
0 i en hel omgivning |y — yo| < 0 till yp som ryms i ]e, 5], sa oavsett tecknet pa pi(y) i denna
omgivning uppstar ingen ny teckenviixling i delfsljden pi—1(y), pr(v), pr+1(y) da |y — yo| < 9, sa
T (y) dndras inte vid yo pa grund av att pg(yo) = 0.

Av det vi just visat foljer att T (y) endast kan dndras i nollstdllena till pg. Om ]a, b dr ett
intervall som rymmer alla nollstéllen till py far vi dérfor att 7(—oo) = T (a) och T (+00) = T (b).
Om po(yo) = 0 maste s > 0 och p1(yo) # 0 (trivialt om s = 1 medan vi f6r s > 1 annars finge
po(yo)p2(yo) < 0, motségelse), och av kontinuitet har p; samma tecken i en hel omgivning till yo.
Av detta ser vi att om p;(y)/po(y) hoppar fran —oo till 400 da y vixer forbi yo sa forsvinner
ett teckenbyte och T (y) minskar med ett, medan om p;(y)/po(y) hoppar fran +oo till —oo sa
tillkommer ett teckenbyte och 7T (y) dkar med ett; i dvriga fall sker inget hopp i p1(y)/po(y) och
heller ingen foréndring i 7 (y). Av detta kan vi dérfor dra slutsatsen att ind(p1/po) = T (a)—T (b)
T (—00) — T (+00).

Vi konstruerar nu en f6ljd av polynom py, ..., ps utgaende fran n och £. Vi sétter forst pg =
7. Om ¢ dr nollpolynomet &r vi klara, och vi sédtter s = 0. I annat fall sédtter vi p; = £ och
utfér polynomdivisionen pg/p;. Om denna gar jamnt upp, d.v.s. om py = ¢1p; for nagot reellt
polynom ¢, dr vi firdiga, och vi séitter s = 1. I annat fall bestdmmer vi successivt nya reella

polynom ps, ..., ps, s > 2, genom upprepad polynomdivision:
Pr—1 Pk+1
=q — , dov.s. Dek_1 = QrPr — Pradl, k=1,...,s—1, (6.3)
Pk Pk

dir saledes gy dr kvoten och —pg41 resten vid divisionen pg_1/pk, och divisionen ps_1/ps = ¢s dr
den forsta som gar jamnt upp. (Denna divisionsalgoritm brukar kallas Euklides algoritm med
den lilla skillnaden att vi betecknar resten med —pg41 i stéllet for pgi1.)

6.20. Exempel. Lat
p(z) = 27 4+ 62° 4+ 1522 + 182 + 11.

Vi siitter € + in = p(iy) = ip(iy) = (6y> — 18y) + i(y* — 15y* + 11), po = 1 och p; = &. Upprepad
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division enligt ovan ger att

po =y — 15y + 11,

p1 = 6y° — 18y;
y* — 15y% + 11 = %(Gyg —18y) — (1202 — 11),  po = 1242 — 11;
3 Y 9 25y 25y
— 18y = =(12y~ — 11) — —= = —;
Gy” — 18y = S(12y )= P3=
24y 25y
12y —11=—=. == —11 = 11;
Yy 25 2 ) P4 )
och hér upphor processen. A
6.21. Proposition. Lat po,...,ps vara den foljd av reella polynom som konstruerats ur n

och & ovan. Da dr ps; gemensam faktor i alla py, och om s > 0 sa dr p, storsta gemensamma
faktorn i n och &; speciellt dr p(iyg) = 0 for nagot yo € R om och endast om ps(yo) = 0.

Vidare, foljden &r en Sturmkedja om och endast om p saknar nollstéllen pa imaginédraxeln,
d.v.s. om och endast om pg saknar reella nollstéllen.

Bevis. Av konstruktionen foljer a ena sidan att ps &r gemensam faktor i alla px, £k =0,...,s, och
speciellt i n och € om s > 0. Om s > 0 maste vi a andra sidan visa att varje polynom v som &ar
gemensam faktor i 7 och £ maste vara en faktor i ps. Divisionsalgoritmen tillimpad pa polynomen
n/v och £/v ger samma kvoter ¢x men resterna —ry, diir entydigheten f6r polynomdivision ger
att —rpv = —pg, sa v ar en faktor i alla py och speciellt i ps. Sammantaget visar detta att ps ar
storsta gemensamma faktorn i n och &.

Om ps(yo) = 0 for nagot yo € R, sa kan py,...,ps inte vara en Sturmkedja, enligt villkor 1
i Definition For att bevisa den andra riktningen antar vi i fortsédttningen att polynomet pg
saknar reella nollstéiillen; da &r villkor 1 automatiskt uppfyllt. Om s < 2 &r villkor 1 det enda
som behover kontrolleras, och vi &r klara. Om s > 2 aterstar det att kontrollera villkor 2. Om
pr(yo) = 0 for nagot yo € R och nagot k, 0 < k < s, sa far vi fran divisionsalgoritmen (G.3) att
Pr—1(Y0) = @k (¥0)Pk(Y0) — Pk+1(Y0) = —Pk+1(Yo), och dérmed géller olikheten py—1(yo)pr+1(yo) <
0, savida inte pry1(yo) = 0. Men om éven pii1(yo) = 0 sa foljer successivt prr1(yo) = 0, ...,
ps(y0) = 0, och den sista likheten hir motséger antagandet att ps saknar reella nollstéllen. Alltsa
géller dven villkor 2, och vi har en Sturmkedja. |

6.22. Sats. Lat
p(z) = 2 g2 Lt az+ e

vara ett polynom av grad d > 0 med komplexa koefficienter, och lat py, ..., ps vara den foljd
av reella polynom

pr(y) = aroy™ + apiy™ 7t + ..+ aga,, ago #0, k=0,...,s,

som konstruerades ovan. Da saknar p nollstillen pa imagindraxeln om och endast om ps(y) # 0
for alla y € R, och i detta fall bestdms antalet nollstéllen N som p har i véanstra halvplanet
Re z < 0 av sambandet

2N =d+T((-1)"agp, ..., (—1)*asw) — T (aco, - - -, aso)- (6.4)

Bevis. Att p saknar nollstéllen pa imaginéiraxeln om och endast om ps(y) # 0 for alla y € R, och
att detta ér ekvivalent med att foljden po, ..., ps dr en Sturmkedja, dr en del av Proposition [6.21]
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Om p saknar nollstiillen pa imagindraxeln sa ger (6.2]), Hjdlpsats och Sats déarfor att
2n(N = 0) = 7d + Ajargp(z) = nd + wind(p1 /po) = 7d + 7 (T (—00) — T (+00)),

och eftersom tecknet for py(y) dr samma som tecknet for ayo for stora positiva y men samma som
tecknet for (—1)%ayg for stora negativa y foljer formel (G.4). [ |

6.23. Exempel. Vi anviinder metoden pa polynomet
p(z) =22 +iz2 +(24+i)z -3
som vi studerade i Exempel P& imagindraxeln ir p(iy) = (—y — 3) +i(—y® — y? + 2y), sa
§+in = pliy) = —pliy) = (y +3) +i(y° + v* — 2y).

Vi siitter pg = n = y> + 32 — 2y och p; = & = y + 3. Divisionsalgoritmen stoppar redan efter ett
steg:

po =y +y* —2y;
p1=y+3;
P4y —2y= (" —2y+4)(y+3)—12, py=12.

Eftersom po saknar reella nollstillen ger insédttning i (64) att
2N =3+T(-1,-1,12) - T(1,1,12) =3+ T(—,—,+) = T(+,+,+) =3+ 1 -0 =4,
sa N = 2, och p har ddrmed tva nollstéllen i véinstra halvplanet och inget pa imagindraxeln. A
6.24. Exempel (Nollstélle pa imaginidraxeln). Om
p(z) = 2% + 202" + 2% 4+ (54 2i)z + 10i
blir p(iy) = p(iy) = (—y* — 2y) + i(y® + 2y* + 5y + 10), och vi far polynomen
po =y° + 2yt + 5y + 10, pL=—y>—2 och p2 = —by — 10,

som ocksa r sista polynomet i foljden (s = 2) eftersom divisionen p;/ps = y/5 gar jaimnt upp.
Dock ér pa(—2) = 0, sa foljden po,p1,pe dr ingen Sturmkedja, men vi vet i alla fall att —2¢
ar ett enkelt nollstélle till p eftersom —2 &r ett enkelt nollstille till p,. Faktorisering ger att
p(z) = (2 + 2i)(2* + 2 + 5), och vi far undersska z* + z + 5, som visar sig ha tva nollstéllen i
vanstra halvplanet och inget pa imagindraxeln, sa p har tva nollstéillen i vénstra halvplanet och
ett pa imaginiraxeln. A

6.25. Foljdsats (Routh-Hurwitz kriterium). Alla nollstiillen till p finns i viinstra halv-
planet Rez < 0 om och endast om (i) gradtalen for py, faller med ett i varje steg; (ii) det sista
polynomet p; dr en konstant # 0; och (iii) alla hogstagradskoefficienter arg > 0.

Bevis. Om p; har ett reellt nollstille, sa har p ett nollstéille pa imagindraxeln, och p har dirmed
inte alla sina nollstéllen i Rez < 0; 1 detta fall dr villkor (ii) inte uppfyllt (#n mindre (i), (ii) och
(iil) samtidigt).

Om a andra sidan ps saknar reella nollstéllen, sa ges antalet nollstéllen N till pi Rez < 0 av
6], och fran detta samband far vi olikheterna

1) (2)
2N <d+s—-0<d+d—-0=2d.
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Eftersom agg = 1 > 0 ser vi att likhet i olikhet (1) rader precis da alla agp > 0 och varannan
d &r jamn, varannan udda. Vidare, fran divisionsalgoritmen foljer att gradtalen dy,...,ds for
polynomen py, ..., ps ir stringt avtagande, och didrmed att s < dy = d, d.v.s. olikhet (2), och
likhet rader hir precis da gradtalen dj, faller med ett i varje steg och pg dr en konstant # 0 (sa
att ds = 0). Sammantaget ser vi darfor att N = d precis da (i), (ii) och (iii) géller samtidigt. M

6.26. Exempel. Vi dterviinder till polynomet p(z) = 2% + 62% + 1522 + 182 + 11 i Exempel .20}
diir fick vi pg = y* — 1592 + 11, p1 = 63> — 18y, po = 12y% — 11, p3 = 25y/2 och py = 11. Vi ser att
alla krav i Foljdsats ar uppfyllda, och alltsa finns alla nollstéillen till p i vinstra halvplanet
Rez < 0. A

6.27. Anmirkning. I litteraturen &r p oftast ett reellt polynom. Da &r den ena av py och py
jdmn och den andra udda, och divisionsalgoritmen ger oss pg, p2, p4, . .. som dr av det ena slaget
och p1,ps, ps, ... som ar av det andra slaget. Vi kan darfor skriva vara polynom py i formen

—k—2 —k—4
d—k d—k—4 4

pk(y) = akoyd_k+ak2y +ak4y cey k= Oa"'asa

dér agp = 1. Lat dessa koefficienter for py och p; utgora de tva Gversta raderna i en matris (om
po dr jimn och p; udda fyller vi ut raden f6r p; med en avslutande nolla) och fyll sedan pa med
rader for 6vriga polynom, vilkas koefficienter ges av determinantformeln

1

Ak+1,0

ak,0 Ak, 1+2
k41,0  Qk41,142

k42,1 = , k=0,1,...,d—2, 1=0,2,4,...;

de element som forekommer i denna formel dr inramade i matrisen nedan:

cee Gkt |Gk i42

Denna algoritm fungerar hela véigen — i meningen att elementen i matrisens férsta kolonn samtliga

ar skilda fran noll — precis da gradtalen faller med ett i varje steg och s = d. Enligt Foljdsats

finns alla nollstéllen i vanstra halvplanet Re z < 0 precis da alla dessa element &r positiva.
Metoden ovan tillimpad pa polynomet i Exempel ger matrisen

1 —15 11
6 —18 0
12 -11 0

25/2 0 0
11 0 0

Eftersom alla element i forsta kolonnen &r positiva finns alla nollstéllen i vénstra halvplanet. A

* OVNINGAR

* 6.10 Bestédm foljden av reella polynom py, ..., ps som hor till polynomet p enligt divisionsalgo-
ritmen ([G3)), avgor om foljden &r en Sturmkedja, och bestédm antalet nollstéllen som p har
i véinstra halvplanet Re z < 0 och pa imagindraxeln Re z = 0, om p(z) &r
(a) 234+ 22 -1 (b) 2° +322 +62+2 (c) 2° + 21 4+ 1023 + 1022 + 252 + 25
(d) 274225 +32° + 224 + 423+ 22+ 52+ 6 (e) 2+ (1+i)2+(2—4)22 +32—1i
(£) 254+ (244)2* + (=1 +20)23 + (=5 + 20)22 + (=3 — i)z + (2 — 2i)
(g) 26+ 225 + (=3 +3i)23 + (=14 4i)22 + (1 +4)z + (=2 — 24)
(h) 28 + 27 4+ (=1 — 26)2% — 2i2* +i23 + 3i2? — i
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6.4 *Schur-Cohns metod

Ett viktigt problem i tidsdiskret reglerteknik &r att avgdra om ett givet polynom p saknar nollstéllen
i den slutna enhetsskivan |z| < 1. Vi ska hér presentera en forhallandevis enkel metod som loser
detta problem.

Lat P, sta for (det komplexa vektorrummet av) alla polynom av grad hégst n, dir n € N. Om
p € P, kan vi alltsa skriva

p(z) =co+crz+...+cn 12"t Fep2”, coy...,cn €C. (6.5)

(I reglerteknik &r koefficienterna vanligen reella, men lika lite som f6r Routh-Hurwitz metod utgor
det nagon stérre komplikation att tillata allméinna komplexa koefficienter.)

6.28. Hjidlpsats. Lat p € P, for nagot n > 1 vara givet av ([G.H). Da géller foljande implikationer:
leol > |e1] + - + |enl = p(z) # 0 for alla z med |2] <1 = leol > |enl.

Bevis. Antag att |co| > |ci] + ... 4 |cn|. Om |z| < 1 far vi i sa fall att ez + ... + ¢p2"| <
lerz]+ ...+ |enz™| < e +. ..+ |en| < eol, varfor |p(2)] > |co| = lc1z+. ..+ ¢p2™| > 0, och déirmed
dr p(z) # 0 for dessa z.

Antag att p(z) # 0 for alla z med |z| < 1. Da ér speciellt ¢ = p(0) # 0, och vi far tva fall:
(i) Om ¢, = 0 sa &r trivialt |co| > |c,| och vi dr klara. (ii) Om ¢, # 0 sa dr gradp = n och

p(z) =cn(z—21) ... (2 — zp), dir z1,..., 2, ér polynomets nollstillen. Men da &r ¢y = p(0) =
cn(=21) ... (—zn), och eftersom |z;| > 1 for k =1,...,n och n > 1 foljer det att |co| > |c,| dven
i detta fall. ]

Nér n > 2 finns det naturligtvis manga polynom p som uppfyller det nédvéandiga villkoret
lco| > |en| men inte det tillréickliga villkoret |co| > |e1| + ... + |cn| for att p ska sakna nollstéllen i
|z| < 1. For att komma at dessa visar det sig anviindbart att infora det s.k. reciproka polynomet
R.p € Py, till p i ([65) enligt

(Rap)(2) = 2" - p(1/2) = Gn 4+ Cn12+ ... +E12" 1 + 2™

Pa enhetscirkeln T, dér ju 1/Z = z, har R,,p samma belopp som p, ty

[(Rnp)(2)] = |2" -p(l/»?)‘ =lp(z)l, =1 (6.6)

Idén &r att konstruera en linjirkombination av p och R,p som saknar z"-term, och diarmed ga
fran det storre rummet P, till det mindre rummet P,,_1, och darfor definierar vi den s.k. Schur-
transformen S,,p € P,_1 av p enligt

n—1
(Snp)(2) = Gop(2) = ca(Rup)(2) = > _(Cock — enlni)2*,  n>1.
k=0
Fran (G.6) far vi att varje nollstille till p pa T ocksa dr nollstélle till R,,p och dirfor ocksa till Sy, p;
dessutom #r (S,p)(0) = |co|?> — |en|* € R.
Vi bildar nu en foljd av polynom pg,pi,...,p, som tillhér allt mindre rum (px € Pp—_p)
utgaende fran p € P,: Forst sétter vi pg = p, och sedan successivt p1 = Snpo, P2 = Sn—_1P1s - - -,
Pn = S1pn_1; det sista polynomet p,, tillhor alltsa Py och dr darfor konstant.

6.29. Exempel. Lat p = 3 + iz — 222 4 23, dir alltsa p € Ps. Konstruktionen ovan ger py = p,
Rspo =1 — 2z — iz% 4+ 323, och ddrmed successivt

p1=S3po =303 +iz—222 +2°) —1(1 — 22 — 2> +32%) =8 + (2 + 3i)2 + (=6 + i)2%;

pa = Sap1 =8(8+ (2+ 3i)z + (=6 +14)2%) — (=6 +14) ((—6 — i) + (2 — 3i)z + 827)
=27+ (25 + 4i)z;

p3 = Sips = 27(27 + (25 + 4i)z) — (25 + 4i)((25 — 44) + 27z) = 88.
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6.30. Sats (Schur-Cohns kriterium). Antag att pgp = p € P, for nagot n > 1, och
lat p1 = Sppo, P2 = Sn—1P1, -+, Pn1 = Sapn—_2, och slutligen p, = Sip,_1. Da saknar
polynomet p nollstéillen i den slutna enhetsskivan |z| < 1 om och endast om pg(0) > 0 for
k=1,....n.

Bevis. Vi visar forst foljande pastaende: Om k € {0,...,n — 1}, pi saknar nollstillen pa T och
pr+1(0) > 0, sa har p, och pr11 lika manga nollstéllen i |z| < 1. Lat ndmligen pi(2) = v0 + 712 +
e Yn—k2" " DA Ar pry1 = YoPk — Yn—k Ru—kPk, och speciellt dr pp11(0) = [v0|? — |yn—i|?, sé
[v0| > |¥n—k|- Men detta innebér enligt ([G.6), eftersom py, # 0 pa T, att |Jopk(2)| > |[Yn—kpr(2)| =
[Yn—kRn—kpr(z)] for alla z € T, sa enligt Rouchés sats (Foljdsats [EI0) har pi41 lika manga
nollstéllen i |z| < 1 som py.

Antag nu att py saknar nollstéllen i |z| < 1. Enligt Hjdlpsats [6.28 dr da |co| > |c, | och ddrmed
ar p1(0) = (Spupo)(0) = |co]® — |enl® > 0. Eftersom pg saknar nollstéllen pa T ger resonemanget i
forsta stycket att p; har lika manga nollstéllen i |z| < 1 som pg, alltsa inga alls. Om n > 2 kan vi
dérfor upprepa resonemanget med py € P, i stéllet for py och fa att p2(0) > 0 o.s.v., och efter
andligt manga steg far vi slutligen dven att p,(0) > 0.

Antag omvént att pg(0) > 0 for kK = 1,...,n. Da har p,, som ir en konstant, inga nollstéllen
i|z| <1, och diirfor inte heller pa T. Eftersom p,, = S1p,—1 saknar ocksa p,_1 nollstéillen pa T,
och enligt forsta stycket har p, 1 dérfor lika manga nollstéllen i |z| < 1 som p,, alltsa inga alls.
Vi kan upprepa argumentet med p,_1 € P; i stillet for p, och fa att p,_o saknar nollstéllen i
|z| <1, och efter dndligt manga steg far vi slutligen att py saknar nollstéllen i |z| < 1. [ |

6.31. Exempel. En direkt tillimpning av satsen pa polynomet i Exempel ger alltsa att det
polynomet saknar nollstéllen i |z| < 1 eftersom pg(0) > 0 for k = 1,2, 3. A

6.32. Anmirkning (Om vérdet pa n). Vi kriver inte att polynomet p € P, verkligen har
grad n, alltsa att ¢, # 0, néir vi konstruerar foljden pg, p1, ..., pn, dven om det #r naturligt att
gora det. Polynomet p i Exempel [6.29] ligger ocksa i Py, t.ex., och med n = 4 far vi i stéllet f6ljden
Do, P1, P2, P3, P4, dér po = p € P4 och p1 = Sypo = 3po € Ps3, medan pe, ps, py ér positiva multipler
av polynomen p1, pa, p3 1 Exempel [£29] sa pi(0) > 0 for k =1,2,3,4. A

6.33. Anmérkning. Det finns dven en nagorlunda enkel metod att bestimma antalet nollstéllen
som p har i|z| < 1, och den fungerar ifall p(0) # 0 fér k = 1,...,n, se t.ex. Peter Henrici, Applied
and computational complex analysis, Volume 1: Power series—integration—conformal mapping—
location of zeros, Wiley (1974). Dessviirre kan py(0) vara 0 fér nagot k diven om p saknar nollstéillen
pa T; exempelvis ir detta fallet for p(z) = (24+1/2)(2+2) = 1+52/2+ 22 som ger p1(0) = 0. Detta
ar en skillnad gentemot Routh-Hurwitz metod, som ju alltid fungerar ifall det givna polynomet
saknar nollstéillen pa imaginidraxeln. A

+* OVNINGAR

* 6.11 Bestdm foljden av komplexa polynom pi,...,p, som hor till polynomet p enligt Schur-
Cohns metod, och avgor ifall p saknar nollstéllen i |z| < 1, om p(z) &r
(a) 3—z+ 22+ 23 4 2* (b) 2i + (1 +i)z —iz? + 23
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7 Mobiusavbildningar m.m.

Vi paminner om att en funktion h &r harmonisk om Ah = hj, + hy, = 0, och att real- och
imagindrdelarna av analytiska funktioner dr harmoniska, se Sats pa s. Manga fysikaliska
storheter dr harmoniska, t.ex. temperaturen 7' vid stationér temperaturférdelning och den elek-
trostatiska potentialen V', och man vill darfor ofta hitta harmoniska funktioner i olika omraden €2
och med bestdmda randvérden.

7.1. Exempel (Harmoniska funktioner i tre standardsituationer). I nedanstiende tre
enkla (skuggade) omraden anges begrinsade harmoniska funktioner h med viirde 0 respektive 1
pa olika delar av randen.

(a) Remsan 0 < Rew <1 (b) Ovre halvplanet Imw > 0 (c) Cirkelringen 1 < |w| < R

v AS AY

jen] — /\ v ‘W& :

| Il :

= <= : ) >U
of : u R

h=1 ‘0 h=0 :
h=Rew h = (Argw)/m h=(ln|w|)/(InR)

Att de tva forsta funktionerna dr harmoniska foljer av att w och Log w &r analytiska i respektive
omrade och att Argw = Im(Logw). Vidare, In|w| = Re(lggu) for wvarje gren till logw, och
eftersom det #r en lokal egenskap att vara harmonisk f6ljer det att In|w| &r harmonisk, t.ex.
genom att dela upp ringen i flera delar och vilja olika grenar till logw i dessa delar; alternativt
kan man naturligtvis genom direkt utrikning visa att b/ + k!’ = 0, jfr Ovning pas.[I1

Om h ar harmonisk sa ar &ven Ah + B harmonisk ndr A och B dr konstanter. Det &r darfor
en smal sak att hitta harmoniska funktioner med andra konstanta randvirden i ovanstéaende sit-
uationer, se Ovning [1l A

Det ar naturligtvis séllan man har sa enkla omraden som i exemplet ovan. Ofta kan man dock
avbilda ett besvirligare omrade () pa ett enklare, t.ex. pa nagot av de tre ovannimnda, med hjilp
av en analytisk funktion f. Att detta dr anvindbart nér det géller att hitta harmoniska funktioner
beror pa foljande sats:

7.2. Sats (Harmonicitet bevaras vid analytisk avbildning). Om w = f(z) dr analytisk
och h(w) = h(u,v) dr harmonisk, sa dr sammansittningen ¥ (z,y) = h(f(z)) harmonisk.

Bevisskiss. Vanliga reella kedjeregeln tillimpad pa v (z,y) = h(u(z,y),v(x,y)) ger, efter en del
arbete, A = hll |Vu|*+2h! Vu-Vo+h!, |Vo|?>+h), Au+hl Av. Att f = u+iv dr analytisk medfor
att Au = 0= Av, att Vu - Vv = 0 (se Proposition [[30 pa s. [4) och att |Vu|? = |f|> = |Vv|?,
s&a Ay = (b, + h!’)|f'|? = 0, dir den sista likheten féljer av att h &r harmonisk.

(Se Ovning [C22A for ett alternativt bevis.) |

En typisk tillampning av detta kommer vi att se i Exempel pa s. [[66] déar vi loser ett
elektrostatiskt problem i ett omrade 2 mellan tva cirklar genom att avbilda £ pa en cirkelring.

Vi ska i detta kapitel forst se lite ndrmare pa allménna analytiska avbildningar, for att sedan
koncentrera oss pa en viktig grupp av sadana avbildningar, nimligen s.k. Mobiusavbildningar.
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+ OVNINGAR

* 7.1 Ange harmoniska funktioner i de tre omradena i Exempel [[.I] men éndra randvirdena till
Cy och (1 i stéllet for 0 respektive 1.

* 7.2 Genomfor alla detaljer i beviset av Sats

7.1 Allmint om konforma avbildningar

Lat z(t) vara en Cl-kurva med 2z(0) = zp och 2’(0) # 0; 2/(0) dr da en tangentvektor till den givna
kurvan i punkten zo. Om f dr analytisk i zg och f/(zg) # 0, sa ger kedjeregeln for w(t) = f(z(t))
att w'(0) = f'(20)2'(0) # 0, och w’(0) &r i sin tur en tangentvektor till kurvan w(t) i punkten
w(0) = wo = f(z0). Om 1y &r ett av vérdena pa arg f’(zo) &r ddrmed

argw’(0) = o + arg 2’(0). (7.1)

f vrider alltsa tangentvektorn vinkeln g, och denna
vridningsvinkel ar oberoende av sjdlva tangentvek-
torn. Om vi har tva kurvor z1 () och z3(t) genom =z,
dér riktningen for 21 (0) 6vergar i riktningen for z4(0)
vid en vridning vinkeln «, sa ser vi att samma vrid-
ning — till storlek och orientering — 6verfor riktningen
for w} (0) till riktningen for w}(0).

f bevarar alltsa skirningsvinklar mellan kurvor genom z till storlek och orientering, och en
avbildning med denna egenskap ségs vara konform i zp; tydligen dr en analytisk funktion konform
i 2o om f'(20) # 0. (For ett bevis som bygger pa funktionalmatrisen, se Ovning [L38 pa s. [7 For
en omvindning, se Ovning [L4T] pa s. I8)

Om déremot f’(zp) = 0 sa blir situationen en annan.
Ett enkelt men representativt exempel édr f(z) = 2™ for

ett heltal m > 2 i punkten zo = 0. T detta fall avbildas : 7N ma
Q

stralen z = re'?, r > 0, 0 fixt, pa stralen w = r™e?™?,
r > 0, och vi inser att skérningsvinklar i 0 bevaras till ( 0
orientering, men att de m-faldigas.

Vad som hénder allmént bestdms av vilken derivata som ér den forsta som &r nollskild:

7.3. Sats (Vinkelférindring vid analytisk avbildning). Antag att f dr analytisk i 2.
Om f'(z9) # 0, sa bevarar f skiirningsvinklar mellan kurvor genom z( till storlek och
orientering (f &r konform).
Om déremot f'(20) = f"(20) = ... = f™ V(z) = 0 men f™)(zy) # 0 for nagot heltal
m > 2, sa m-faldigas sadana skdrningsvinklar medan orienteringen bevaras.

Bevis. Lat f(") m > 1, vara den forsta av [/, f”,... som #r # 0 i zo. Taylorutveckling av f ger
att
(m) (4 (m) (5
1) - ) = L om0 =20 = (21 4 0 - 20)) o -0
sa

arg(f(z) - f(ZO)) = arg (f(m)(zo) +0(z — zo)) + marg(z — zp).

Eftersom arg(z(t) — z0) — ¢. och arg(f(2(t)) — f(20)) = arg(w(t) — wp) — ¢ da t — 0T, dér ¢,
och ¢, dr riktningsvinklarna for tangentvektorerna till kurvorna z(t) respektive w(t) i t = 0, ser
vi dérfor att ¢y, = arg(f™ (20)) + me., vilket ér motsvarigheten till sambandet () ovan i detta,
allméinna fall. Avbildningen f m-faldigar alltsa vinkeln och vrider den sedan ytterligare vinkeln
arg(f(™)(z)), som dr oberoende av kurvan z(t), och pastaendet i satsen foljer. [ |
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7.4. Exempel (Exponentialfunktionen: remsa pa halvplan). w = f(z) = e* ér konform i
hela C eftersom f/(z) = e* # 0 6verallt i C.

Vidare, som i Avsnitt ZIlser vi att e* = e®e'¥ gor att A B A
linjer x = a avbildas pa cirklar |w| = e (oéndligt manga i w=e :
varv), medan linjer y = b avbildas pa stralar w = pe®, = %
p > 0. Speciellt avbildas remsan 0 < Im z < 7 konformt —Oﬁ —.——09
pa 6vre halvplanet Imw > 0. 0 -1 1

7.5. Exempel (Potensfunktioner: sektor pa halvplan). Fixera «, 0 < o < 27, och lat f
vara en gren till den flerviirda funktionen 2™/ = e(7/@)logz — | y|7/agi(m/a)arg 2 qsr vi har klippt
upp planet nagonstans utanfor sektorn 0 < 6 < «; i det uppklippta planet ér f konform. (Om
a = 7/m for nagot positivt heltal m dr f(z) = 2™, och inget grenval behivs.)

Om vi viljer den logaritmgren som ér reell pa pos-
itiva realaxeln blir

f(z) = 2m/a = |o|"/eeim/P,

och stralar 0 = 6y, diar 0 < 6y < «, avbildas pa stralar
0 = (/a)fy i w-planet, och ddrmed avbildas det inre
av sektorn konformt pa évre halvplanet. A

7.6. Exempel (*Sinusfunktionen: halvremsa pa halvplan). w = f(z) = sin z dr konform i

hela C utom dér f/(z) = cosz = 0, d.v.s. utom dér z = 7/2+nm, n € Z. I dessa undantagspunkter

fordubblas skdrningsvinklar eftersom dessutom f”(7/2 + nw) = —sin(7/2 + nw) = £1 # 0.
Vidare, att sin z = sinx coshy + 7 cos  sinh y gor att

strickan y = b, |z| < 7/2, for b > 0 avbildas pa halv- A w = sin z A
ellipsen (u/coshb)? + (v/sinhb)? = 1, v > 0, medan den : N :
for b = 0 avbildas pa intervallet —1 < v < 1, v =0. . L = | _ - . -
Speciellt avbildas halvremsan |Rez| < 7/2, Imz > 0, 77r/2. /2 -1 1
konformt pa 6vre halvplanet Imw > 0.

Se ocksa Exempel pa s. A

7.7. Anmirkning (*Riemanns avbildningssats). I ovanstaende exempel har vi avbildat nagra
olika omraden i C konformt pa 6vre halvplanet. Man kan visa att om € &r ett enkelt sam-
manhingande omrade i C (for definition, se Anmérkning B3] pa s. B4) som inte ér hela C, sa
finns det en funktion f som &r analytisk i 2 och som avbildar 2 omvéndbart entydigt och kon-
formt pa 6vre halvplanet Imw > 0. Beviset av detta resultat ligger dock utanfor ramen f6r denna
text.

I kursen TATA78 Komplex analys fk tas bl.a. s.k. Schwarz-Christoffelavbildningar upp, dér
man avbildar évre halvplanet pa polygoner m.m. (se Kapitel [@). A

+ OVNINGAR

* 7.3 Bestdm alla punkter dér f inte &dr konform, och ange hur f avbildar skdrningsvinklar dér,
om (a) f(z) =cosz (b) f(z) =5z% — 8i2®

7.2 Nagot om Riemannsfiren

Lat S? vara enhetssfiaren {(&,7,¢) € R? : €2+ n? + (2 = 1}. Vi identifierar det komplexa talet
z = x + iy med punkten (x,y,0) i sfirens ekvatorsplan ¢ = 0. Stralen som utgar fran sfirens
nordpol N = (0,0, 1) och passerar z € C skiir sfiren i precis en punkt som vi betecknar med P(z), se
figur nedan. Pa detta sitt avbildar P det komplexa planet C omvindbart entydigt pa S?\{N}, och
speciellt avbildas enhetscirkeln |z| = 1 pa ekvatorn och enhetsskivan |z| < 1 pa sédra halvsfiren;
t.ex. dir P(0) = (0,0, —1), sydpolen. Enkel geometri ger att
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P2) 2Rez 2Imz [z)> -1
z) =
2P+ 17 2P+ 17 |22 +1

med invers

_&+in
-1

som ér en variant av stereografisk projektion.

Nordpolen N ér alltsa inte bild av nagon punkt i C, men diremot giller det att P(z) — N om
och endast om |z| = 400. Vi infér dérfér en ny punkt, (den komplexa) oéndlighetspunkten,
som vi betecknar med oo och som inte ligger i C, och definierar det utvidgade komplexa
talplanet

P71 (&n,Q)

P(z)"

C =Cu{oo}.

Vidare definierar vi P(00) = (0,0,1) och later z — oo i C betyda att |z| — +o0; med dessa tilligg
blir P: C — S2 och P~1: 82 » C kontinuerliga.

Vi ténker oss C ibland som det komplexa planet med en extra punkt oo, ibland som en-
hetssfiren S? (via P); sfiren kallas i detta sammanhang fér Riemannsfiiren.

Om f(z) &r definierat for alla z € C med |z| tillréckligt stort (d.v.s. néra oo) kan vi definiera
f(oo) = lim, o f(2), forutsatt att detta grinsvirde existerar som ett komplext tal. Vidare, om
f &r definierad niira ¢ € C kan vi definiera f(¢) = oo om |f(z)| = 400 da z — ¢, bade di ¢ € C
och da ¢ = co. Med dessa utvidgade definitioner blir f kontinuerlig i dessa punkter.

7.8. Exempel (Inversion). Lat f(z) = 1/z da z € C* = C\ {0}. Vi ser att |f(z)] — +oo da
z — 0, och vi sétter dirfor f(0) = co. Vidare ser vi att f(z) — 0 da z — oo, d.v.s. da |z] — 400,
och vi siitter dirfor f(oo) = 0. Med dessa utvidgningar blir f : C — C kontinuerlig. A

7.9. Exempel (Konjugering). Lat f(z) = z da z € C. Eftersom |f(z)| = |z] = |2] — +0o0
da z — oo sitter vi f(oc0) = oo, vilket kan skrivas 30 = oco; komplexkonjugering blir med denna
utvidgning en kontinuerlig operation pa C. A

7.10. Exempel. Lat f(z) = e*, z € C. Eftersom |f(z)| = e, som saknar grinsviirde — dndligt
eller odndligt — da z — oo, kan vi inte definiera f(oc) sa att f blir kontinuerlig i oc. A

7.11. Anmirkning (¥*Egenskaper i co). Man séiger att en funktion f (i) dr analytisk; (ii) har
nollstéille av multiplicitet m; (iii) har pol av ordning m; respektive (iv) har vésentlig singularitet
i 2 = 0o om funktionen g(z) = f(1/z) har motsvarande egenskap i z = 0. Exempelvis har 1/22
dubbelt nollstille i z = oo eftersom 1/(1/2)? = z? har dubbelt nollstille i z = 0; ett polynom
p(z) = 2"+ ...+ ¢ av grad n har pol av ordning n i z = oo ty p(1/2) = (1 + ...+ ¢pz™)/z" har
pol av ordning n i z = 0; och e* har visentlig singularitet i z = oo ty e'/* = 3°°7 ' 1/(nlz") har
visentlig singularitet i z = 0. (Komplex analys i C studeras i TATA78 Komplex analys tk.) A

7.3 Mobiusavbildningar — inledning

Lat Th
az
T(z)=—,
(2) cz+d
kravet ad — be # 0 sékerstiller att T inte &r en konstant funktion, se omskrivningen (73] i beviset
av Sats [.12 nedan. Vi uppfattar 7' som en avbildning fran C till C genom att sétta

dér a,b,c,d € C och ad—bc#0; (7.2)

T(00) = o0, om ¢ =0,
T(c0) =a/c och T(—d/c) =00, om c#0;

med dessa tilligg ar T : C—cC kontinuerlig. Avbildningar av denna typ kallar vi Mobius-
avbildningar (eller Mébius, kort och gott).
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Eftersom T"(z) = (ad — bc)/(cz +d)? # 0 néir 2z # —d/c och z # oo &r T konform déir (och, kan
man visa, dven i undantagspunkterna nér vi uppfattar 7' som en avbildning pa Riemannsféiren).

7.12. Sats (Elementira egenskaper hos Mébiusavbildningar).
(a) Om S och T &r Mobius, sa dr sammanséittningen S o 7' Mébius.
(b) Om T &r Mbbius, si existerar inversa avbildningen 7!, och den &r ocksa M&bius.

(c) Varje Mobiusavbildning dr en sammansittning av dndligt manga av foljande ele-
mentédra Mobiusavbildningar:

1. Translation z — z + 2 for fixt zg € C
2. Skalning/vridning z + oz = |o|e?®87 2 for fixt 0 € C* = C \ {0}
3. Inversion z — 1/z

(d) Om (21, 22, z3) och (w1, ws, ws) ir tva uppsittningar av tre olika punkter i C, s finns
det precis en Mobiusavbildning T sadan att T'(zx) = wg, k = 1,2, 3.

For att bevisa del (d) behover vi foljande hjilpsats:
7.13. Hjilpsats.

(i) Om T &r Mdbius och T'(0) = 0, T(1) = 1 och T'(c0) = oo, s& &r T'(z) = z for alla z € C;
m.a.o. r T = I, identitetsavbildningen.

(i) Om (21, 22,23) &r en uppsittning av tre olika punkter i C, sa finns det en Mébius-
avbildning 7' = T(;, ., .,) sadan att T'(z1) =0, T'(22) = 1 och T'(z3) = oc.

Bevis. For att bevisa () antar vi att T'(z) = (az +b)/(cz + d) dr en Mdbius for vilken T'(0) = 0,
T(1) =1 och T(00) = co. Att T(00) = oo medfor att ¢ = 0, och dédrmed att a # 0 och d # 0.
Vidare, att T(0) = 0 medfor nu att b = 0, sa T'(z) = az/d. Slutligen, att T(1) = 1 medfor att
a=d,saT(z) =z for alla z € C.

Beviset av () bestar helt enkelt i att skriva ner en konkret avbildning T' = T, ., ..):
1 2=z
(20 — 23) - om z; = 00; 1- om 2z = 00;
T (Z) o Z— Z3 Z— Z3
(#1,72,23) 1 zZ—2z Z2—23 Z—Z21 L. . .
. om z3 = 00; — . —— for ovrigt.
29 — 21 1 2 — 21 Z— 23

Bevis av Sats [T.12l (@) foljer av att enkla (matris)rikningar ger att

az+b _aC+p _ Az+B .. (A B\ [(a B\ (fa b
CEL SO =2 = swe) =g, (4 )= (2 2) (¢ )

och AD — BC = (ad — f7)(ad — be) # 0, enligt produktsatsen for determinanter.
[@) bevisar vi genom att visa att T~ !(w) = (dw — b)/(—cw + a); denna &r Mébius eftersom
da — (—b)(—c¢) = ad — be # 0, och enkla rikningar ger att T(T~!(w)) = w och T~YT(2)) = z.
@) foljer av att vi kan skriva

T(z) =

N
S
+

b
_>7 6:05
a
(7.3)
d—>b 1
701 C 07&0,

2 z+dfc

az+b7
cz+d

ole ale
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som, i bada fallen, dr en sammanséttning av dndligt manga av de uppriknade elementéra Mobius-
avbildningarna; se Ovning [ for detaljer.

For att bevisa (d)) tar vi Mobiusavbildningar Ty = T\, ., »,) 0¢h T2 = T{(4, w,,ws) S0m avbildar
(21, 22, z3) respektive (wy,ws,w3) pa (0,1,00); sadana finns enligt Hjdlpsats ). Satt T =
T, ' oTy. Da dr T Mobius enligt (B) och (@), och den avbildar (21,22, 23) pa (wi,wa,ws), s
existensen dr klar. Om nu S ér en godtycklig Mobius som avbildar (z1, 22, 23) pa (wy, we, ws), sa
ar Ty o SoT; " en Mabius som avbildar (0,1,00) pa (0,1,00), sa Tho SoT; ! = I enligt Hjilpsats
@), varfor S =Ty ' o Ty =T, sa entydigheten #r klar. [ ]

Beviset ger ett enkelt séitt att bestdimma den Moébius w = T'(z) som avbildar (z1, 29, 23) pa
(w1, wa, w3): Lat, som i beviset, T\, ., -,y 0¢h Ty, ws,wy) avbilda (21, 22, 23) respektive (wq, wa, w3)
pa (0,1, 00). Eftersom w = T(z) = T ! (T(zl,zQ,Z3)(Z)) ges det sokta sambandet av att

(wl ;W2 771)3)

‘T(wl,wmwz)(w) = T(Zl,ZmZg)(Z)- ‘

7.14. Exempel. Vi bestammer de Mobiusavbildningar som avbildar  (a) (—2,4,3) pa (1,0,2)
och (b) 21 =2, 20 =2+ och z3 = 00 pa i tur och ordning wy; = 0, wy =1 och ws = —1.
I (a) gor vi ansatsen
w—1 z+42
s sz_4, kE #0.
Hér dr de bada leden némligen 0 da z = —2 och w = 1, och oo da z = 4 och w = 0. Vi bestdmmer
sedan konstanten k sa att de blir lika dven da z = 3 och w = 2, alltsa sa att (2 —1)/(2—0) =
k(3+42)/(3—4), vilket ger att k = —1/10. Loser vi sedan ut w far vi att w = (102 —40)/(11z —38).
For att 16sa (b) observerar vi att det ofta ér en bra idé att i ansatsen anviinda sig av punkter
som &r 0 eller co, och i detta fall utnyttjar vi déarfor att z =2 +— w =0 och z = co — w = —1.

Ansatsen blir
w—0 2= 2

wH+1 17 k#0.
Lagg speciellt mérke till att hogerledet dr oo da z = oo. Konstanten k bestdms av det tredje
och aterstaende punktparet, z = 2 4+ i +— w = 1, och vi far att k& = —i/2 och till sist att
w=(2—-2)/(2+2i—2z). A

+* OVNINGAR

* 7.4 Anvénd omskrivningen i (T3) for att uttrycka Mobiusavbildningen dér som en sam-
manséttning av de elementéra Mobiusavbildningarna i Sats [[.12] (@).

* 7.5 Bestdm en Mobiusavbildning w(z) for vilken z — w enligt
(a) =1+— 0,1+ —1,2+— —3 (b) (0,1,00) — (1,0, 00) (¢) (1,00, —1) = (00,2,1)

(d) 21 =4, 20=0, 23 = =1 +— w1 = —i, wy = 0, w3 = 0

7.4 Mobiusavbildningar och C-cirklar

Med en C-cirkel I' menar vi en vanlig cirkel C' i komplexa planet C, eller en vanlig linje L i C
tillsammans med den komplexa odndlighetspunkten co. Man kan visa att C-cirklarna #r precis de
méngder i C som svarar mot cirklar pa Riemannsfiren under avbildningen P i Avsnitt
Nér vi talar om linjer eller om omraden av typen |z—c¢| > r i samband med Mébiusavbildningar
ar det underforstatt att oo ingar i linjen respektive i omradet om inget annat sigs.
Mobiusavbildningar och C-cirklar trivs ihop, som vi nu ska se. Forst en enkel observation:

7.15. Proposition (@-cirklar bestims av tre punkter). Om z1, 29, 23 r tre olika punkter
i C, sa finns det precis en C-cirkel I" som gar genom alla tre.
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Bevis. Om oo ar en av punkterna numrerar vi
om sa att zz = oo, om noédvindigt.

Det finns precis en linje som gar genom z;
och z9, och om z3 = 0o sa gar denna linje &ven
genom z3. Om z3 # oo drar vi mittpunktsnor-

malerna till strickorna [z1, z2] och [z2, 23], och om T
de dr parallella (d.v.s. tangerar varandra i co) gar —21'—22‘—
det precis en linje genom 21, 29, 23 medan om de

(23 = 00)

skér varandra i en punkt ¢ € C sa ér ¢ medelpunkt
i en entydigt bestdmd cirkel genom 21, 29,23. W

7.16. Sats (@-cirklar bevaras under Moébiusavbildningar). Om 7 &r en Mobius-
avbildning, sa ar I', en C-cirkel om och endast om I, &r en @—cirkel, dar T, = T(T,),
bilden av I', under avbildningen 7.

Vidare, om T, &r en C-cirkel med en given orientering och C-cirkeln I'y, = T(T".) ges den
drvda orienteringen, sa avbildas omradet till vanster om I', pa omradet till vanster om I,,.

Beviset av denna sats underldttas av foljande karakterisering av C-cirklar:

7.17. Hjdlpsats (Karakterisering av C-cirklar). Varje C-cirkel I" kan beskrivas med ekvatio-
nen

A(z® +y*) —2Bx —2Cy+ D=0 (7.4)

for nagra reella A, B,C, D som uppfyller olikheten B2 + C? > AD, dér dven punkten z = oo
inkluderas ifall A = 0. Omvént, varje miangd av denna typ dr en C-cirkel T

Bevis. Vi ser forst att om A # 0 sa ger en kvadratkomplettering att (Z4]) dr ekvivalent med att
(x — BJA)? + (y — CJA)? = (B*+ C? — AD) /A%

Om T &r en cirkel i C kan den skrivas |z — ¢| = r for ¢ € C och r > 0, och vi kan ta A = 1,
B =Rec, C =Imcoch D = |c|*> — 7% da dr B>+ C? — AD =72 > 0. Om I' \ {co} &r en linje
i C kan den skrivas ax + by = d for nagra reella a, b, d diar a och b ej bada &r noll, och vi kan ta
A=0,B=a/2,C=0b/20ch D=d;daér B>+ C? — AD = (a/2)? + (b/2)? > 0 eftersom inte
bade a och b dr noll.

Antag omviint att vi har reella tal A, B,C, D som uppfyller olikheten B? + C? > AD. Om
A # 0 sa beskriver (T4) en cirkel |z — ¢/ =7 med ¢ = (B + iC)/A och r = VB2 + C? — AD/|A|.
Om A = 0 sa beskriver (Z4) en linje ax + by = d med a = 2B, b = 2C och d = D eftersom
B? +(C? > 0 och a och b diirfor inte kan vara noll samtidigt. [ |

Bevis av Sats Aven T~ #r en Mobiusavbildning, sa for forsta delen av satsen riicker det
att visa att I', &r en C-cirkel om I, &r en (@-cirkel7 eftersom omvéndningen sedan foljer av att
T, =T"YTy).

Enligt Sats @ &r T en sammanséttning av dndligt manga translationer, skalningar /vrid-
ningar och inversioner. De tva forstnidmnda avbildar trivialt cirklar pa cirklar och linjer pa linjer,
sa det riicker att visa pastaendet for inversionen T'(z) = 1/z. Lat T, beskrivas av A, B,C, D som
i Hjélpsats [[L.I7 Om vi som vanligt skriver w = u +iv och z = x + iy blir, for z € C* och w € C*,

1 _ U h _ v
w = ; ~ xr = m ocC Yy = —m

och dérmed

D(u? +v?) —2Bu+2Cv + A

u? + v?

s& speciellt dr A(2?+y?)—2Bx—2Cy+ D = 0 precis da D(u?+v?) —2Bu+2Cv+ A = 0. Eftersom
B?+4(—C)2—DA = B2+ C?— AD > 0 beskriver den senare likheten en C-cirkel i w-planet, enligt
Hjélpsats [[L17 med tilligget att 0 e T, & D=0 o0 el ochatt o el, © A=0&0€eT,.

A(z® +y*) — 2Bz —2Cy+ D =

3
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For andra delen av satsen later vi QU och Q! vara omradena till vinster respektive hoger
om I', i z-planet, och analogt definierar vi Q% och Q7 relativt T',,, med #rvd orientering, i w-
planet. Eftersom T #r injektiv och T(T,) = T, far vi att 7(Q2) C QY U QP som &r en union
av tva disjunkta omraden. Vidare, T' &r kontinuerlig och QY #r sammanhéingande, sa T'(QY) dr
sammanhéngande, och eftersom T(Q2Y) N QY # @ p.g.a. konformiteten maste T(2Y) C QY. Pa
samma siitt far man for 71 att T-1(QY) C QY, vilket medfor att QY C T(QY); alltsa dr T(QY)
v,

7.18. Foljdsats (C-cirkel pa C-cirkel, metod 1). Om I', och Ty, ér C-cirklar, (z1, 22, z3)
och (wy, ws, ws) dr tva uppséttningar av tre olika punkter pa respektive C-cirkel, och w = T'(z)
dr den Mobiusavbildning for vilken T'(z) = wg, k = 1,2, 3, sa dr T(I',) = Ty,.

=T(z) L'w .
20 N W3 Bevis. Eftersom T'(T',) ér en C-cirkel enligt Sats
1 wy och w1, ws, ws ddrmed ligger pa de bada C-cirklarna I,
wa och T(T',) ger Proposition [[. 15 att Ty, = T'(T',). [ |

z .
3wy, ws, ws €Iy, olika

21, 22, 23 € I';, olika

7.19. Exempel. Vi ska avbilda cirkeln C, : |z —i| = 2 pa cirkeln Cy, : |w + 1| = 3, utan nagra
ytterligare krav. Vi kan vilja tripplar pa respektive cirkel och anvinda Foljdsats [Z.I8 men dnnu
enklare nér vi inte har nagra extra krav ar att forst translatera cirkeln sa att centrum hamnar i
origo, sedan skala om den till ratt radie, och till sist flytta centrum till ratt plats — totalt tre steg:

5 = — 3s /2 w =(¢—-1 Sammantaget blir avbild-
ningen
s
w = (z—1) -1
2
~ 3z—(2+31)
=0
—i|=2 ||
¢l =3 jw+1]=3

A

Om vi kréaver att en, tva eller tre givna punkter pa I', ska avbildas pa en, tva respektive tre
givna punkter pa I',, samtidigt som T(T',) = T'y,, sa kan vi komplettera de givna punkterna till
tva tripplar (21, 22, 23) och (w1, ws,ws) pa respektive C-cirkel och utnyttja Foljdsats [[18

Om vi ddremot kriver att nagon punkt som inte ligger pa I', ska avbildas pa en speciell punkt,
som naturligtvis inte far ligga pa I',,, maste vi ddremot vara forsiktiga. Det visar sig att detta krav
medfor att en annan bestimd punkt som inte ligger pa I', maste avbildas pa en annan bestimd
punkt som inte ligger pa I',, vilket vi ska visa i avsnittet om spegelpunkter nedan.

+* OVNINGAR

* 7.6 Betrakta Mobiusavbildningen w(z) for vilken z — w enligt —i — —i, 1 — 4 och i — 1.
(a) Motivera varfoér den avbildar enhetscirkeln C, : |z| = 1 pa enhetscirkeln C,, : |w| = 1.
(b) T vilken riktning genomléps C,, nir C, genomléps moturs?
(c) Bestdm pa enklaste sétt bilden av |z| < 1.

7.5 Mobiusavbildningar, C-cirklar och spegelpunkter

Vi ska inledningsvis studera Modbiusavbildningar som kan skrivas med reella koefficienter:

az+b
T = R — .
(2) o a,b,e,d €R, ad— bc+#0;
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att T kan skrivas med reella koefficienter betyder inte att den maste det, eftersom trivialt

az+b  (Aa)z+ (D)
cz+d  (Ae)z+ (\d)’

A e Cr,

och (Aa)(Ad)—(Ab)(Ac) = A\?(ad—bc) # 0. Foljande egenskaper karakteriserar sidana avbildningar:

7.20. Proposition (Karakteriseringar av Mobiusavbildningar som kan skrivas med
reella koefficienter). Lat T vara en Mébiusavbildning. Da &r (a) < (b) < (c) < (d) dér

(a
(b

) T kan skrivas med reella koefficienter: T'(z) = (az+b)/(cz+d) for nagra a,b,c,d € R.
) T(2) = T(z) for alla z € C.
(c) T avbildar realaxeln R = R U {oco} pa sig sjiilv.

)

(d) T avbildar varje C-cirkel T', som skiir realaxeln vinkelréitt pa en C-cirkel T',, = T(I,)
som skér realaxeln vinkelratt.

For varje given Mobius T ér alltsa (a),(b),(c),(d) antingen alla sanna eller alla falska.

20e

- w = T'(z), kan skrivas T(20) = T(20)
realaxeln J " —— s realaxeln
N ! med reella koefficienter o
- - T .
20 L] Fz T(ZO)

Bevis. Vi bevisar implikationerna i ordningen (a) = (b) = (¢) = (d) = (¢) = (a).

o Antag (a). Da iir T(3) = (az+b)/(cz +d) ¥ (@24 5)/(cz+d) = (az + b)/(cz + d) = T(2).

e Antag (b). Vi vet att bilden av C-cirkeln realaxeln r en C-cirkel, enligt Sats Vidare,

om z = x, reellt, sa #r T = x och T'(z) = T(Z) © T(x), varfor T'(x) dr reellt; bilden maste

alltsa vara just realaxeln.

e Antag (¢). I'y, = T(T',) ér en C-cirkel, ater enligt Sats I8} och T ér konform, s& Ty, skiir
bilden av realaxeln, d.v.s. realaxeln enligt (c), vinkelrétt.

e For att visa att (d) = (c) antar vi att (c) &r falsk, d.v.s. att T inte avbildar realaxeln
pa realaxeln. T &r Mobius, sa bilden av C-cirkeln realaxeln ir i alla fall en C-cirkel, dock
inte realaxeln, sa det finns nagot zop € R sadant att T'(z9) € C\ R; notera att C \ R
dr en 6ppen méngd. Eftersom T &r kontinuerlig kommer bilden T',, i w-planet av cirkeln
[, : |z —xo| = 0, som ju skiir realaxeln i z-planet vinkelritt, att ligga i C\ R om § > 0
ar tillrackligt litet, och ddrmed skér inte I'y, realaxeln i w-planet 6ver huvud taget for
dessa ¢, varfor (d) dr falsk.

e Antag (c). Vi delar upp i tva fall:
* Om ¢ = 0 kan vi skriva T(z) = az + § fo6r nagot a € C* och nagot 8 € C, men
eftersom 7'(0) € R och T(1) € R foljer 8 € R och a + 8 € R, varfor «, 8 € R.
(

* Om ¢ # 0 kan vi skriva T'(z) = (az + 8)/(z + 0) for nagra «, 8,6 € C sadana att
ad — B # 0. Eftersom T'(0c0) = « foljer o € R och eftersom T(—§) = oo foljer 6 € R
(ty T &r injektiv). Slutligen, T(1 — §) = (1 — ) + 8 € R, varfor dven 5 € R.
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Vi ser speciellt att om z € C #r givet sa &r T ,3(20) = T,z (20) for alla Mobius Tj 5 som

avbildar realaxeln R pa sig sjilv, och zy &r dessutom den enda punkten med denna egenskap;
geometriska spegelpunkter m.a.p. realaxeln bevaras saledes av sadana Mobius. Vi generaliserar:

7.21. Proposition. Lat I' vara en C-cirkel och 14t 2o € C. DA finns det precis en punkt
z5 € C sadan att

TF%R(’ZS) = TF%R(’ZO)

for alla Mobiusavbildningar T1._,» som avbildar I' pa realaxeln RR.
Speciellt ar

N {20 om I' &r realaxeln R,
ZO =

1/Zp om T dr enhetscirkeln |z| = 1.

7.22. Definition (Spegelpunkt). Den entydigt bestdmda punkten z§ i Proposition [[.21]
ségs vara spegelpunkt till zp m.a.p. I'.

Eftersom trivialt &ven T7._, 5 (20) = T_ 3 (2g) foljer att zo dr spegelpunkt till 25 m.a.p. I', d.v.s.
att (z3)* = zo. Man séger déarfor ofta att zg och zj &r (varandras) spegelpunkter m.a.p. T.

7.23. Anmiirkning (Terminologi). I andra texter forekommer ocksa uttrycken inversa punkter,

konjugerade punkter och symmetriska punkter i stéillet for spegelpunkter. A
Vid spegling i realaxeln ar alltsa just ’ 25 =1/%
realaxeln mittpunktsnormal till stréckan (00* = 00) 70 _.
- |
[20, 23] nér zo € C. L
Vid spegling i enhetscirkeln ser vi att 0 ! *
. . 1; ! (0" = o0)
|z0] - |#5] = 1 och att zy och z§ ligger s
pa samma strale utgaende ifran origo, ty ¢ 0 0
arg 25 = —arg zp = arg 2o nir zg € C*. Spegling i realaxeln  Spegling i enhetscirkeln

Bevis av Proposition [T.27]1 Lat T vara nagon Moébius som avbildar T pa realaxeln I@, och sétt
25 =T YT (20)); att en sadan T finns féljer av Foljdsats Vi maste visa att 2 dr oberoende
av vilken sddan Mobius vi viljer. Lat dirfor S vara en annan, och sétt U = T o S, D& dr U en
Mbbius som avbildar R pa sig sjélv, och dérfor &r U(w) = U(w) for alla w € C, enligt Proposition
Men da far vi att

S7H(S(20)) = T (U(S(20))) = T~ (U(S(20))) = T~ (T(20)) = 2.

I specialfallet att ' dr realaxeln R kan vi vilja T = I, identitetsavbildningen, och far da genast

att

w5 = T (TTe0)) = I (TCe0)) =
Om T dr enhetscirkeln |z| = 1 kan vi vilja T'(z) ( —z) (1 + ) ( ) = tan(0/2) € R nir
—7 < 0 <7 (jfr Ovning [LT6 pa s. [). Eftersom T Yw) = w)/( ) ger en enkel utrikning
att

o i—i(z —1)/(z
4 =TT = e T meD) ~
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7.24. Anmirkning (*Geometrisk karakterisering av spegelpunkter). I Ovning [Z.23 visas
att om zo ¢ T sa dr z{ spegelpunkt till zp m.a.p. I' om och endast om varje C-cirkel I' som gar
genom zg och zj skér I' vinkelrétt; denna egenskap illustreras i en figur pa s. [[68 A

Att spegelpunkter m.a.p. realaxeln bevaras under Mobiusavbildningar som avbildar realaxeln
pa realaxeln har vi sett ovan. Allmént géller foljande:

7.25. Sats (Spegelpunkter bevaras under Mébiusavbildningar). Lat T vara en
Mébiusavbildning. Om z§ &ér spegelpunkt till zp m.a.p. C-cirkeln I',, sa &r T'(z§) spegelpunkt
till T'(zp) m.a.p. C-cirkeln T, = T'(T',).

Bevis. Lat S, och S,, vara Mobiusavbildningar som avbildar I', respektive I',, pa realaxeln, och
sitt U = S, 0T oSt D& &r

Su(T(25)) = U(S-(25)) £ U(S=(20)) & T(5-(20)) = Su(T(20)),

dér (1) beror pa att z§ dr spegelpunkt till zp m.a.p. I', och (2) pa att U dr en Mobius som avbildar
realaxeln pa realaxeln; saledes dr T'(z5) spegelpunkt till 7'(zp) m.a.p. T'y,. |

7.26. Sats (Ber#kning av spegelpunkter). En punkt zj € C\ {c} &r spegelpunkt till
en punkt zo € C\ {c} m.a.p. en cirkel C' med centrum ¢ € C och radie r > 0 precis da
|zo — | - |25 — ¢| = 7% och z{ ligger pa stralen som utgar fran ¢ och som gar genom zp;
dessutom &r ¢* = oo och oco* = c.

Vidare dr en punkt 2z € C spegelpunkt till en punkt zp € C m.a.p. en linje L precis da
linjen dr mittpunktsnormal till strickan [zo, z5]; dessutom &r co* = oo.

Spegling i cirkel Spegling i linje

Observera att likformiga trianglar i den geometriska konstruktionen i vénstra figuren ovan ger

att

* —
r o _lm=d d.v.s. just att |20 — | - |25 — c| = 7%

lzo —c| 1
Bevis. Vi noterar forst att Proposition [[.22T] medfor att satsen &r sann for enhetscirkeln (¢ = 0,
r = 1) och realaxeln.

Cirkeln C': |z —¢| = r avbildas via Mbiusavbildningen w(z) = (z —¢)/r, som &r en translation
foljd av en skalning, pa enhetscirkeln |w| = 1. Om zp och z #r spegelpunkter m.a.p. C' och
wo = w(zp) och w§ = w(zf), sé &r wg och wf spegelpunkter m.a.p. enhetscirkeln, enligt Sats [[.25]
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och Proposition [[.2T] medfor déarfor att w§ = 1/wg, d.v.s. att (2§ — ¢)/r = r/(Zo — ¢), d.v.s. att
|z0 — ¢| - |24 — ¢| = r? och arg(z§ — ¢) = —arg(zp — ¢) = arg(z0 — ¢).

Linjen L 6vergar i realaxeln via en translation f6ljd av en vridning, och sadana Mébiusavbild-
ningar bevarar mittpunktsnormaler; saledes dr L mittpunktsnormal till strickan [zo, 2], aterigen
enligt Sats och Proposition [C2T] [ |

7.27. Anméirkning. Att finna spegelpunkter m.a.p. en cirkel dr ett rent geometriskt problem:
Med beteckningar enligt figuren &r

61 . 62 = 7’2,
dér ¢ och £y dr avstanden fran spegelpunkterna till cirkelns centrum och r &r

cirkelns radie.
Spegelpunkterna ligger alltsa dessutom pa samma strale fran centrum.

7.28. Anmiirkning (*Givna spegelpunkter).
Ovan har vi preciserat vilka mojliga par av punkter
20,20 € C som &r spegelpunkter m.a.p. en given C-
cirkel T'.

Omvant, givet tva olika punkter zp,z; € C
kan man bestimma alla C-cirklar I' som har dessa
punkter som spegelpunkter. Om en av punkter-
na ér oo — sig att 25 = oo — blir C-cirklarna
helt enkelt alla vanliga cirklar C' med centrum
¢ = zg. Om déremot zg, z; € C far vi figuren till
hoger. Méngden av sidana C-cirklar I' bestar av
mittpunktsnormalen L och odndligt manga cirk-
lar C' med centrum pa linjen genom zp och z; men

utanfor striickan [z, z&]; C-cirklarna &r parvis dis-
junkta och técker tillsammans hela C\ {2, 2§ }.

7.29. Exempel. Vi betraktar Mobiusavbildningen
_ 22+4

Z—1

w="T(z)

och ska bestdmma bilden av  (a) linjen Imz =2  (b) imaginéraxeln (c) cirkeln [z — 1| = 2.

Forst en allmiin diskussion. Om I, &r en given C-cirkel s vet vi att bilden I',, = T'(I,) ocksa
ir en C-cirkel, d.v.s. antingen en vanlig cirkel eller en linje. Lat 2o, vara den (entydigt bestimda)
punkt som avbildas pa w = oco. Da géller foljande:

I'yp &r en linje <— oo eIy, <= Zoo € I',.

Om 2z ¢ T, dr 'y, dirfor en cirkel |w —¢| = r, och i detta fall &r w = 0o och w = ¢ spegelpunkter
m.a.p. denna cirkel. Eftersom spegelpunkter bevaras dr det just spegelpunkten till zoc m.a.p. I,
betecknad z7,, som avbildas pa cirkelns centrum w = ¢, sa
c=T(z%) om zo, ¢ I',.

Cirkelns radie  kan man sedan bestimma genom att ta en valfri punkt pa I', och se efter vilken
punkt pa w-sidan den avbildas pa.

I vart fall & uppenbarligen z,, = i, och vi far féljande bilder Iy, i de tre fallen.

(a) i ¢ I',,sa Ty, dren cirkel jw—c| = r. Det dr litt att se att i* = 3i s — 9 gl =

i detta fall, s& ¢ = T(3i) = 3 — 2i. Vidare, t.ex. co € ', varfor —=Z= ‘ L

T(c0) =2 €Ty, sar =|2—(3—2i)| =5, och I'y, dr dirmed ol
cirkeln |w — (3 — 24)| = V5.
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(b) i €T, sa Ty, ér en linje. Eftersom dessutom t.ex. 0 och oo ligger

pa I', foljer det att T(0) = 4i och T'(oc0) = 2 ligger pa Ty, sa !

'y ar linjen 2u+ v =4, d.v.s. linjen 2Rew + Imw = 4. Rez=0
(c) i ¢ T, saTy, dr en cirkel |[w — ¢| = r. Vi soker spegelpunkten i*. TlEZ=147
Stralen fran mittpunkten 1 genom ¢ kan skrivas
I S S lz—1]=2
z = = —_ =
i1 vitooo ’

déir ¢ #r avstandet fran mittpunkten 1. Punkten i har avstandet ¢ = /2, och den sikta
punkten ¢* har darfor avstandet t* diir t-t* = 22, s4 t* = 2v/2 och dérmed blir i* = —1+2i.
Vi far att ¢ = T(—1+42i) = 1 — 3i. Vidare, t.ex. =1 € T',,sa T(—1) = =144 € Ty, varfor
radien r = |(—1+44) — (1 — 3i)| = 2v/5. T, ar dirfor cirkeln |w — (1 — 3i)| = 2V/5.

A

Enligt Foljdsats kan vi hitta en Mdbiusavbildning som avbildar en given C-cirkel I', pa
en annan C-cirkel T',, genom att avbilda tre olika punkter (21, 22, 23) fran I', pa tre olika punkter
(w1, we, ws) fran T'y,. Spegelpunkter ger oss ocksa foljande metod, som dr anvindbar ndr man har
krav pa att en punkt som inte ligger pa I', ska avbildas pa en punkt som inte ligger pa I'y,:

7.30. Foljdsats (C-cirkel pa C-cirkel, metod 2). Antag att I', och I',, ér givna C-cirklar,
att z;3 och zo = zi # 2z; &r spegelpunkter m.a.p. I', och att w; och wy = wj # w; ar
spegelpunkter m.a.p. T'y,, samt att z3 € ', och ws € T'y. Om w = T(z) dr den Mobius-
avbildning for vilken T'(z) = wg, k = 1,2,3, sa dr T(T',) = Ty,.

T Bevis. Lat T, vara den Maobiusavbildning som av-
z - ws w bildar (z1,z22,23) pa (0,00,1) och T, den som avbil-
7N a’  dar (w1, w2, w3) pa (0,00,1). D& ar T = Tt o T,

w=T(z) p.g.a. entydigheten. Vidare, enligt Sats ar 0 och

we = wi £w; spegoelpur}kt'er m.a.p. bac'le T?(Fz) och T,(Ty), sa

2o =27 # 2 w3 € Ty dessa bada C-cirklar dr vanliga cirklar med centrum 0,
el och eftersom 1 ligger pa bada maste bada tva vara en-
hetscirkeln T. Av detta drar vi slutsatsen att I'), =
Ty HT) =T, YT.(T,)) =T(T,). |

w w

7.31. Exempel. Vi bestdmmer en Mébiusavbildning w = 7T'(z) som avbildar skivan |z — i < 2
pa halvplanet Rew > 0 samtidigt som z = 0 avbildas pa w = 1.

Mébiusavbildningar tar rand pa rand, sa cirkeln C': |z —i| = 2 avbildas pa linjen L : Rew = 0.
Kravet att T(0) = 1 far nu foljande konsekvens: Eftersom z = 0 och z* = —3i ér spegelpunkter
m.a.p. C och w =1 och w* = —1 &r spegelpunkter m.a.p. L (se figur nedan) maste T'(—3:) = —1,
enligt Sats Genom att sedan ta en valfri punkt pa cirkeln och avbilda pa en valfri punkt
pa linjen, t.ex. T(—i) = oo, kommer den sa uppkomna Mdébiusavbildningen att avbilda C' pa L,
enligt Foljdsats

Eftersom z = 0, som &r en inre punkt i |z — i| < 2, avbildas pa w = 1, som &r en inre punkt
i Rew > 0, foljer det nu att T verkligen avbildar pa énskat siitt: skivan |z — i| < 2 avbildas pa
halvplanet Rew > 0.
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T(z) far vi med standardmetoder: Att 0 +— 1
och —i +— oo ger oss ansatsen
z w—1

=k
z4+1 1

Rew >0

)

och att —3i — —1 ger sedan att k = —3/4, och
dérmed att

w=1
3 —
w(z) = o

3z + 31
som alltsa dr en mojlig Mobius; valfriheten bestar
i att vi kunde ha avbildat z = —i, som ju ligger
pa cirkeln |z — i| = 2, pa nagon annan punkt pa
Rew =0 én w = oco. N

7.32. Proposition (Gemensamma spegelpunkter). Om I'; och T’y &r C-cirklar utan
nagon gemensam punkt, sa finns det precis ett par av punkter zp, zj som &r spegelpunkter
m.a.p. bada.

Bevis. Det finns en Mébiusavbildning w = T'(z) som avbildar T'; och T'y pa

imagindraxeln L : Rew = 0 respektive pa nagon cirkel C' : |w — 1| = r med Rew =0
radie 7 < 1, se Ovning [L1T} eftersom spegelpunkter bevaras under Mobius-
avbildningar récker det dérfor att visa pastaendet i denna situation. Om zo, z;

dr spegelpunkter m.a.p. L sa #r L mittpunktsnormal till strickan [zo, z5], och e- -
om de &r det m.a.p. C' sa ligger de pa samma strale utgaende fran w = 1. Enda —@
mojligheten &r darfor att de ligger pa realaxeln till vinster om 1, och zg = a

och 2} = —a ir spegelpunkter m.a.p. bada precis da (1 —a)(1 +a) = r?, alltsa
precis da a = +v/1 — 2, sa existens och entydighet — av paret — foljer. [ |

|lw—1|=r

7.33. Exempel (Avbildning pa koncentriska cirklar). Vi ska 1gsa foljande (elektrostatiska)
problem: Bestdm potentialen V' (z), som &r en harmonisk funktion, i omradet mellan cirklarna

Ci:lz—1=1 och  Cy:l|z—2=3/V2

om V =10 pa C; och V = 20 pa Cs.

Motsvarande problem i en cirkelring
ar latt att 16sa, se Exempel [T (c), |z — 2|_: 3/V2
inklusive kommentaren i sista stycket T T,
dér. Vi avbildar déarfor de gemensamma 4 BN e
spegelpunkterna z = a och z = b m.a.p. : e =1 =1 N s R
C1 och C5 pa w = 0 respektive w = oo,
som ju dr de gemensamma spegelpunk-
terna for alla cirklar med centrum i ori-
go. Geometrin ger att a och b ligger pa
realaxeln till véinster om z = 1 och att
de bestdms av systemet

{(2—a><2—b> = (3/V2)?,
(1—a)(1—b) =12,

som, om vi kréiver att b < a som i figuren, ger att a = 1/2 och b = —1. Om vi kompletterar de
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sa erhallna punkterna w(1/2) = 0 och w(—1) = oo med att avbilda nagon punkt pa C; pa nagon
punkt pa enhetscirkeln, t.ex. w(0) = —1, far vi déarfor att Cy avbildas pa Cy : |w| = 1, enligt
Foljdsats [[30 de tva tripplarna bestimmer nu pa sedvanligt sétt avbildningen

2z -1
w(z) = i
Vidare, Cy avbildas pa nagon cirkel Cy : |w| = R, och R kan bestimmas genom att sitta in

valfri punkt pa Co; vi far att R = |w(2 — 3/v/2)| = v/2. T w-planet far vi dérfor cirkelringen till
hoger i figuren ovan, och dér finns harmoniska funktioner V' = Aln|w| + B som &r konstanta pa
cirklar |w| = 7. Kraven V = 10 da |w| = 1 och V = 20 da |w| = v/2 medfor att B = 10 och
Alnv2+ B =20, sa

20 20 2z —1
— 104 =1 — 104 1
V(z) O+ln2 n|w(z)| 0+1n2 D ’
. A
* OVNINGAR
* 7.7 Finn spegelpunkten z§ till zp = 2¢ m.a.p. f6ljande linjer/cirklar: (a) Rez=1Imz
(b)Rez=0 (c) [zl =1 (d)[z[=2 (e)|z[=6 (f)|z—-2i=1 (g)[z—1]=1

* 7.8 Betrakta Mobiusavbildningen
z—1

TS
Bestédm bilden av  (a) realaxeln Imz =0  (b) hogra halvplanet Rez > 0
(c) citkeln |z] =1  (d) den slutna cirkelskivan |z| <2 (e) cirkeln |z —i| =1

* 7.9 Bestdm en Mobiustransformation w(z) dér z — w enligt
(a) realaxeln — enhetscirkeln, ¢ — 2 och —i — —1/2
(b) det inre av enhetsskivan +— det 6ppna 6vre halvplanet och 0 — 2 + 2i
(c){z:|z=5]>2} > {w: |[w <1} och1l—0

% 7.10 Bestim bilden av |z| < 2, Im z > 0 under avbildningen i Ovning [Z5H pa s.

* 7.11 Bevisa att den Moébiusavbildning T' som omtalas i beviset av Proposition [7.32] finns. Borja
gidrna med att ta nagon Mobius som avbildar I'; pa imagindraxeln; da avbildas I's sam-
tidigt pa nagon cirkel som inte nuddar imagindraxeln. Hur kan man, med Mobiusavbild-
ningar, avbilda denna cirkel pa en cirkel |w — 1| = r for nagot r < 1 samtidigt som bilden
av imagindraxeln fortfarande ar imagindraxeln?

* 7.12 Lat w(z) vara en Mobiusavbildning som avbildar cirkelringen 71 < |z| < 7o pa cirkelringen
p1 < |w| < pa. Visa att pa/p1 = r2/r1. (Man kan, med mera avancerade metoder, visa att
detta giller &ven om ordet "Mobiusavbildning” byts mot "konform avbildning”.)

* 7.18 Omradet mellan cirklarna |z| = 3 och |z — 1| = 1 avbildas med en M&biusavbildning w(z)
pa en cirkelring r < |w| < 1. Bestdm den inre radien r.

* 7.14 Lat D vara omradet mellan de tva tangerande cirklarna |z — 1| = 1 och |z — 3] = 3.

(a) Bestim en Mobiusavbildning w(z) som tar D pa bandet 0 < Rew < 1.

(b) Bestdm en harmonisk funktion h(z,y) i D som har randviirdena noll pa den inre
cirkeln och ett pa den yttre. Jir Exempel [[] (a) pa s. 153

* 7.15 Cirkeln |z| = 1 halls vid temperaturen 0°C medan cirkeln |10z — 1| = 7 halls vid 100°C.
Bestim den stationira (harmoniska) temperaturférdelningen 9 i omradet mellan cirklarna,
forslagsvis genom att forst avbilda omradet pa en cirkelring.
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*x 7.16

* 7.17

*x 7.18

*7.19
* 7.20

* 7.21

* 7.22

*x 7.23

7 Moébiusavbildningar m.m.

Bestdm en konform avbildning som 6verfor forsta kvadranten i z-planet pa
(a) halveirkelskivan |w| < 1, Rew > 0,
(b) kvartscirkelskivan |w| < 1, Rew > 0, Imw > 0.

Konstruera en analytisk funktion w = f(z) som konformt avbildar bandet 0 < Rez < 1
pa cirkelskivan |w| < 1 sa att 1/2 — 0, t.ex. genom att forst avbilda remsan pa vre
halvplanet. Jir Exempel [[4] pa s. 53

Avbilda halvcirkelskivan |z| < 1, Im z > 0 konformt pa cirkelskivan |w| < 1 sa att 0 — —i
och (14 1)/2 +— 0. Ledning: Ga via kvadrant och halvplan.

Bestédm bilden av {z € C: 0 < Rez < 7/2, z # «/2} under avbildningen w = tan z.

Betrakta avbildningen w = e*.
(a) Hur stor area har bilden av méngden |Rez| <1, |[Rez+ Imz| < 2 i w-planet?
(b) Samma fraga som i (a), men byt 2 mot ett godtyckligt C' > 0.

Konstruera en gren f(z) till den flervéirda funktionen (1/2i)log((i —2)/(i+ 2)) i det lings
imaginiira axeln mellan —i och ¢ uppskurna planet sadan att f(1) = 7 /4. Berikna sedan
skillnaden mellan griansvirdena av f(z) da z — ib, —1 < b < 1, fran hogra respektive
vénstra halvplanet. Visa slutligen att f(x) = arctana da « > 0.

Anvind att varje harmonisk funktion h lokalt (i cirkelskivor) &r realdelen av nagon ana-
lytisk funktion (se Anmérkning [[334 pa s. [[0)) for att ge ett alternativt bevis for Sats

Lat T vara en C-cirkel.

(a) Visa att zp € I' om och endast om spegelpunkten till zop m.a.p. T' r zg sjélv.

b) Antag att zo ¢ I. Visa att det finns precis en punkt z¢ sadan att varje C-cirkel I' som
g 0
ar genom z och som skiir I' vinkelrdtt ocksa gar genom zg, och att denna punkt z;
gar g gar g 0 0
ar spegelpunkt till zp m.a.p. I'.
(c) Antag att zo ¢ T'. Visa att z§ r spegelpunkt till zop m.a.p. I" om och endast om varje
C-cirkel I' som gar genom zg och zj skér I' vinkelrétt.

Ledning for (b) och (c¢): Borja med fallet att I' &r realaxeln.

Alla T skir alla T' vinkelriitt (i figuren finns tre T och fyra T')
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De komplexa trigonometiska och hyperboliska funktionerna definieras m.h.a. exponentialfunktio-
nen och &r inte injektiva, sa deras inverser blir dérfor med nodvéndighet flervirda. Nedan ska vi
studera inverserna till sinus och tangens i detalj, alltsa arcsin och arctan, och endast kortfattat
beskriva arccos, arsinh, arcosh och artanh, eftersom dessa fyra kan uttryckas i de forsta tva; vi
later arcusfunktioner vara en samlande beteckning for allihopﬂ

For att kunna uttrycka principalvirdena Arcsin, Arctan o.s.v. av arcusfunktionerna pa ett
nagorlunda bekvamt sétt infor vi nu en symbol fér principalkvadratroten. Mera allmént definier-
ar vi n:e principalroten ur z som principalvirdet av z'/™ och skriver

Yz =PVl = exp((Logz)/n) och Y0 :=0, zeC*, ne{l,2,3,...},

sa att {/x overensstimmer med den vanliga reella enviirda n-roten ur z om = > 0 (nédr x > 0 ér
ju Logz = Inx). T polir form blir {/z = {/7e®/™ nir vi skriver z = re?® med —7 < 6 < 7.
Principal(kvadrat)roten ur z skriver vi hidanefter som

\/E::PVzl/QZ\/;ew/Q, dir z=re? med —7<0<m,

och den &r alltsa definierad i hela C och dess vardeméngd ar hégra halvplanet Re w > 0 tillsammans
med stralen w = v, v > 0, se figuren i Exempel 22T0] pa s.

Vi ska uttrycka principalvirdena av arcusfunktionerna som sammanséttningar av funktioner
dér den inre funktionen typiskt innehaller en kvadratrot och den yttre en logaritm. Déarfor gor vi
forst en kort utvikning dér vi studerar grenar till sammansatta funktioner innan vi kommer fram
till kapitlets huvudnummer: arcusfunktionerna.

8.1 Grenar till sammansatta funktioner
Antag att minst en av funktionerna f och ¢ &r flervird. Da dr sammanséttningen
w = h(z) = f(g9(2)), alltsa s = g(z) foljd av w = f(s),
normalt ocksa flerviird. Lat f och § vara grenar till f och ¢ i omradena ) respektive ., och siitt
W =g ={z€Q,: i(z) € Q},

som alltsa &r den 6ppna mingd dér funktionen h(z) := f(§(z)) ér definierad; observera att W kan
vara men inte maste vara sammanhéngande, och det dr saledes inte sékert att W ar ett omrade,
se Exempel nedan (det kan t.o.m. vara sa att W = &). I varje delomrade Q@ C W definierar
emellertid A en gren till A.

Omvint behover det didremot inte vara sant att varje gren till A(z) = f(g(z)) — ens lokalt —
kan fis som en sammansiittning av grenar till f och g. Som ett enkelt exempel kan vi ta f(s) = s2
och g(z) = 2'/2; da #r trivialt f(g(z)) = 2 i hela C, men det finns ingen gren till 2!/2 i nagon enda
omgivning — eller ens punkterad omgivning — till origo. Jfr d&ven Exempel nedan.

*Funktionernas latinska namn &r (co)sinus, tangens, (co)sinus hyperbolicus, tangens hyperbolica, och inversernas
latinska namn #r arcus (co)sini, arcus tangentis, area (co)sini hyperbolici, area tangentis hyperbolicae.

169
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8.1. Exempel. Lat g(z) = 2'/* och f(s) = logs. Definiera grenarna § och f som
— ()= V7 2€0.=C\-00,0, och  f(s)=Togs z €0, =C\l-o0,0]:

g(z) &r alltsa minus principalgrenen till 2174 och f (s) &r principalgrenen till log s. I polér form &r
s =g(z) = =re?’* = ret@/*Fm) om 2 = re' déir r > 0 och —7 < 6 < 7, och diirmed kan vi
skriva

(Inr)/4+i(0/4—m), 0<O<m,
(Inr)/4+1i(0/4+m), —m<0<O0;

h(z) = f(g(z)) = Log(—%) — {

notera att vi maste undanta ¢ = 0 vid sammanséttningen och att principalvérdet Args gor ett
sprang dér. h dr alltsa definierad i den 6ppna méngden

W=g1') ={2z€0: §(z) € Q) ={z€C\]-00,0] : —¢/z € C\]—00,0]} = C\R,

sa W = QT UQ~, en disjunkt union av évre halvplanet Q7 : Imz > 0 och undre halvplanet
Q7 : Imz < 0, se figur nedan.

Az As /\ w
o+ s=36) | w=F(s)
: _S;: _________ = o 7 :/_>f """"""" T N =
\'—/ _________
w=h(z) = f(5(2))
Pa vart och ett av omradena QF och Q~ ér & en gren till log(z'/4). A

8.2. Exempel. Lit s = g(z) = 22 (enviird och kontinuerlig, har saledes endast sig sjilv som gren)
och f(s) = s'/2, och sitt
hiz) = f(g(2)) = ()12

Da ér h(z) = &2z punktvis, och eftersom grenar ér kontinuerliga funktioner definierade i omraden
&r grenarna till h i varje omrade de tva funktionerna hy(z) = z och hy(z) = —z.

Lat nu €, vara den kapade cirkelringen 1/2 < |z| < 2,
|Arg z| < 3m/4, se figur. Vi kan inte i hela Q. skriva nagon av i

grenarna hi 5(2) ovan som h(z) = f(g(2) = (%), dix f(s) (&3 g 5=7 P | N

ar en gren till s'/2 i nagot omrade Q, C C, eftersom € i sa ;) TN \/ o )
fall maste innehalla ringen 1/4 < |s| < 4, bilden av Q, under {7 \:1]/ %
2 i ~ 1 -

avbildningen s = 22, och nagon gren till s*/? finns inte i hela
denna ring.

Alternativt kan vi se att t.ex. punkterna z = +i € (), bada avbildas pa punkten s = —1 och
att dérmed, om f fanns i hela Qg, h(i) = f(9(0)) = f(i?) = f(=1) = ((=0)*) = f(9(~1)) = h(~i)
medan hy (i ) =i # —i = hi(—i) och hy(i) = —i # i = ho(—i); motsiigelsen medfor att f inte finns.

Ovanstaende problem kan man komma runt om man i stéllet betraktar bilderna i s-planet av
den 6vre respektive den nedre tredjedelen av ), som olika méngder, sa att t.ex. bilderna av z =4
och z = —i betraktas som olika punkter trots att i> = —1 = (—i)?; vi infoér en sorts mérkning av
(eller firg pa) punkterna, i> = (—1); och (—i)> = (=1)_;, och later f anta olika viirden i dessa
olika (—1):or. Jfr den s.k. Riemannytan till 2'/? i Anmérkning 2211 pa s. A
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Om man &nda — trots ovanstaende problem — studerar den konkreta sammanséttningen
N

sa blir denna analytisk endast i omraden som inte innehéller ndgon punkt z déir 22 € ]—o0,0]. Vi
maste darfér undanta imaginidraxeln, och de stérsta mojliga omradena dir vz?2 &r analytisk dr
saledes hogra respektive vinstra halvplanet. I sjéilva verket &r

z, Rez>0,
Vz2=4{ -z Rez<0,
’L|y|a Z = Zya Yy e R.

Notera alltsa att vz?2 inte dr analytisk pa imagindraxeln.

Dock, om f € A() verkligen har virdeméngd Vy = f(Q2) C C\ |—o0, 0], sa f()
kan vi skriva grenarna till f(2)!/? som sammanséttningar \/f(z) och —/f(z), _ T==-<7 D
och detta ska vi ocksa anvénda oss av nedan. -

8.2 Nagra grenar till (1 — 2%)/?

Som en forberedelse infor kommande avsnitt om arcusfunktioner studerar vi hir (1 — 22)Y/2.
Eftersom
w=(1-22)2=i(z2 - 1)V2 =i(z+1)V2(z —1)'/2

som flerviirda funktioner, se Avsnitt 23] kan vi enkelt bilda nagra olika envirda funktioner genom
att ersitta tvaviirda (-)'/2 med enviirda /- i uttrycken ovan. Lat dérfor

f(z)=+v1-22 g(z) =iv/22 -1 och h(z)=ivz+1vz—1.

Dessa funktioner ar definierade i hela C, men de ar inte analytiska — inte ens kontinuerliga — i
hela C; speciellt definierar de alltsa inte grenar i hela C.

Att f och g dr jimna funktioner ser vi omedelbart; dven h? &r jimn eftersom (h(z))? = 1 — 22.
For den vidare undersokningen av h anvinder vi att

Vz—1=1/]z —1]€?+/? och Vz+1=1/]z+1]e?/2,

dér vinklarna 64 = Arg(z — 1) € |—m, 7] och 0_ = Arg(z + 1) € |—m,n| dr vildefinierade nér
z # +1, se figur, sa vi kan skriva

h(z)=ivz+1vz—1= @\/|Z2 _ 1|ei(9++9,)/2_

Funktionen A dr udda pa C\]—1, 1], ty kongruenta trianglar ger att

9+(_Z)+9—(_Z) :9+(Z)+9_(2)i271', Z¢ [_1’1]’

men den #r jimn pa [—1, 1] eftersom iv/x + 1v/x — 1 = —/1 — 22 dér.

Vi bestdmmer nu virdeméngderna Vy, V; och Vj,. Lat V beteckna virdeméngden for /s, s € C;
V &r alltsd hogra halvplanet v > 0 inklusive positiva imaginiraxeln w = iv, v > 0. Eftersom 1 — 22
och 2% — 1 var fér sig antar alla komplexa viirden néir z € C inser vi att V; = V och att V, =iV,
alltsa V' vriden m/2 i positiv led runt origo, d.v.s. évre halvplanet v > 0 inklusive negativa realaxeln
w =u, u < 0. Vidare ser vi att

w=(1-2)72 o wl=1-22 & (W?—0v?)+i2uw)=1—2+y?) +i(-2zy).

Fran detta samband kan vi avldsa att de tre funktionerna f, g och h avbildar hyperbeln xy = A, dér
A # 0, pa foljande siitt: pa hyperbeldelen uv = — A, u > 0, under f (som ér en 2-till-1-avbildning:
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den avbildar tva olika punkter som ligger pa hyperbeln pa en punkt); pa hyperbeldelen uv = — A,
v > 0, under g (2-till-1); respektive pa hela hyperbeln uv = —A under h (1-till-1). Genom att
dessutom folja hur koordinataxlarna i z-planet avbildas far vi nedanstaende figurer, och dar har
vi speciellt markerat hur linjerna y = +x avbildas i de olika fallen for att fa en fingervisning om
hur de olika kvadranterna avbildas; dessa linjer avbildas ju pé delar av hyperbeln u? — v? = 1.

Vi borjar med f(z) = v/1 — 22, som alltsa dr
jimn och avbildar som i figuren intill. Funktio-
nen dr kontinuerlig fran nedan lings ]1, +o0o[ och
fran ovan ldngs |—oo, —1[. T omradet C\ {z = = :
lz| > 1} dr 1 — 22 en gren till (1 — 22)'/2, med
virdeméngd {w € C: Rew > 0}.

Nir vi i stiillet studerar g(z) = iv/22 — 1, som
ocksa ar jamn, far vi i stéllet bilden till hoger, och
denna funktion ar kontinuerlig fran forsta kvadran-
ten lings positiva imagindraxeln och [0, 1[, och fran
tredje kvadranten ldngs negativa imaginédraxeln
och ]—1,0]. Notera att iv/z2 —1 definierar tva
grenar, definierade pa tva disjunkta omraden som
bada avbildas bijektivt pa {w € C: Imw > 0}.

Vad h(z) = iv/z + 11/z — 1 betriffar, slutligen, sa avbildas halvplanet y > 0 (respektive y < 0)
bijektivt pa halvplanet u < 0 med striickan [—1, 0] borttagen (respektive u > 0 med striickan [0, 1]
borttagen) och stralen z = x > 1 (respektive z = 2 < —1) bijektivt pa stralen w = iv, v > 0
(respektive w = iv, v < 0), medan strickorna [—1,0] och [0,1] var for sig avbildas bijektivt pa
strickan [—1,0]; h har saledes virdeméngd V3, = C\]0, 1].

]
h dr kontinuerlig fran ovan lings |—1,1[. I
omradet C\ [—1,1] definierar den en gren, alltsa
dven lings |—oo, —1[, trots att de ingaende funk- 7N
tionerna v/z +1 och +/z — 1 inte gor det var for —1 A\ 1 -1/ o
sig; h sammanfaller ndmligen i en C-omgivning till

]—o00,—1[ med —ivz% — 1, som &r analytisk dir.
Virdeméngden for grenen ér C\ [—1,1]. w=ivz+ vz =1

Funktionen A kan ocksa skrivas
z+1
h(z) =1(z — 1)/ ——
() =i = 1)y 2,

om vi later hogerledet vara 0 for z = 1. Detta utseende for h kan vara anvindbart i vissa situationer
— notera att funktionen innanfor kvadratroten &r en Mobiusavbildning. Att likheten stdmmer kan
man visa pa foljande sitt: h och hogerledet dr analytiska i omradet 2 := C\ [—1, 1], och lings
positiva realaxeln z = x > 1 &r bada tva lika med iv/22 — 1. Enligt entydighetssatsen fér analytiska
funktioner (Sats44 pa s.BH) dr de déirfor lika i hela €, och pa strickan [—1, 1] &r bada —v/1 — 22.

Sjélvfallet &r ocksa —v/1 — 22, —iv/22 — 1 och —iv/z + 1v/z — 1 grenar till (1 —22)'/2, i samma
respektive omraden som ovan, men med virdeméngder {w € C: Rew < 0}, {w € C: Imw < 0}
respektive C\ [—1,1].

Naturligtvis kan vi pa samma siitt konstruera nagra grenar till t.ex. (22 — 1)%/2 = i(1 — 22)1/2
och (22 4+ 1)1/2 = (1 — (iz)?)V/2.
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8.3 arcsin och Arcsin, samt arsinh och Arsinh

I reell analys definieras arcsin som inversen till en viss restriktion av sinus:
y = arcsinx & siny=2 och —7/2<y<m7/2.

Definitionsméngden dr [—1, 1] och viirdeméngden [—7/2, 7/2]. Som bekant dr inte ens reella sinus
injektiv, utan siny; = sinys precis da y; = ya + 2n7 eller y; = (7 — y2) + 2n7w, n € Z.
I komplex analys definieras ju

eiw o e*iw
sinw ;= —— w € C,
21
med viirdemingd C (se Avsnitt [24]), och bristen pa injektivitet blir faktiskt densamma som for
reella sinus, vilket vi nu ska se: Med s1 2 = "2 dr 51,2 # 0, och vi far att

sinw; =sinwy & s1—1/s1=s2—1/s2 <& (s1— 52)(1 + 1/(5152)) =0
& sp=sy eller 5= —1/sy << ™ =¢"2 eller ™! = Mo W2

& wyp =we+2nw eller wy = (7 —ws2)+2nw, nE€Z.

Talet ¢ &r m.a.o. inte det enda tal som avbildas pa sine¢, utan alla tal som avbildas pa sinc ar

o, c—2mce+2m,...och ..., —m—c,m—c¢, 3T —¢,...;1figuren nedan &r dessa punkter inritade
iett fall da 0 < Rec < 7/2 och Ime > 0.
A
c—2me, : : ce, | c+2me,
3r/2 i—m/2 /2 \37/2 \57/2 sin O
------------- TR T N e T e R R S b X
l l . l l l
je —m—c | jem—c (e 3m—c
Fullstéindig 16sning av ekvationen sinw = z ger w = —ilog(iz + (1 — 22)1/2), pa samma sitt

som niir vi 16ste motsvarande ekvation for cosinus i Avsnitt 24l (1 — 22)/2 ger tva olika virden
for varje z # +1, och logaritmen ger oandligt manga olika véarden. Vi definierar nu den flervirda
funktionen

arcsinz := {w € C: sinw = z} = —ilog (zz +(1- 22)1/2) , z € C,
med principalvardet
Arcsin z := —i Log (zz +V1- 22) , z € C;
ligg mirke till att bada virdena pa iz + (1 — 22)'/2 # 0 eftersom produkten av dem &r —1. Siitt
nu
s(z) =iz 4+ V1 —22
sa att Arcsinz = —iLogs = Args — iln|s|.

Nér z € [—1,1] &r s(z) en punkt pa hogra halvan av enhetscirkeln, ty da
arv1—a2 >0och ‘ix—l—\/l - xQ‘ = /(1 —22) + 22 = 1. I figuren till hoger
ser vi nu att Arg (zx +v1- xQ) ar vanliga reella envérda arcsin x for dessa x,
sa Arcsinx = arcsinz (envérda reella) da = € [—1,1].

Vidare, eftersom

(iz4+V1—=22)(—iz+ V1—22) = —(i2)* + (1-2%) =1
ser vi att s # 0 (vilket vi redan visste), att —iz + /1 — 22 = 1/s, och att
S

(%) Re(2v/1 — 22) :Re(er%) :Res+Re(W) = (1+#)Res.



174 8 *Arcusfunktioner m.m.

Trivialt &r Re(y/w) > 0 for alla w € C, och dérfor medfor (x) att dven Re s > 0. Eftersom dessutom
s # 0 inser vi speciellt att s undviker virdena ]—oo, 0], vilket ju dr de punkter dér Log s inte &r
analytisk. Arcsin z dr dérfor analytisk dér s(z) dr analytisk, d.v.s. dér v/1 — 22 &r analytisk, vilket
ar 1 omradet

Q:=C\{z=2a: |z| >1},

se Avsnitt B2 dér ser vi ocksa att Re(v1 —22) > 0 nér z € Q, och enligt (x) ovan ar darfor
Res > 0 for dessa z, vilket dr samma sak som att —7/2 < Args < /2. Sambandet Arcsinz =
Args —iln|s| medfor diarfor att

|Re(Arcsin 2)| < 7/2, z €.

I aterstaende punkter i C ger direkt inséttning i definitionen att

Arcsin(+a) = £(7/2 —iln(a + Va2 — 1)), a>1,

sa viardeméangden for Arcsin z dr atminstone en delméngd av remsan i figuren nere till hdger; notera
att stralarna w = £(w/2 —it), t > 0, ingar i virdeméngden. Att den &r hela denna remsa kan vi se
pa foljande sétt: Virdeméngderna for funktionerna Arcsin z +2n7 och (7 — Arcsin z) +2nm, n € Z,
ryms i translaterade och — forutom punkterna /2 +mm, m € Z — parvis disjunkta kopior av denna
remsa. Om nu punkten wy € C ligger utanfor alla dessa virdeméngder sitter vi zg = sinwg och
wWo = Arcsin zg. Da finns g i virdeméngden for Arcsin z, och dédrmed finns punkterna wg + 2nw
och (m — wo) + 2nmw, n € Z, var och en i nagon virdemingd. Men wy maste vara en av dessa
punkter eftersom sinwy = sinwg (= zp), och vi har fatt en motsigelse.

Avbildningen w = Arcsinz tar hyperbel-
bagar pa lodriata linjer och halva ellipser pa
vagrita strickor (detta ses kanske enklast genom
att studera den inversa avbildningen z = sin w pa
remsan, jir Exempel pa BA)); dessa andra-
gradskurvor har +1 som brannpunkter. Dessu-
tom #&r Arcsinz kontinuerlig fran ovan lidngs
]—o00, —1[ och fran nedan lings ]1,+oc|, varfor
Arcsin z har samma kontinuitetsegenskaper i C
som 1 — 22.

w = Arcsin z
77N

—m/2

_._____
3

~
Do

_ - —

I omgivningar till alla punkter utom z = &1 har arcsinz = —ilog(iz + (1 — 22)%/2) grenar,
och de kan faktiskt konstrueras med hjilp av grenar till (1 — 2:2)1/ 2 och log s separat, trots att
detta inte alltid &r mojligt for sammansittningar (se Avsnitt ). Kedjeregeln ger att derivatan
ar 1/(1 — 22)'/2, med samma gren till (1 — 22)Y/? som innanfér log, och speciellt géller foljande
for principalgrenen:

1

d
EArCSinZ:\/T—zQ7 2€Q=C\{z=2a: || >1}.

Detta kan ocksa uttryckas i integralform:

* ds
Arcsin z = / —_—, z €€,
0 \/1 — 82

dar vi med foz menar kurvintegralen lings vilken som helst styckvis C!-kurva 0

i Q fran 0 till z, eftersom Arcsinz dr en primitiv till 1/4/1 — 22 1 Q och
Arcsin0 = 0, se Sats pa s.

Vi ska till sist kort studera en néra slékting till arcsin, namligen arsinh. I reell analys definieras
arsinh som inversen till sinh: att y = arsinh x betyder precis att sinhy = z, d.v.s. att arsinhz =
In(z++v2? + 1). Bade definitionsméingden och viirdeméingden ér hela R. T komplex analys definieras
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som bekant sinh w := (e —e~")/2 for w € C, sa sinhw = isin(—iw). Pa sedvanligt séitt definierar
vi den flervirda funktionen

arsinh z := {w € C : sinhw = z} = log (z + (22 + 1)1/2) , z € C,

med principalvardet
Arsinh z := Log (z—i— z2+1) , zeC,

sa att Arsinh z 6verensstdmmer med reella envirda arsinhz da z € R.

Trivialt dr arsinhz = iarcsin(—iz), och fak-

. . ) : ’ w = Arsinh z im/2
tiskt dr dven Arsinhz = i Arcsin(—iz). Grenar

finns i omgivningar till alla punkter utom z = +: 7N g
och har derivata 1/(2% 4+ 1)/2, med samma gren .
som innanfor log; speciellt far vi fér principal- - —e - - - -
grenen att —im/2

d Arsinh ! eQ=C\{z=1y: |y >1}

— Arsinh z = ——, z = z=1y: > 1}.

dz VEr1 v

8.4 arccos och Arccos, samt arcosh och Arcosh

I reell analys definieras arccos som inversen till en viss restriktion av cosinus: att y = arccosx
betyder precis att cosy = x och 0 < y < 7. Definitionsméngden é&r [—1, 1] och virdeméngden [0, 7].
I komplex analys definieras som bekant cosw := (e® + e~*)/2 for w € C, med virdeméngd C,
och cosw = sin(mw/2 — w). Vi definierar

arccosz := {w € C: cosw = z} = 7/2 — arcsin z = —ilog (z—|— (2% — 1)1/2) ) ze€C,

med principalvardet
w = Arccos z

77N ]

Arccosz :=7/2 — Arcsinz H

:fz'Log(qui\/lsz), z € C;

Arccosx sammanfaller med vanliga reella enviirda
arccosz da x € [—1,1].

0

g
\

I omgivningar till alla punkter utom z = 1 har arccos z grenar, med derivata —i/(z% — 1)/2,

med samma gren till (22 — 1)*/2 som innanfor log; speciellt far vi for principalgrenen att

d—Arccosz:fi ze C\{z=ua: |z| > 1}.

dz V1—=22

I reell analys definieras arcosh som inversen till en restriktion av cosh: att y = arcosh x betyder
precis att coshy = x och y > 0, d.v.s. att arcoshx = In(x++v/2? — 1) med definitionsméngd [1, +o0]
och virdeméngd [0, +0o[. Reella cosh &r inte injektiv, utan coshy; = coshys precis da y; = +ys.
I komplex analys definieras som bekant coshw := (e* + e~ ")/2 for w € C, sa coshw = cos(iw).
Pa sedvanligt sétt definierar vi den flerviirda funktionen

arcosh z := {w € C: coshw = z} =log (z + (2% — 1)1/2) , z€C,

med principalvérdet

Arcoshz::Log(z+\/z+1\/zfl), z€C,
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sa att Arcoshz Overensstimmer med reella
w = Arcosh z

envirda arcoshx da = > 1; att man hér viljer i

Vz+1yz—1 1 stillet for V22 — 1, som ju har TN 5
samma V'a'urden. da'z = x > 1, beror pa att 'den O'I'_ 5
forra &r analytisk i en mycket storre méngd i C, 11 Cin g =g

jir Avsnitt

Trivialt &r arcosh z = ¢ arccos z, och dessutom géller sambanden

i1Arccosz dalmz > 0eller z =2 <1,
Arcosh z = ] .
—iArccosz dalmz <Oeller z=2>1.

Grenar till arcosh z finns i omgivningar till alla punkter utom z = 41 och har derivata 1/(2?— 1)1/ 2,
med samma grenval som innanfor log. For principalgrenen géller det att

d 1
— Arcoshz = ———— —o0, 1].
- Arcoshz NEES W z € C\]—o00,1]

8.5 arctan och Arctan, samt artanh och Artanh
I reell analys definieras arctan som inversen till en viss restriktion av tangens:
y = arctanx & tany =x och —7w/2<y<m/2.

Definitionsméngden dr hela R och virdemingden |—m/2, 7/2[. Som bekant &r inte ens reella tan-
gens injektiv, utan tany; = tanys precis da y; = y2 + nmw, n € Z (om dessutom y; o # 7/2 + nm).
I komplex analys definieras ju

sin w 1 e2w 1
tanw = === , w e C,
Ccos w i et 41

dér vi har satt .
tan(m/2 + nm) := oo € C, n € Z,

ty i dessa punkter har tangens enkelpoler, jfr Exempel pa s.[156l Vi kan saledes skriva

1—s
1+s’

tanw =1 -

alltsa som en sammanséttning av en exponentialfunktion och en Mobiusavbildning. Eftersom
Mobiusavbildningar avbildar C bijektivt pa C och €2 antar alla virden i C forutom 0 och oo nir
w € C ser vi att viirdemingden for tangens ér C \ {#i}.

Bristen pa injektivitet blir densamma som for reella tangens: Med s1 o = €2™1:2 far vi namligen
att

tanw; = tanwy & 8] = sy & e = giwe

& wp=wa+nm, n €L,
dér den forsta ekvivalenspilen beror pa att Mdbiusavbildningar #r injektiva; notera speciellt att

ovanstaende samband géller #ven i polerna /2 4+ nm, n € Z, for tangens.
Vi definierar nu pa sedvanligt sdtt den flervirda funktionen

1 1=z -
t = C:t =z}=—1 C\ {+£:
arctan z := {w € anw = z} 5% 108 z € C\ {+£i},
med principalvérdet
1 1=z .
Arct ==L , e C\ {£i}; 8.1
retanz := 2. Log ——— z \ {£i} (8.1)
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speciellt ar
arctanoco = /2 +nmw, n € Z, och Arctan oo = /2.

Vardeméngden for Arctanz

blir —7/2 < Rew < 7/2 : C:i—z w:LogC:
(0o ingar inte), och Arctanx | i+z 2
sammanfaller med vanliga 54
reella envérda arctanz nér '
r € R; detta kan man se T—1 /2
genom att studera funktio- |
nen i tva steg, som i figuren I (m 00)
intill.
C-cirklar m.a.p. vilka —¢ och 7 ar spegelpunkter |
avbildas pa vagrata striackor, medan @-cirkelbégar :
fran —i till ¢ avbildas pa lodriita linjer. (Detta ses i
enklast genom att aterigen studera avbildningen i o T I
tva steg.) Arctan z #ir kontinuerlig fran hoger lings 3 /2
stralarna z = 4y, |y| > 1, och dven i oo i menin- ]
gen att man nédrmar sig oo fran hogra halvplanet | (= c0) :

Rez > 0.

Grenar till arctan z finns i omgivningar till alla punkter utom z = +i (éiven till z = oo, i den
mening som preciseras i Anmirkning [Z.11] pa s. [[56), och de har alla derivata 1/(1 + 22), alltsa
dven principalgrenen:

d
d—Arctanz: 2€Q=C\{z=1y: ly| > 1},
z

14 22’

vilket i integralform kan skrivas

V4
d
Arctanz:/ —S, z €,
0 1+52

dér f; betyder kurvintegralen lings vilken som helst styckvis C'-kurva i © fran 0 till z; notera att
Arctan0 = 0.

Avslutningsvis nagra ord om artanh. I reell analys definieras artanh som inversen till tanh:
att y = artanh x betyder precis att tanhy = z, sa artanha = (1/2)In((1 4+ 2)/(1 — x)), med defi-
nitionsméngd |—1, 1] och viirdemiingd R. I komplex analys definieras tanh w := (sinhw)/(cosh w),
sa tanh w = i tan(—iw). Pa sedvanligt siitt definierar vi den flerviirda funktionen

1 1 A
artanh z := {w € C: tanhw:z}zalogli, z € C\ {£1},
—z
med principalvérdet
1 142 .
Artanh z := 5 Log . , z € C\ {£1}, (8.2)
—z

sa att Artanh x sammanfaller med reella envirda artanh z da = €]—1, 1].

(woo)

Trivialt dr artanhz = iarctan(—iz) och fak- w = Artanh z im/2

tiskt &r dven Artanhz = i Arctan(—iz). Grenar

finns i omgivningar till alla punkter utom z = +1 AN m

(dven till z = o0), och de har alla derivata
1/(1 — 2?), alltsa dven principalgrenen:

d 1
EArtanhz:l_— zeC\{z=a: |z| > 1}.

22’
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8.6 Principalvirden i Maple

I Maple finns bl.a. de komplexvirda funktionerna som listas i nedanstaende tabells vinstra kolumn.

Notera speciellt att dven de inversa hyperboliska funktionerna i Maple — nagot oegentligt — har
namn som bérjar med med arc.

1n = Log

sqrt =/
arcsin = Arcsin
arcsinh = Arsinh
arccos = Arccos
arccosh = Arcosh
arctan® = Arctan
arctanh® = Artanh

Alla utom de tva sista (*-miirkta) funktionerna &dr identiska med vara principalvirden. Maples
definitioner av arctan och arctanh skiljer sig fran vara definitioner av Arctan respektive Artanh
pa foljande vis: Jamfort med vara funktioner har Maple valt omvinda kontinuitetsegenskaper pa
stralen fran —i och nedat for arctan respektive pa stralen fran 1 och hogerut fér arctanh; detta
beror pa att de véljer det de kallar ”"moturs kontinuitet”. Sambanden (&I]) och (82 géller dérfor
inte léings dessa respektive stralar for Maples motsvarigheter till Arctan och Artanh.
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Lat i detta kapitel
L(z) =1In|z| +1i0(z), —m/2 < 0(z) < 3m/2,

vara den gren till log z som ér definierad i omradet Q& = C\ {iy : y < 0} och 0(z) :
som uppfyller att L(1) = 0. I detta kapitel later vi ocksa, for korthets skull, — ......(, SN

2% = exp(a L(z2)) = |z|*e™?*), z€Q, a€R,

som, trots beteckningen z® (i stéllet for z®), nu &r en enda gren till den
normalt flerviirda funktionen exp(alog z); jfr Avsnitt

Lat =1 < A < 1 (dvs. 0 < 1— X< 2),sitt w= f(z) = 217> for z € Q och, med kon-
tinuitet, f(0) = 0. Stralen z = re® r > 0, § € [0,7] fixt, avbildas pa stralen w = pe',
p >0, ddr ¢ = (1 — N\)f, sa 6vre halvplanet Im z > 0 avbildas omvéndbart entydigt pa sektorn
0<y <(1-Nm

|
|
|
z |
|
|

Speciellt blir bilden i w-planet av real- _
1 . 1 ° 01 . . . w = zl A m™ — )\71‘
axeln 1 z-planet tva str'a a¥ som' mots 1 or1t T
go, och dér sker en vridning vinkeln A7 i 0 0 - T ar

positiv led, se figur. |

Detta kan med fordel uttryckas m.h.a. derivatan f/(z) = (1 — \)z=*, z € Q. Det komplexa
talet f’(to), dir tg € R\ {0}, &r ju en tangentvektor till kurvan w = f(¢), t € R, i punkten f(¢o).
Vidare, f'(t) = (1 — \)|t| ™7 nir t < 0 medan f(t) = (1 — \)|t|"e=*Y nér ¢ > 0, och dnnu
en gang ser vi att tangentriktningen gor ett sprang med vinkeln Ax i positiv led i origo.

Viar funktion f(z) = 2!~ skriver vi nu i integralform:

f(Z):A/ s s+ B, zeQuU{0}, —-1<A<1,
0

dér A =1— X och B = 0. Héir betyder [ integration lings vilken som helst styckvis C'-kurva
i QU {0} fran O till z, och att man far samma virde lings alla sadana kurvor beror pa att
2z~ &r analytisk i det enkelt sammanhingande omradet () (se Sats pa s. B3 samt att f &r
kontinuerlig i 0. Notera att integralen &r generaliserad i z = 0 om A > 0, men att den #nda &r
konvergent eftersom A < 1. Om vi vill kan vi byta ut undre gransen 0 mot vilken punkt zy € €2
som helst — det dndrar endast virdet pa B.

Vi ska i nedanstaende avsnitt generalisera metoden ovan i syfte att avbilda 6vre halvplanet pa
omradet innanfor en polygon med givna vridningsvinklar genom att utga ifran en derivata som
bestar av en produkt av faktorer (z —z;)~** dir 2, € R; pa sa siitt far vi en klass av avbildningar
som kallas Schwarz-Christoffelavbildningar.

9.1 Avbildningar pa polygoner i C

Lat 1 < Ty < z3 < ... < Tp_y vara punkter pa realaxeln, och lat antingen z,, > z,_1 eller
T, = oo € C. Antag att

1< <1l fork=1,....n och MA ...+ A =2

villkoret "7, A = 2 gor att det totala vinkeltillskottet blir Y, A\ym = 27 (ett varv moturs).

179
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I figuren nedan &dr A3 < 0 medan 6vriga A\, > O:

(T = o0)
S
\1"1 \IQ \x3 | x’n,*l
X1 i)

For att astadkomma rétt vridningsvinklar utgar vi fran funktionen

/ (s — 1) M(s—a9) ™2 ..o (s—ap_q) M 1ds om x, = 00,

g(z)=14"7

/ (s—x) M(s—x2) 2. (s—zp_1) M (s —z,) *ds om z, €R,
0

i det enkelt sammanhéngande omrade 2 som utgors av C med alla stralar utgaende fran punkterna
rr € R och riktade rakt nedat borttagna, se figur ovan. Integralerna dr oberoende av vig i
QU{xy,...,2y-1} respektive QU {z1,...,z,}, sd g dr villdefinierad dér. Vidare,

/ (z—21)M(z—22) 2 (2 —Tpg) At om x, = 00,
g(z) =
(z—2) ™ MEz—m)2 (2 —2p_1) M (2 —2,)" ™ oma, €R;

notera att ¢’ # 01, sa g dr konform i Q. Vid behov skalar /vrider och translaterar vi sedan bilden
genom att sitta
f(z)=Ag(z) + B, AeC*, BeC.

Att A\ < 1 medfor att g dr kontinuerlig dven i ), € R, vilket foljer av att vi niira xjp, men
utanfor den nedatriktade stralen som utgar fran xy,, kan skriva ¢/(2) = (z — 2) " h(z) for ndgon
funktion h som &r analytisk i zj; h(z) &r helt enkelt produkten av 6vriga faktorer (z — ;) =,

Lings realaxeln kommer argumentet for ¢’ att vara styckvis konstant, med sprang A, 7 i varje
punkt z; € R. Punkterna x; € R delar upp realaxeln i ett antal delintervall, och i varje sadant
intervall finns det saledes en konstant vinkel 6y sadan att ¢'(x) = ¢'%|¢/(x)| for alla x i intervallet.
Detta medfér att g(z) — g(&) = f; g'(t)dt = e f; lg'(t)| dt for alla & och x i intervallet, som
dérmed avbildas bijektivt pa en del av en rit linje med lutningsvinkel 8y. Alltsa avbildas realaxeln
pa ett polygontag, med ritt vridningsvinklar, och faktiskt utgor detta polygontag en sluten kurva
i C nér vi dven tar med bilden av oo, som vi strax ska se.

Forst ett enkelt resultat som séger att ¢'(z) langt bort fran origo i 6vre halvplanet uppfor sig
ungefdar som en z-potens:

9.1. Hjilpsats. Lat M vara det storsta av alla tal |z | dir x; # co. Om |z| > M och Im z > 0,
lat

h(z) = gz/_z) om z, € R, respektive h(z) = =5 oman=o00.
Da géller foljande:

(i) h &r analytisk dér |z| > M och Imz > 0.

(ii) h(z) — 1 da |z| — +oo i 6vre halvplanet Im z > 0

(i) h(x) >0da xz € R och |z| > M
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Bevis. Vi genomfor beviset i fallet da x,, = oco; fallet da x,, € R blir niirmast identiskt.
(i) Pastaendet foljer omedelbart av definitionen av g och M.
(ii) Ndr &k € {1,...,n — 1} &r det sant att zx € R och |zg| < M, sa
punkten z — zy, ligger nagonstans pa den vagriita diametern [z — M, z 4+ M|
i cirkelskivan D(z, M). I figuren intill ser vi dérfér omedelbart att olikheten

|Arg(z — ax) — Arg z| < Arcsin(M/|z]) (= o i figuren)

giiller om |z| > M och Im z > 0. En omskrivning till polir form ger likheten

(z —ak)”
2=k

-
= ’1 LY exp (fi)\k (Arg(z — ay) — Arg z)),
z
s& (z—xp) M /27 — 1da|z| — +oo och Im z > 0. Eftersom 221292 = z“1792 for aktuella z for
var gren och \; + ...+ )\, =2 ér 272 =z MLzt och vi far déarfor att

g/(z) _ (Zizl)iAl (Zi‘rnfl)i)\nil 1 1 _ 1
e R R s el R IRERRR B

da |z| = 400 och Imz > 0.
(iii) Om =z € R och |z| > M ser vi att Arg(z — x) = Arga nér k € {1,...,n — 1}, sa
(v — x) "M /2= > 0 for dessa x, varfor h(z) > 0 for dessa . |

9.2. Proposition (Kontinuitet i oo). Det finns ett tal v € C sadant att g(z) — v da
z — o0 1 6vre halvplanet Im z > 0.

Bevis. Vi genomfor beviset i fallet da x,, = oco; fallet da x,, € R hanteras analogt.

Lat M vara som i Hjdlpsats Trivialt &r 2*»~2 > 0 om > M, och enligt Hjdlpsats [@.1] &r
dven ¢'(z) > 0 om x > M, och ¢'(z)/x* 2 — 1 da  — +oo. Eftersom A, < 1 #r f;oo tAn=2qt
konvergent, och ddrmed #r dven | ]EOO g'(t) dt konvergent, enligt ett jamforelsekriterium for gen-
eraliserade integraler. Alltsa existerar gransvirdet lim, o g(z) = g(M) + f+oo g'(t)dt € C, ett

M
tal som vi nu kallar ~. .
Antag att Im z > 0 och |z| > M. Eftersom ¢g(0) = 0 kan vi skriva e RAR

£ z z / . \
o) = [ grds+ [ g =gle)+ [ g(s)ds : S
0 || |2l 0 M |z
dér vi viljer att lata integrationen fran |z| till z ske lings cirkelbagen med radie |z| i vre halv-
planet, se figur. Eftersom |¢'(2)|/|2|*~2 — 1 d& |z| — +o00 och Imz > 0 finns det ett R > M
sadant att |¢'(2)| < 2|z|*»~2 da |z| > R och Im z > 0. ML-uppskattning ger dirfor att

< 2|z|/\”72 cmlz] = 27T|Z|/\"71, |z] > R, Im z > 0,

l9(=) — g(l2)]| = ‘ / T/ (s) ds

sa g(z)—g(]z]) = 0da |z] = +o0 och Im z > 0, aterigen p.g.a. att A, < 1, och eftersom g(|z]) — v
da |z| = 400 enligt borjan av beviset ser vi att g(z) — v da z — oo i 6vre halvplanet. [ |

Bilden av R U {co} under avbildningen w = g(z) &r alltsa ett slutet polygontag, med giv-
na vridningsvinklar, oavsett var vi placerar sjilva brytpunkterna x1, ..., x,. Placeringen av dessa
kommer déiremot att paverka hur langa delstrickorna i polygontaget blir, och det dr inte ens sikert
att polygontaget dr rand till ett omrade.
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I figuren intill illustreras vad som kan hénda. I samtliga

tre fall har vi samma f6ljd av vridningsvinklar, men del-
strickorna &r olika langa, och i det tredje fallet avgréinsar E\:‘:l

polygontaget inte ett omrade 6ver huvud taget.

Om polygontaget verkligen &r en polygon — och dérmed avgrénsar ett omrade — har vi dock
en bra avbildning, vilket vi ska se i nedanstaende sats, som dr detta kapitels viktigaste resultat.

Lat H sta for 6vre halvplanet Im z > 0. Vi betraktar H som en delméngd av Riemannsfiren C;
da &r randen OH realaxeln Im z = 0 inklusive oo (d.v.s. R), och H = H U §H ér 6vre halvplanet
Im z > 0 inklusive co.

9.3. Sats (Schwarz-Christoffelavbildning pa polygon). Avbildningen
w=f(z) =Ag(z) + B,

dir A € C* och B € C, ar analytisk i C undantaget alla stralar som utgar fran punkterna
i € R och ar riktade rakt nedat; dessutom &r den kontinuerlig i punkterna z1, ..., x,, co.

Vidare, om f(0H) ér en polygon, sa avbildas H bijektivt och konformt pa omradet innanfor
polygonen, och OH bijektivt pa sjilva polygonen.

Bevis. Det aterstar endast att bevisa bijektiviteten mellan H och omradet P innanf6ér polygonen.
Antag darfor att wy € C inte ligger pa sjilva polygonen OP.

Q
1 L2

@
1 L1

e e ?
(L3 | Tpn—1 | Tn

Lat H, vara alla punkter i H som uppfyller att |z| < 1/e och att |z — x| > € for alla k sadana
att rp € R. For sma e > 0 dr randen OH, en kontur med positiv orientering, f &r analytisk pa och
innanfor OH,, och bilden f(dH,) #r en sluten styckvis Cl-kurva. Om wo ¢ f(OH,) giller dérfor
likheten

1 "(2)dz 1 dw
Bow axg(f(5)—wo) = 7 [ FEE L]
f(oH,) W — Wo

= A —
i Jom, f(2) —wo i s(om.) arg(w = wo),

jfr (@) pa s. Eftersom f &r kontinuerlig i alla punkter z1,...,%,,c0 kommer bilderna av
halvcirkelbagarna att néirma sig punkterna ws, ..., wy,, f(co) nir e — 0, och eftersom wy ¢ 9P
kan vi darfor hitta ett €g > 0 som &r sa litet att wo ¢ f(OH,) for alla € sadana att 0 < € < €.
For dessa e dr argumenttillskottet Ay, ) arg(w — wp) = 2w om wy ligger innanfor 9P, d.v.s. i
omradet P, men 0 om wy ligger utanfor dP. Enligt argumentprincipen (Sats pa s. [[317) har
dérfor den analytiska funktionen z — f(z) — wq precis ett nollstéille i varje sadant H, och déirmed
i H, om wy ligger i P, och, pa samma sétt, inget nollstéille i H om wq ligger utanfér 0P, d.v.s. i
C\ P. Av detta drar vi slutsatsen att P C f(H) respektive (C\ P) N f(H) = @, dér det senare
sambandet ocksa kan skrivas f(H) C P. Men f #r en 6ppen avbildning s& f(IH) #r en 6ppen méngd
(se Foljdsats [L.61] pa s. [03)), varfor f(H) C P och dérmed f(H) = P; enligt ovan antas dessutom
varje viarde i P precis en gang. |
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Observera att vi i andra delen av satsen antar att f(OH) &r en polygon, men det enda vi
egentligen vet &r att f(OH) &r ett slutet polygontag med rétt vridningsvinklar Ay, ..., A\,7. Man
kan visa att det till varje polygon finns punkter zi,...,x, och konstanter A och B sadana att
den sa uppkomna Schwarz-Christoffelavbildningen verkligen avbildar OH bijektivt pa polygonen
och H bijektivt och konformt pa omradet innanfor polygonen. I denna text kommer vi dock att
ndja oss med att konstruera konkreta avbildningar som i varje enskilt fall ddrmed ocksa bevisar
existensen.

9.4. Anméirkning (Schwarz-Christoffelavbildning fran cirkelskiva). Med hjilp av Mébius-
avbildningar mellan halvplan och cirkelskiva kan vi ga fram och tillbaka mellan var typ av Schwarz-
Christoffelavbildningar och

z
w=f(z)= A/ (s — ey~ . (s — ¢l Mds 4 B, |z| <1,
0
dér e*1, ..., e" ir olika punkter pa enhetscirkeln T och talen \j, #r som forut; grenarna vi viljer
for (s — e'*)~* har snitt riktade vinkelritt ut fran T. A

Ni#r det handlar om att placera punkterna z1,...,z, utmed C-cirkeln 0H = R U {0} = R
kan vi se att tre av dessa kan véljas fritt utan att vi ddrmed begransar vilka polygoner vi kan fa.
Det beror pa att vi kan avbilda H bijektivt pa sig sjdlv med en Mobiusavbildning och samtidigt
avbilda tre givna punkter pa OH pa tre givna punkter pa OH — forutsatt att orienteringen bevaras
— och fortfarande fa en Schwarz-Christoffelavbildning i de nya variablerna, jfr Anméirkning
Exempelvis kan vi lata tre av punkterna — om sa manga behovs — vara 0, 1 och oo, men ibland &r
det av symmetriskal béttre att vilja andra punkter.

9.5. Exempel (Likbenta trianglar). En likbent triangel har tva identiska vridningsvinklar Am,
diar 1/2 < A < 1. Av symmetriskil viiljer w = f(z) (aib
vi &1 = —1, 29 = 1 och 23 = oo, som ska (3 = ) PR
avbildas pa w; = —1, we = 1 och w3 = b, ————— -
dér b > 0 beror pa A (enkel trigonometri). ‘ ’ AT

Ansatsen blir darfor 1/2<x<1

w=f(z)= A/Oz(s +1)"*s —1)"*ds + B.

Eftersom (t —1)™ = e~ (1 —¢)~* om ¢ < 1 far vi, med parametriseringen s = ¢, t : 0 — 1, att

1=f(1)= A/Ol(t +1)7Mt — 1) dt + B = Ae™ " /01 ujl%y + B,
och, analogt, med parametriseringen s = —t, t : 0 — 1, att
1 ) 1 dt
—1=f(-1)= A/O (=t +1)"M~t—1)"—dt) + B = Aem/o a—er + B.

Genom att 16sa ut A och B i detta ekvationssystem far vi dérfor avbildningen

w:f(z):ei’\”/oz(s—i-l)_’\(s—l)_’\ds//Olﬁ.

Specialfallet A = 2/3 ger en liksidig triangel, medan A = 1/2 (formellt &n sa linge eftersom
A3 =11 sa fall) ger en halvremsa, se Exempel 0.0 nedan. A

9.6. Exempel (Rektanglar). En rektangel har fyra rita vridningsvinklar. Om vi férsoker med
r9 = —1 och z3 = 1, som ska avbildas

pa wg = —1 och w3 = 1, &r det bést hér, w=f(z) —L+ ib C

for att inte bryta symmetrin, att vélja 3 L 1+14b
r1 = —a och x4 = a, dir a > 1, som ska I
avbildas pa w; = —14iboch wy = 1+ib, —a ~171 Ta -1 1

dér b > 0 beror pa a. Ansatsen blir nu
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w=f(z)=Ag(z)+ B = A/Oz(s +a) V(s +1)"V2(s — 1) Y% (s —a)"/?%ds + B.

Pa liknande sétt som i foregaende exempel far vi att

o) = | e+ a) VR 1) 2 1) a) Rt —

/m

och att g(—1) = —g(1). Kraven att f(—1) = —1 och f(1) = 1 bestdmmer A och B, och vi far att

wf(Z)/OZ(S+G)1/2(S+1)”2(S DTG st// JT

For varje givet val av a > 1 far vi alltsa att f(—1) = —1 och f(1) = 1. Ddremot varierar liget pa
rektangelns 6vre sida med a. Eftersom ib = f(a) — f(1) och

g(a) —g(1) = /1a(t +a) V24 1) V2= 1)Vt —a) "V 2dt =

- T

far vi darfor att rektangelns lodriita sidor, for detta virde pa a, har lingd

Man kan visa att det till varje b > 0 finns ett a > 1 som ger en avbildning pa rektangeln med hérn
+1 och +1 + b.
I specialfallet kvadrat kan man direkt vélja brytpunkterna —1, 0, 1 och co. A

9.2 Avbildningar pa polygoner i C

I detta avsnitt ska vi konstruera Schwarz-Christoffelavbildningar pa polygoner som har ett — och
endast ett — horn i oo.

Lat 1 < w2 < x3 < ... < xp,—1 vara punkter pa realaxeln och x,, = oo € @, och antag att
-1 < X < 1for k=1,...,n—1 och, som forut, att \y + ... + A\, = 2, eftersom det totala
vinkeltillskottet maste vara 2m; det nya ar att

Ap > 1

9.7. Exempel. I figurerna nedan ger vi fem exempel pa hur det kan se ut nu nir A,, > 1. I samt-
liga fall har vi tre vridningar, av vilka en sker i oéindlighetspunkten (wi,ws € C, ws = o0) och
vridningsvinklarna — férutom den i oo — &r +m/2 eller +7/4.

1 pHET

Ay =1 A3 = 3/2 3 =2 A3 =5/2 A3 =3

Tfall (1) dr Ay = 1/2 = Ag;ifall (2) Ay = 1/4 = Ag; i fall (3) Ay = 1/2 och Ay = —1/2; i fall (4)
A1 = —1/4 = Xg; och i fall (5) A\ = —1/2 = \y. Eftersom vi kriiver att A1 + Ao + A3 = 2 far vi
dérfor ovanstaende viirden pa As i de fem fallen. A
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Vi later, som forut i fallet x,, = oo,

g ar analytisk och konform i C utom lidngs alla stralar som utgar fran punkterna xp € R och ar
riktade rakt nedat, och dessutom &r g kontinuerlig i punkterna x1,...,z,_1 eftersom Ay <1 for
k=1,...,n— 1. Faktum &r att g &r kontinuerlig &ven i z,, = 0o, som avbildning in i C:

9.8. Proposition (Kontinuitet i 0o0). g(z) — oo da z — oo 1 6vre halvplanet Imz > 0.

Bevis. Vi ska alltsa visa att |g(z)| — +oo da |z| — +00 och Im z > 0.

Lat R vara sa stort att |¢'(z)] > [z|*»72/2 och samtidigt |p(2)| < 7/3 i framstillningen
g (2) = |g'(2)]e?FefAn=2)Are2 43 |2| > R och Im z > 0; ett sadant R finns enligt Hjdlpsats
Lat 0 = Arg z. Vi kan skriva

z - RN z
2) = g(Re" Jr/ '(s) ds, e PR
o) =o(Re") + [ (o ) e
dér integralen nu kan uppskattas genom att parametrisera strickan | .’XG Y
fran Re® till z = |z|e® via s(t) =te?, t: R — |z|, dér 0 &r fixt: 0

_ ool _ x lal _
Z(A"72)6€ZG/ eup(s(t))|g/(t610)| dt| > Re/ eup(s(t))|g/(t610)| dt
R R

/ g'(s)ds
Reif

|2l

=] : : 1 [l , 1
= [ cositte g/t > 5 [ itz g [Tt an
R

R R

dir vi i steg * forst utnyttjar att [e?*»=2%¥| = 1 och sedan den elementira olikheten |w| > Rew.

Eftersom A, > 1 kan vi dra slutsatsen att |g(z) — g(Re")| — 400 da |z| — 400 och Imz > 0.
Men pa halvcirkelskivan |z| < R, Imz > 0 &r |g| begridnsad eftersom den &r kontinuerlig dér, sa
lg(z)] = 400 da |z] = 400 och Im z > 0, och beviset &r klart. |

Sats giiller fortfarande, med enda skillnaden i formuleringen att f(OH) nu &r en polygon
i C som passerar oo en gang; beviset gar igenom oforandrat.

En trevlig sak med Schwarz-Christoffelavbildningar av aktuell typ &r att vi ibland kan uttrycka
integralerna m.h.a. elementéra funktioner, atminstone nér vridningsvinklarna ér heltalsmultipler
av /2. Lat oss studera nagra exempel.

9.9. Exempel (Halvremsa). Vi har hir tva rita vridningsvinklar i positiv led: A\; = 1/2 = Aq.

Av symmetriskal véljer vi z1 = —1 och x5 = 1,

som vi avbildar pa w; = —1 och ws = 1. Vi w = f(2)

vet ocksa att x3 = oo avbildas pa wsz = oo en- (z3 = o0) ~7 N

ligt Proposition 0.8 eftersom A3 = 1. Ansatsen _TT_TT -1 . |
blir ‘ ‘ :

w=f(z)=Ag(z)+B= A/Oz(s +1)7Y2(s —1)"Y%ds + B.

Vi far har att

1 1 .
dt i
1) = t+1_1/2t—1_1/2dt:—i/ =,

och, analogt, att g(—1) = in/2. Kraven att f(—1) = —1 och f(1) = 1 bestdmmer A och B, och vi
far att

w= f(z) = % /Oz(s +1)7Y2 (s — 1)7Y2%ds.

™
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Funktionen f &r analytisk i omradet Qf, som &dr C férutom de tva nedatriktade stralarna fran
punkterna +1 (se figur nedan). I intervallet —1 < z < 1 kan vi skriva
2i [* 2 [7 dt 2
r)=— t+1_1/2t—1_1/2dt:—/ = — Arcsin z, —-l<z<l1.

fla) =2 [ e -y a2 [ 2
Eftersom Arcsin z #ir analytisk 1 omradet Qaycsin, som éir C med stralarna |—oo, —1] och [1, +00]
borttagna, ger entydighetssatsen (Sats [£44] pa s. BH) att f(z) = (2/7) Arcsin z i storsta gemen-
samma omrade ) dir bada dr analytiska, samtidigt som |—1, 1] C Q; omradet Q bestims alltsa av
att Imz > O eller —1 < Rez < 1:

Qf QArcsin Q

— . 1 T 1_
| |
| I

Vi &r endast intresserade av 6vre halvplanet Im z > 0, och dér kan vi skriva
2 .
f(z) = = Arcsin z, Imz >0,
7r

med kontinuerlig fortsdttning fran ovan till Imz = 0, da ju f &r kontinuerlig léngs realaxeln.
Observera att Arcsin z #r kontinuerlig fran ovan ldngs |—oo, 1] men inte lings |1, +00[, se Avsnitt
B3 sa uttrycket for f(z) ovan géller dven lings |—oo, 1] men inte lings |1, +o00]. A

9.10. Exempel (Trappsteg). Aven hir har vi tva riita vridningsvinklar, men en i negativ och
en i positiv led: Ay = —1/2 och A2 = 1/2.

Vi viljer att lata trappsteget ga w= f(z) 177
nedat; om det i stiillet ska ga uppat (23 = 00) o Al
blir rékningarna snarlika. Ansatsen blir PN — )

s -1 1 0 53

denna gang foljande: w I

w=f(z)=Ag(z)+ B = A/lz(s—i— 1)Y2(s —1)"Y2%ds + B.

For z =z > 1 far vi att

* T olt+1 Tot+1
g(z) = s+11/257171/2ds:/ —dt:/ dt
@= [ G+ C e [
= x2—1+1n(:c+\/x2—1):\/x—i—l-\/x—l—i—Arcoshx, x> 1,

se uttrycket for reella arcoshz i Avsnitt Funktionen
z—=Vz+1-vVz—14 Arcoshz

dr analytisk 1 C\]—o0, 1], och eftersom den sammanfaller med g(z) da z = « > 1 ger entydighet
att de 6verensstdmmer bl.a. i hela 6vre halvplanet Im z > 0.

Kravet att f(1) = 0 ger genast att B = 0, och eftersom g(z) > 0 da « > 1 far vi réitt avslutande
strale i bilden i w-planet precis da A > 0. Vidare,

S |

1 V1 —1t2

sa A =1 (det &r for ovrigt dirfér wy = im dr en lamplig punkt), och vi far till slut avbildningen

-1
9(71):/ (s+1)V2(s —1)"V2%ds =i dt = im,
1
w=f(z)= / (s+1)Y2(s —1)"2ds = Vz+1- vz — 1 + Arcosh z, Imz > 0,
1

med kontinuerlig fortséttning fran ovan till realaxeln; i detta fall innebér det att ovanstaende
uttryck for f(z) faktiskt giller dven da Imz = 0. A
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A

9.3 Avbildningar pa generaliserade polygoner i C

Vi ska nu, i ett tredje och sista steg, tillata att var avbildning w = f(z) enligt Schwarz-Christoffel
inte dr injektiv pa randen OH, men fortfarande vill vi att polygontaget f(9H) avgrinsar ett omrade
iC.

Till att borja med undersdker vi vad som héander nér vi tillater att Ay = =1 i en brytpunkt
xr, € R; tidigare har vi ju krédvt att —1 < A\;, < 1 i reella brytpunkter.

9.11. Exempel. Som tva mycket enkla men &nda illustrativa exempel studerar vi

g1(2) :/ s7lds (x1 =0, \y =1) och g-1(z) :/ stds (1 =0, \; = —1).
1 0

T
& w = g1(2) w=g_1(2)
VRN (w2 _: 00) PR =
0 10 0

I det forsta fallet dr zo = oo och Ay = 1. I &vre halvplanet Im z > 0, utom just i punkten
z =0, &r ¢g1(2) = Log z, och eftersom |Logz| > |In|z|| — 400 da z — 0 eller |z| — 400 kan vi
med kontinuitet sétta g1(0) = co = g(c0). g1 avbildar alltsa H bijektivt och konformt pa remsan
0 <Imw < 7, stralen ]0, +o00[ bijektivt pa linjen Im w = 0 och stralen |—oo, 0 bijektivt pa linjen
Imw = 7; dessutom antas saledes virdet w = oo tva ganger pa OH, sa ¢y dr inte injektiv pa OH.

I det andra fallet &r x5 = 0o och A2 = 3. L hela C &r g_1(z) = 22/2, och med kontinuitet kan vi
sétta g_1(00) = co. g—1 avbildar H bijektivt och konformt pa C \ [0, +o0o[, medan didremot varje
punkt pa stralen |0, +oo[ ér bild av tva punkter pa OH, sa g1 ér inte injektiv pa OH. A

Vi later, ndstan som forut,

/ (s — 1) (s —a9) 2o (s—ap_q) M ds om x, = 00,
9(z) =477

/ (s =) M(s—a9) ™ ..o (s—2p_1) M (s —x,) Mds omz, €R,

dér vi nu dven tillater att Ay = £1 i reella brytpunkter zj, och om x, = oo far \,, > 1; som forut
ska dock A1 + ...+ A, = 2. Hir maste utgangspunkten a # zy, for alla k sadana att A\, = 1 for att
vi inte (alltid) ska fa en divergent integral, och integrationsviigen fran a till z i Imz > 0 far inte
passera nagon sadan punkt xy.

Sats géller fortfarande, med den skillnaden i formuleringen att f(0H) nu forutsitts vara
ett slutet polygontag i C som avgriinsar ett omrade i C. Beviset gar igenom i princip oférindrat,
men for att bevisa att f(H) N f(OH) = @ maste man nu ocksa anvinda konformitet.

9.12. Exempel (Trekvartsplan med hinder). Vi ska nu avbilda évre halvplanet pa sektorn
—m/2 < Argw < m, men med strickan [0, ] undantagen.

Hér d&r Ay = 1/2 och A2 = —1, och
vi valjer z1 = —1 och xo = 0 for att
forhoppingsvis fa en enkel funktion. Ligg
maérke till att varje punkt w = v déar
0 < v < 1 nu blir bild av tva punkter
pa realaxeln: Strickan [—1, 0] avbildas pa -1 U
strickan [0, ¢], medan [0, +oo[ avbildas pa ‘ ‘
stralen fran w = ¢ riktad rakt nedat.

Ansatsen blir B
w= f(z)=Ag(z)+ B = A/ (s+1)"Y2s'ds + B.
0
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For z =z > 0 far vi att

Totdt 2
g(:c):/o \/H_1:§((x—2)\/x+1+2), x> 0.

Entydighetssatsen ger pa sedvanligt sitt att f(z) = A'(z —2)v/z + 1+ B’ bl.a. da Im z > 0, med
kontinuerlig fortséittning fran ovan till realaxeln, och kraven f(—1) = 0 och f(0) = ¢ ger till slut
att

f(z):f%(zfQ)\/erl, Imz >0,

som vanligt med kontinuerlig fortséttning till realaxeln; i detta fall innebér det att uttrycket for
f(2) ovan géller dven da Im z = 0.
I efterhand upptiicker vi ocksa att f(2) = 0, sa strickan [—1,0] avbildas pa striickan [0, ]

medan [0, 2] avbildas pa [z, 0]. A
9.13. Exempel (Liksidig triangel med hinder). I Exempel avbildade vi 6vre halvplanet
pa likbenta trianglar. Vi ska nu ldgga till ett inre Wy = wa = 1V3

hinder i en liksidig triangel, och behover darfor

ytterligare tva brytpunkter (fem i stéillet for tre). w= f(2)

Vi sdtter 1 = —a, x0 = —1, 23 = 0, x4 = 1 P

och x5 = a for a > 1, samt \y = 2/3 = A5, _;“a_;laoy 5 1,9 g

A2 =5/6 = Ay och A3 = —1. Ansatsen blir T R T ws =—-1 w; =1

w=f(z)=Ag(z)+B= A/Z(s +a) 2B (s +1)7%0s1 (s — 1)7%/%(s — a)"%/3ds + B.
0

Forhallandet mellan hindrets ldngd och triangelsidans léngd beror pa a > 1, och figuren ovan far
man i fallet a = 2. (Nér a ligger tillréickligt néira 1 #r denna kvot storre én ett och da avgrinsar
polygontaget inget omrade &ver huvud taget, jfr Exempel nedan.) Genom att avsluta med
lamplig skalning/vridning (A) och translation (B) far vi figuren uppe till hoger. A

Vi ska nu undersoka hur g ser ut néra en punkt zj dir A\y = 1. For enkelhets skull antar vi att
denna punkt #r 0, s att vi kan skriva ¢'(z) = h(z)z~! for nagon funktion h som #r analytisk i 0,
och h(0) # 0; da dr h(z) = h(0) + O(z). I Exempel @11 undersokte vi specialfallet h = 1, och det
allménna fallet blir likartat:

g(z) = /Z h(s)s™tds = /Z h(0)s™tds + /Z (h(s) — h(0))s™'ds
= h(0) /Z s tds + /OZ O(1)ds — /0‘1 (h(s) — h(0))s™'ds = h(0) Logz + O(z) + C

i nérheten av z = 0, om Im z > 0. I w-planet far vi dérfor en utskjutande halvremsa med bredd
|h(0)|7, och speciellt ser vi att g(z) — oo da z — 0, sa med kontinuitet siitter vi g(0) = oo.

9.14. Exempel (Avlopp). Ett enkelt avlopp (eller en enkel flodmynning) enligt figuren nedan
kan vi astadkomma med en Schwarz-Christoffelavbildning.

Vi sitter 27 = =1, 29 = 0 w= f(z)
och 3 = 1 samt \y = —1/2, (x4 = 0) PR :
X2 =1 och A3 = —1/2; vi far da o Ve e ] —v 3
en utskjutande halvremsa efter- —bi0d r 4\

som Ay = 1. Ansatsen blir
w=f(z)=Ag(z)+ B = A/ (s+1)"2s7 (s —1)Y%ds + B
1

(p.g.a. s~! far undre grinsen inte vara 0 hiir). Om z = 2 > 1 far vi med envariabelmetoder att

V2 -1 1
g(z):/ ; dt:\/folJrArcsin—fE, x> 1.
1 T

2
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Funktionen
T

1
Z z+1-\/zfl+Arcsin—f§
z

ar analytisk i C \ [—1,1]. Var funktion g &r analytisk i C férutom lidngs de tre nedatriktade
stralarna som utgar fran —1, 0 och 1, och sammanfaller med ovanstaende funktion da z =z > 1.
Entydighetssatsen ger darfor att f(z) = A'(vVz+1-+v2z—1+ Arcsin(1/2)) + B’ bla. i 6vre
halvplanet, med kontinuerlig fortséittning till realaxeln. Villkoren f(41) = £1 ger slutligen att

2 1
f(z):—(\/z—i-l-\/z—l—i—Arcsin—), Imz >0,
T z

med kontinuerlig fortsdttning till realaxeln.

I figurerna nedan visas stromlinjer for stromning ur avloppet (till viinster) respektive firbi
avloppet (till hoger); dessa dr kurvorna r + f(re?), r > 0, for nagra ekvidistanta 6 €]0, 7| re-
spektive x — f(z +ib), x € R, for nagra ekvidistanta b > 0.

55 .1\0( 2 2 - \8?_/ 2

A

9.15. Exempel (Bildens beroende av brytpunkterna). Vi avslutar med ett exempel som i
nagon man belyser vad som kan hidnda nir man varierar ldgena pa brytpunkterna z1,...,x,.

Vi vill avbilda H konformt
pa omradet utanfér en kofot

med odndligt langt skaft. Vi w= 1) ib

sidtter x1 = —a, o9 = 0 och B

x3 = 1 f6r nagot a > 0, och (3\74 = 00) . T §
vi vill avbilda dem pa w; = 0, a0 S 02 =

wy = ib och w3y = 0 f6r nagot
b > 0. Ansatsen blir

f(z) =Ag(z)+ B = A/Z(s +a)t/?s (s — 1)"Y2ds + B,
0

och pa detta vis blir f(OH) ett polygontag i C med ritt vridningsvinklar. Vi maste dock be-
stdmma a > 0 sa att |we — w1 | = |wg — we|, d.v.s. sa att |f(0) — f(—a)| = |f(1) — f(0)], for att fa
den 6nskade bilden; detta #r ekvivalent med att |g(—a)| = |g(1)|. Vanliga parametriseringar ger

att
- p— 1 P
o) =lat-al= [0y/T5qd o w@= o= [ 1/ ar

Man kan visa att a = 3 #r enda l6sningen till ekvationen o(a) = t(a), och da blir b = 3v/3/2.
I detta fall blir alltsa bilden den 6nskade, och den upprepas nere till vinster.
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Om a > 3 dr p(a) > ¥(a), och vi far en kofot med positiv bredd pa skaftet, vilket betyder att
punkterna w = u+iv med u > 0 och 0 < v < ¢(a) —(a) inte ingar i bilden av H, se figuren nere
i mitten; exempelvis dr p(4) = 7/2 + (5/4) arctan2 > 7/2 + (5/4) arctan2 — 57 /8 = (4).

Om déremot 0 < a < 3 dr p(a) < ¥(a), vilket snarast motsvarar en kofot med negativ bredd
pa skaftet, alltsa ett 6verlapp: varje punkt w = u + v med u > 0 och ¢(a) — 1(a) < v < 0 antas
tva ganger, se figuren nere till hoger; exempelvis dr p(1) =1 —7/4 < 1+ 7/4 = 1(1). I detta fall
avgrinsar f(9H) inte nagot omrade i C.

(@a=3) :| (a>3) ] (0<a<3)

LT

°5o
L
°

G

9.4 Diverse konforma avbildningar

Mébiusavbildningar. Med metoder fran Kap1tel[ﬂ kan vi avbilda omraden mellan tva disjunkta
C-cirklar pé en cirkelring, jfr Exempel [L.33] pa s. Det dr ocksa mojligt att avbilda omraden
mellan tva tangerande C-cirklar pa en remsa, jfr Ovmng [[14 pa s. 167

JOe @

z-planet z-planet z-planet , Mo6bius
z-planet z-planet z-planet w(z), Mobius

Potens och logaritm. Hér illustreras hur principalgrenarna till potens- och logaritmfunk-
tionerna avbildar omraden i 6vre halvplanet.

d im c
w=z"*0<a<?2 }
¢ 001 d
| il Cal !
¢ d0ald 0ad 1V d’ a’ 0 v
z-planet w = Log z

— «
w=2z%0<a<?2 (z = )
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Joukowskiavbildningen. En avbildning som dr av intresse i stromningsmekanik &r Joukowski-
avbildningen:

d d
e [ g a b ¢ e g h a bt
z-planet 1 1
w=g|*2 + — |, Joukowskiavbildningen
z
Hir foljer en (namnlés) avbildning som tar en remsa pa omradet utanfor tva parallella stralar:
f e d !
T d’
—ir @
. o . —e——o o)/ =—1—ir
a b c a
z-planet W=z e

Schwarz-Christoffel-liknande avbildningar. Tidigare har vi avbildat 6vre halvplanet pa
o likbenta trianglar (Exempel [0.5)
e rektanglar (Exempel [0.6])
e en halvremsa (Exempel [0.9)
e omradet ovanfor ett trappsteg (Exempel [0.10)
e cn remsa (Exempel [0.17))
o omradet utanfor en strale (Exempel [0.17])
o ctt trekvartsplan med hinder (Exempel [0.12])
e en liksidig triangel med hinder (Exempel [0.13)
e ett avlopp (Exempel [0.14)
o omradet utanfor en kofot (Exempel @.10).

Pa nésta sida foljer ytterligare nagra avbildningar som kan hérledas med Schwarz-Christoffels
metod.
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Forsta kvadranten (eller vre halvplanet, om vi bérjar med en kvadratrot dérifran) kan avbil-
das pa en ritvinklig krok, med samma bredd fore och efter kroken, pa foljande eleganta sétt:

/

C
—m/2+in/2
d :77/2
O |
+1
e <__ZT/_2_
0 } ~ de
a b c
z-planet

w = Artanh z — Arctan z

Man kan ocksa fa olika bredd pa armarna, med w = Artanh z — (1/k) Arctan kz for k& > 0.

Forsta kvadranten (eller vre halvplanet, om vi bérjar med en kvadratrot dérifran) kan avbil-
das pa omradet nere till hoger sa hér:

e/
e
v d
o %4
s
o 1!, - .
a b ¢ d d 0 d
z-planet
z—1
=2z+1L
w z + Log 1

Avslutningsvis kan 6vre halvplanet avbildas pa en plotsligt breddad remsa sa hér:

II !
o im
L/ VA

! /
0 a b

p O

ST Yy
K B
o

e
Q
&

e f a
z-planet oy B

w = Arcosh 2z-A-1 1 Arcosh A+ 1z —22
A—1 vV (A=1)z



Svar till 6vningar

1.1 (a) 100 (b) —7T+24i (c) —2/5
1.2 (a)z2=1+42i (b)z=xz+1i,x€R (c) Saknar losning
1.3 w12 = :l:(2 — Z)

1.4 (a) Belopp 2, argument —m/3 + 27n (b) Belopp /5, argument 7 — arctan2 + 27n
(¢) Belopp v/2/32, argument 7/4 + 27n  (d) Belopp 1, argument 77/6 + 27n (n € Z)

1.7z, = 2e™/10+207i/5 1y — 9 _1.0,1,2 (21 #r alltsa 2i)
1.8 p(z)=(z+1-i)(z+1+i)(z—1—i)(z—1+i)= (22 +22+2)(22 - 22+ 2)

1.9 (a) 21 =2+3i,20=—-1—i (b)) 212=2, 234 =—14+iV3, 256 =—1—14V3
(¢) zp = €2™/5 n=1,2,34 (d) 219 =i, 234 = (=1 £+/5)i/2

1.10 (a) Cirkelringen med centrum 1 — i, innerradie 1, ytterradie 4; yttercirkeln men inte inner-
cirkeln tillhér méngden  (b) Linjen y = —3  (c¢) Linjen z+y =0  (d) Omradet pa och
utanfér cirkeln med centrum —(4 4 4)/3 och radie 2¢/2/3  (e) Cirkeln med centrum 1/4
och radie 1/4, origo undantaget  (f) Ellipsen (/3)% + (y/5)? = 1 (bréinnpunkter +4)

1.11 (c) 4arctan2 = 7 + arctan(24/7)

1.13 Likhet rader precis da  (a) z ér reellt  (b) z ér imaginért
(c) vénstra olikheten: z #r reellt eller imaginért; hogra: z =0

1.15 Cupin = V2
1.16 /2 pa 6vre halvan (Im z > 0) och —7/2 pa undre halvan (Im z < 0)
1.17 Absolutbelopp 2 cos(f/2), principalargument 6/2

xr1T T2

1.19 Im(z120) =
(12) Yy Y2

= es-koordinaten for (z1,y1,0) X (22,y2,0)

1.20 (a) =2 (b) 0 (c) Existerar €]
1.21 Dy =C\ {+i}. f(¢) = 3i¢/2, men f(—i) kan inte definieras sa att f blir kontinuerlig i —¢

1.23 (a) wu(z,y) = (In(z? +y?))/2 och v(x,y) = arctan(y/x) da = > 0.
up = /(2 + %), uy = y/ (@ +y?), v, = —y/(@® +9?), v, = 2/ (@* +y?)

(b) (Hur kan man uttrycka f’ m.h.a. de partiella derivatorna nir f’ existerar?)
1.26 (d) u och v &r C' och uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer, och f' = 1/(re®) =1/z

193
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1.28

1.29

1.30

1.31

1.32

1.33

1.36

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

Svar till 6vningar
(a) f #r deriverbar pa linjen y =2  (b) f &r inte analytisk nagonstans
f(z) = 2% —iz2 +iA, diir A ér en reell konstant
f(z)=Az+C,dir Ac R, CeC
(a) —iz—22+A+i (b) Saknas (c) Az—iz>+C (d) ze* +iA (AeR, CeC)
a=—1,och da blir f(2) = —i22 +2iz—1—1i
f(z) = (1—2i)(z® - 3iz?)/5
u och v konstanta
Parabeln u = (v/2b)? — b2, v € R, om b # 0; stralen u > 0, v =0o0m b= 0

(a) log(—1) = i + 2nmi, Log(—1) =mi

(b) log2i = 1n2—|—m/2—|—2nm Log2i =1n2+ 7i/2

(c) log(—=1+1i) = (In2)/2 + 3wi/4 + 2nmi, Log(—1+1i) = (In2)/2+ 3wi/4

(d) log(—v/3 — i) = In2 4 77i/6 + 2nmi, Log(—v/3 —i)=1n2—57i/6 (n€Z)

(a) Sann  (b) Falsk; —2mi  (c) Falsk; —2mi  (d) Falsk; 47

In2 5 In2 197 In2 5
f( i) 5 +1i 1 g( i) = i h( ) - +z—4

f(1) = —2mi. Grénsvirdena ér 3(In2)/2 — i157/4 respektive 3(In2)/2 — 7w /4
(f(z)=In|z|+1i0(2), dar —157m/4 < O(z) < —Tm/4)

(a) Cirkeln |w| = e® (b) Stralen w = re®, r > 0
(c) Ovre halvplanet v > 0 (d) Forsta kvadranten u > 0, v > 0 utanfor cirkeln |w| = 1

(a) i+ 2nmi (b) mi + 2nmwi  (¢) wi + dnmi (nez)
(d)1+4i (e)1+4i+2nmi (f)1+4 (g) 1+4i—2mi

I svaren nedan ér, i samtliga deluppgifter, 6;(z) och 62(z) kontinuerligt varierande argu-
ment for (z + ) respektive (z — i) i aktuellt omrade.

(a) f(z) =In[z%+ 1] +i(61(2) + O2(z) + 27), dir —37/2 < 012 < 7/2; f(1) = In2+ 2mi

In |22 + 1| + i(61(2) + 02(2)), dir —7/2 < 61 < 37/2, =37/2 < 0 < 7/2;
In2

z) =
1) =
(¢) h(z) =In|z2 41|+ i(61(2) + 02(2)), dir 1(—1) = —57/4 och O(—1) = 57 /4; gréns-
véardena blir In 2 — 27i respektive In 2 + 274

z=x(1+i)/r/d+nr,n=0,1,2,...eller z=4(1 —i)\/—n/d+nm,n=1,2,3,...
Omradet mellan de tva kurvorna r = exp(£v72 — 02), —7 < 0 < 7, dér z = re??

(a) (1 +iv3)/2 och —1; PV = (1 4iv/3)/2 (b) 2™ Himln2 p c 7. PV = ¢inln2
(c) e=™/2+2n7 € 7; PV = e~ 7/2 (d) —2 + 2i (enda virdet, tillika PV)



2.12

2.13

2.14

2.16

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.26

2.27

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

195

(V3+1i)/6

(a) 17 = e=2nmvHi2nms € 7 PV = 1
(b) Alla viirden har belopp 1 < z € R; principalvirdet dr enda viirdet < z € Z

(a) e2mmi/3 4 enmi/2 = 0,1,2, n=0,1,2,3, d.v.s. foljande tolv olika viirden:
2,0, 144, (1+£iv3)/2, (=3 +1iv3)/2, (-1 £i(2+/3))/2 (fyra st.)
(b) F(e'?) = /3 — et/ for —m/2 < p < 3m/2; f(~1) = —(V2—1)/2+i(v3 — V2)/2

() Tex. a=1/2,n=2,2=i = (") =(=1)"/2 =44, men z°" = i' =
(f) Tex. a=1/2=8, 2= -1 = 2% = (+i)(£i) = £1, men 22 = (-1)! = -1

a) cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh z sinh w

b) sinh(z 4+ w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w

¢) tanh(z + w) = (tanh z 4+ tanhw) /(1 + tanh z tanh w)
d) cosh? z —sinh? z = 1

(
(
(
(
(a)ie  (b) (cosh1)/v/2+i(sinh1)/v2 (c) (15+ 8i)/17

(a) z=2nm+iln(2++3) (b) z=n/4+nw —i(In2)/2 (nez)

sinz = sinx coshy 4 i coszsinhy,  |sin z|? = sin® z 4 sinh? y

(a) Ellipsen (u/coshb)? + (v/sinhb)? = 1 om b # 0; striickan |u| <1, v =0 om b =0

a
(b) Hyperbelgrenen (u/cosa)? — (v/sina)? =1, u > 0
(¢) Den del av hégra halvplanet u > 0 som ligger utanfor stralen v =0, u > 1

(a) z=logw, w#0 (b) z = —ilog(w + (w? — 1)1/2), alla w
) 1—w

— —ilog(iw + (1 — w?)"/2), all d)yz==21 +

(c) z tlog(iw + (1 —w*)Y/9), allaw (d) =z 20g1+iw,w7é )
1 5

z:ﬂ,neZ,eHerz:i E+2nﬂ'—|—iln V5 ,neZ

2 2 2
7(0) = —1/2

2+ (: oy (30 —it®) + it +it?)) (1 + 2it) dt)

(a) I=—4, J=4i () I=-4,J=2ri (c)I=—4,.J=—6ri

it . int 1 .
Fn(Z): 7’L+17 n?éiv In: TL+1 9 n#iv
Logz, n=-1. in/2, n=—1.

(In2)/2 — 5mi/4; nej
—2i; en primitiv & —(1 + Logz)/z

2 —am
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3.7

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

Svar till 6vningar

(1+Z) —z’(7”;2+2)
T+ In(1/r)

(b) 11(r)| < 2mr - T

da0<r<1,sal(r)—0&dvendar — 0t.

(a) 1 =27, [, =0 (b) 1 =0,I=0 (c) 1 =2mi,I=0
(c)0

27 cos 2 respektive —27i sin 2

2misinl

6miz om z ligger innanfor C' och 0 om z ligger utanfor C
—4mi/3

7/3 —4V/3

(a)

L4 N —1+i2V2 16v/3
/() e mieney o] (2525

Maximum = 27+/2/4, minimum = 0
(Observera att minimum i detta exempel antas i inre punkter, z = —1/2 och z = 1)

(a) 32/3 (b) 4—2v2 (c) Divergent (d) —57/4
Konvergent men ej absolutkonvergent
(a) Ja, konvergent (b) Ja, divergent (c) Nej, divergent  (d) Nej, konvergent

@)oo (b)2 ()0 (d) V3 (e)el/?

In(l+xz)=x—2%/2+23/3—2/4+...; konvergensradie R = 1
(a) ﬁ da |z| < 1, divergent da |z| > 1

4 3 57
(b) 2 (c) divergent (=c0) (d) 6 (e) 41n§ (f) 36 ln§ 7

e = cosx +isinx
(a) Abs.konv. (b) Div. (c) Div. (d) Abs.konv. (e) Konv., ej abs.konv.
(@) 1/5 (b)) V3 () V2

z z+22

® g O gy ©

—Log(1 — z)
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0, B/m € Z,
4.11 " = ——— dér Rez <0, div. annars; grinsvérdet =
Z {(cot(6/2))/2, B/ ¢ L.
4.13
< 2k 22 LA 6
k=0
' 2, 2k+1 z3 25 27
SthZ: ;m, :Z+§+_+7+, ZEC
B > (1) 2k B 2 A4 L6
cosz = kZ:OW —1—5—1—1—&—1—..., zeC
) B > ( l)k 2k+1 7 23 5 27
smszzio k1) =z 3!+5! 7!+..., ze€C
23 225 T 2 922
4.14 = — +—+... — =1—-=-—-— 1
OO R N D N O O E S T - E
5024
(¢) f(z) = —4+8 tTZ+ |2 < In2
4.15 20!/10!
1 1 X,i , i oz—2i  i(z—2i)? _
4.16 - =— =)'z —2i)" = —= cen |z —2 2
@) = gy ) =) = g T T il <
1 1 & n n 1 i(z—2i)  3(z—29)
(b) 2—2:——n:0(n+1)(—) (z — 29) ainrie , T |z —2i| < 2
i i, (z—20)" it i(z—2i) (2 —2i)? ,
( )Longln2+?f;(§) =In2 5 5 5 |z—2i| < 2
- 1 - 11 1 1
n+1l_n __ 2 n, —n __
4.17 (a)ngl(_n =4zt (b);(_n R e e BT
- 1
(C)*Z(z+1)n:*?71*(z+1) (z+1)% -
n=—1
- 1 1 1 1
d +1) "= + + + + ...
();(Z : (z+1)?  (z+17°  (z+1D' (z+1)°

e) — izx’““(z +1/2)% = 4 —16(2 +1/2)* — 64(2 + 1/2)* — 256(2 4+ 1/2)° —

() i(z(_§;:+1 +i§i3)3ﬁ - <zi2 (2—22)2+"'>+<%+Z92"')

n=0 n=0
> AN > An—1
zZ—1 —1 . .

(g) E ﬁ—l—g ((z)z)” iringen 1 < |z —i| < V2

n=0 n=1

I (D)™ 1 X 1—2(-1)" e < "1

4.18 - g - g —_—2" b — g — g — | 2"

(a) 8 n=0 2 ! 72 n=0 3" ’ ( ) n=1 2" ! n=0 ’ k=0 k! )

= (—=1)k 1 1 1 1 1 1 1
7 | = =14+ = = — —
(e) 1;0 (2k + 1)1 \ 22k * 22k+1 * z  3lz2 3123 * 5! 24 + 5125
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4.19

4.24

4.25

4.26

4.27

4.30

4.31

4.32

4.35

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.11

5.12

5.13

[f@(0)] < 6e

Ja, eftersom hopningspunkten inte ligger i {2
(a) Nej (inte ens en kontinuerlig f)  (b) Nej
(a) f(z) =2°

f(0)=1; R=2m

(b) f(z) = 4z

(c) Finns ingen

b)a=1,6=0,c=1/6,r=m

(a) z =0 (dubbelpol), z = —1 (hévbar)

(b) z =0 (visentlig)

(c) z = £i (enkelpoler)

(d) z =0 (enkelpol), z = 2nwi, n # 0 (dubbelpoler)
(e) z =m/2+ nw (enkelpoler) (neZz)

(¢) Nej (och ddrmed inte heller nagon analytisk funktion)

(a) 1/24 (b)0 (¢)0 (d) cosl

Nej, inte nédvindigtvis: ett motexempel #ir f(z) = 1/(z — 20)?

(a) Res f(z) = (1 =4)/4, Res [f(z) =(=1+14)/4

(b) lz%:eosf(z) =0, Zlieiszf(z) = +(icosh1)/2

(c) Res f(2) =1, Res f(z) = =5/2¢

(d) Res. f(z) = nmi/2 (hdvbar singularitet i z = 0)

() Res f(z) = 1/6 (jfr ovning E3T), Res f(z) = (=1)"/(n7)?, n # 0
0 B /)=

Svar till 6vningar

(c) Ja, teex. f(z) = (sinmz)/(nz)

(d) f(2) = (z* —iz)/2

(n€Z)

(a) (1 +d7n/2 (c)im(2—5/e) (d)0 (f) —6mi
(a) misinhw  (b) 2w (¢) —2mi/3
(a) C_1 = 1 (b) C_1 = -1

2m ™ T 3 2n)! 7 (Cn-1! 7
mi/3
(a) 72 (b)) ©/6 (c) 37/16
™2

3 v L+ 1o v I — I T re~lal/2

@ h=50 h=gp b= =" h=—5— =5 2
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7 Ccos 2 m(cos1l+sinl)

(b)

2e4 e

(a) m (b)) mrda|w| <1;7/2daw==£1;0da |w| >1.

(a) a =27/5

(a) 1 (b) S — (kan ocksa skrivas, lite mindre elegant, som w)
16 2 cos(ma/2) sin(ma)

4 /15

V27/4 (bada tva)

2 /4

72/6

(b) Nej, |I.(7)| behover inte bli obegriinsad nir e — 0F (1at t.ex. f(z) = 1/2%).

Ar, argw = —m/2, Ap,argw =27, Ap,argw =0

1
2
A<0 A=0 0<A<6 A=6 A>6
I vénstra halvplanet Rez < 0 : 3 3 4 2 2
Pa imagindraxeln Rez =0 : 0 1 0 2 0
I hogra halvplanet Rez > 0 : 1 0 0 0 2

Tva nollstdllen om —2 < A < 0, ett om A < —2 eller A > 0, men inget om A =0

lingd(C) maxc |fg' — 'y t*S/ (f(2)d'(2) = f'(2)9(2)) dz
A= — duger; o(t)—p(s) = :

2 minc((f] —Jo)? T =5 o @ ) + 59D

(a) po = v3 p1 = y?>+ 1, po = y, p3 = —1; Sturmkedja; tva nollstiillen i viinstra

halvplanet, inget pa imaginiraxeln.

(b) po =y + 6y, p1 = —3y> +2, po = —58y/9, p3 = —2; Sturmkedja; tre nollstillen i
vénstra halvplanet, inget pa imaginéiraxeln.

(¢) po =1y®— 10y + 25y, p1 = y* — 105> + 25; ej Sturmkedja, ty pi(£v5) = 0 (dub-
bla nollstéllen); p(z) = (22 + 5)2(z + 1); ett nollstille i viinstra halvplanet, fyra pa
imaginédraxeln.

(d) po=y" —3y° + 4y’ =5y, p1 = 29° — 25" +y* — 6, po = 20° — Ty /2+ 2y, p3 =
—3y*/2 + y* + 6, ps = 13y*/6 — 10y, ps = TTy*/13 — 6, ps = 601y/77, pr = 6;
Sturmkedja; fem nollstéllen i véinstra halvplanet, inget pa imaginiraxeln.
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6.11

7.1

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.13

Svar till 6vningar

(€) po=y'+y’ =2y p1 =y’ —y*—3y+1,pp = -3y —5y+2,p3 = —19y/9+7/9,ps =
90/361; Sturmkedja; tva nollstéllen i viinstra halvplanet, inget pa imaginéraxeln.

(£) po=y+y'+y°—2y>—3y—2,p1 = 2y" +2y° +5y° +y+2, po = 3y /2+ 5y 2+ 4y +2,
p3 = —(17/9)(y* + y + 2); Sturmkedja; tre nollstillen i viinstra halvplanet, inget pa
imaginédraxeln.

(8) po=9"=3y°—y*+y+2,p1 = 207 +3y° —dy® +y—2,p2 = 3y* /24y +3y7 /22y -2,
p3 = —(17/9)(y® + y — 2); ¢j Sturmkedja ty p3(1) = 0 (enkelt nollstiille); p(z) =
(z—1i)q(2), dir q(z) = 2°+ (2410)z* + (= 1+ 20) 23+ (=54 2i) 22+ (=3 — i) 2+ (2 — 2i),
alltsa polynomet i (f); tre nollstiillen i vénstra halvplanet, ett pa imaginédraxeln.

(h) po=14+20"+9 p1 ="+ 0"+ 20 + 307+ 1, p2 = v + 207 +y, ps = —y° =297 - 1;

ej Sturmkedja, ty ps har precis ett reellt nollstélle « (enkelt, —2 < «a < —1, ses med
funktionsunderstkning); faktorisering ger, m.h.a. ps,
p(z) = (23 4+ 22 = 1)(2° - 2iz2 +1i) = (22 + 22 = 1) (2 —ia) (2* +iaz® — a?2% —i(a® +
2)z + (a* + 2a)), och dessa tre faktorer har i tur och ordning 2, 0, 2 nollstéllen i
vénstra halvplanet och 0, 1, 0 pa imagindraxeln, s& p har totalt fyra nollstdllen i
vénstra halvplanet och ett pa imaginédraxeln.

(a) p1 =8 —4z+22% + 423 py =48 — 402 + 3222, p3 = 1280 — 640z, py = 1228800; ja.
(Som synes blir koefficienterna snabbt gigantiska, men detta kan undvikas genom att
dividera med ldmpliga positiva faktorer: vi far (nya) pa = S3(p1/2) = 12 — 102+ 822,
p3 = S2(p2/2) = 80 — 40z, ps = S1(p3/40) = 48.)

(b) p1=34+(2-3i)z+ (=3 +14)2%, pa = —1 + (15 — 2i)z, p3 = —228; nej.

(a) C()‘F(C’l*CO) Rew (b) COﬁL(Cl*CO)(AI‘g’w)/TF (C) Co+(01700)(1n|w|)/(lnR)

(a) z = nm, n € Z; f fordubblar skdrningsvinklar dér.
(b) 212 = (£V/3 +1)/2 (fordubblar), z3 = —i (fordubblar) och z4 = 0 (femfaldigar).

c¢=0:1med zp = b/a f6ljd av 2 med o = a/d;
c# 0: 1 med zg = d/c foljd av 3 f6ljd av 2 med 0 = —(ad — be)/c? f6ljd av 1 med 2o = a/c.

z+1 B 2z o (14i9)z )
pogy bw=1-—z (c)w= (d) w=- 1 (alla entydiga)

(a) w

z—1
(b) Medurs ~ (c) |w| > 1
@2 ()2 (c)i/2 (d)2 (e)18i (f)oo (g) (4+2i)/5
(a) Imw=0 (b) w[<1 (c)Rew=0 (d)[w=5/3[>4/3 (e)|w—(-1+2i)=2

(a) finns ingen

1—-=2 A=z
b) t.ex. w =2+ 2i =24 21—— =1 2 11
(b) t.ex. w 1—|— 1 (w)\ + z)\+z,|)\| , A= 2, ger alla)
-z z—1

t.ex. w = =—— - —— |Al=1,3— A 11
(c) teex. w 5,8 (w 5 274’|| , 3= A, ger alla)

4 _ 2
w+§(1+z) >3 Rew > Imw

(a) (3 —5)/2 (entydigt, enligt 6vning [T.12))
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1/2
) (principalgrenen till (-)'/2)

(enda friheten dr multiplikation av hégerledet med A € C, |\ = 1)

(1422 +(B-4)(1—2)? '
S A Gz (nivdist)

{weC: Rew >0, w# +i}
(a) 4sinh2  (b) 2min(C, ) sinh 2

(Grénsvirdet fran hogra) — (griansvirdet fran vinstra) = —m
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algebrans fundamentalsats,
analytisk fortséttning,
analytisk funktion, [I3]

hel, se hel funktion
andragradsekvation, [I]
arcusfunktioner,
argument, [

principal-, @

-principen, 137

-tillskott,

begrinsad méngd,
Bernoullitalen, [[3T]

binomisk ekvation, ]
bagelement, se |dz|
baglingdsintegral, [

bagvis sammanhidngande méngd, [7]

Cauchy-Goursats sats, [51]
Cauchy-Riemanns ekvationer,
geometrisk tolkning, 4]

i poldr form,
Cauchyindex,
Cauchys

integralformel, [47] [71]

for derivata, @8] [71]
integralsats,
olikheter,
C—cirkel,
cirkelskiva,

punkterad,

sluten,

oppen, se cirkelskiva
cirkeltag, se kedja av cirkelskivor
ck,

D(c,r), se cirkelskiva
derivata, [0

de Moivres formel,
differentierbar funktion,
divergenstestet,

enkelt sammanhéngande, se omrade
entydighetssatsen, [[3]

Euklides algoritm,

Eulers

formler,
identitet,
exponentialfunktionen, [IT]

fjairdegradsekvation, [
flertydiga beteckningar, [31]
flerviird funktion, [20]
gren till, se gren
Fourierintegral, se integral
Fourierserie, se serie
Fouriertransform,
funktionaldeterminant, [17
funktionalmatris, [0} [17
funktionselement,

I'-funktionen,
Goursats sats, se Cauchy-Goursats sats
Greens formel,
gren, [21]

till sammansatt funktion,
grinsvirde,

harmonisk funktion, 5]
hel (analytisk) funktion,
hopningspunkt, [6]

hyperboliska funktioner,

indragen kontur, se kontur
induktion,
inre punkt,
integral
av rationell funktion,
av trigonometrisk funktion, [[04]
Fourier-, 42
inversa funktionssatsen, [17
isolerad punkt, [6]

Jordans lemma, [17] 123]

kedja av cirkelskivor, [T, 56,
kompakt méngd,
konform avbildning, [77 I8, 154]
kontinuitet,
kontur, [7]

indragen, [14]

nyckelhals-, 117
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tartbits-,
konvergens
-radie,
-ring,
-skiva, [63
likformig,
kurva, [0l
deformation av, [54]
enkel, [7]
lingd av, [0
sluten, [
styckvis Ct, [
tangent till, [7]
kurvintegral,
kvotkriteriet,

Laurentserie, [70, [74]
Liouvilles sats,
logaritm,
existens av lokal, 53]
principal-, 20] B4
-tillskott,
lokal injektivitet,

Maclaurinserie, [69,
konvergensradie, [T,
standardserier, [[2]

Maclaurinutveckling med restterm
i integralform,

i ordoform,
maximumprincipen, [56]

i begrinsade omraden,
medelvardesegenskapen,
medelvirdessatsen,
meromorf funktion,
ML-uppskattning,

Moreras sats, [31]

multipelpunkt,

multiplicitet, 84]

Mobiusavbildning,
med reella koefficienter, [[G1]

nollstélle, [84]
isolerat,
multiplicitet av,
nyckelhalskontur, se kontur

0,

w,

omgivning,

omrade, [7]
enkelt sammanhingande, [[5] 43]
konvext, (3]
stjarnformigt,

O(z"), 19

parallellogramlagen, [4
partialbraksuppdelning,
partiell integration,
partiell summation, [70
Picards sats,
pol,
beréikning av residy i,
ordning av,
polygontag, [7, I3
polér form,
positiv orientering,
potensfunktion,
potensserie, [62]
dubbelsidig,
koefficienter,
entydighet hos,
konvergens pa randen, [64]
konvergensradie,
likformig konvergens,
multiplikation, [77]
termvis derivering, [65]
termvis integrering,
primitiv funktion,
existens av global,
existens av lokal,
primtal, 127
principalargument, se argument
principalgren, 21}
principalkvadratrot,
principallogaritm, se logaritm
principalvirde
i Maple,
pa integral,
pa logaritm,
pa potens,
pa serie,

randpunkt,
regularitet, [13]
rektangulédr form, [
residy,

-berékning,

-satsen,
Riemannhypotesen, [34]
Riemanns avbildningssats,
Riemannsféiren, [155]
Riemannyta,
rotkriteriet,

Rouchés sats,
Routh-Hurwitz kriterium, @47

Schur-Cohns kriterium, I57]
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Schurtransform,
Schwarz-Christoffelavbildning,
fran cirkelskiva,
lista med exempel, [T9T1]
serie,
absolutkonvergent,
divergent,
dubbelsidig,
Fourier-,
geometrisk, (I [66]
jamforelse med,
konvergent,
potens-, se potensserie
singularitet, [47],
isolerad, [86]

hévbar, BT
karakterisering med belopp,
pol, se pol

visentlig, BT
skiva, se cirkelskiva,
sluten méngd,
slutna holjet, [6],
spegelpunkt,
stereografisk projektion,
Sturmkedja,
submedelvirdesegenskapen,

Taylorserie, (9, [70]
topologiska begrepp,
tredjegradsekvation, [4]
triangelolikheterna,
trigonometriska

funktioner,

integraler éver hel period, [[04]
tartbitskontur, se kontur

variabelbyte
vid primitivbestdmning,
vid residyberikning,
vid serieutveckling,

(-funktionen, 125l

Oppen méngd,
Oppna avbildningssatsen,
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