Linkopings universitet Utbildningskod: TATA45
Matematiska institutionen Modul: TEN1

Tentamen 1 Komplex analys
2025-01-18 kl 14.00-19.00

Inga hjalpmedel. Fullstdndiga l6sningar kriavs, om inget annat sigs i uppgifterna.
Tentamen bestar av tva delar: A och B.
e Del A bestar av 3 uppgifter, numrerade 1-3, viarda 3 poéng var.

e Del B bestar av 3 uppgifter, numrerade 46, viarda 3 poang var.
Med godkind uppgift menas en uppgift som bedémts med minst 2 poéng.

For godkénd tentamen (betyg 3/4/5) riacker krav K1 och K2, dar
K1: 1 poédng pa uppgift n eller — men inte for 6verbetyg — UPGn godkénd (n = 1,2, 3).
K2: 3/4/5 godkénda uppgifter och 8/11/14 poéng totalt, dar 1/2 bonuspodng upp till 8 poang
for betyg 3 erhalls vid behov om 2/3 UPG-omgangar ar godkéanda.

Notera: Rattningen kan komma att avbrytas ifall det star klart att kraven for godként betyg
inte langre kan uppfyllas.

Svar finns preliminért kl 21.00 pa kursens hemsida.

Del A

1. (a) Bestam alla hela analytiska funktioner f = u + v sadana att
u = Re f = 2%y + ¢” cos y.
(b) Los ekvationen
inhz = —-.
sinh z 1
Svaret ska ges i rektangular form a + b, a,b € R.

(c) Lat Q vara C med positiva imagindraxeln borttagen och lat g(z) vara den gren
till log z i © som uppfyller g(1) = 0. Bestdm g(—2) och ¢'(—2) i rektangulér

form.
2. Lat 43
2
f<z>_ 22_2_2'
(a) Bestam Maclaurinserien for f, och ange seriens konvergensradie R. (1p)
(b) Bestdm Laurentserien for f i cirkelringen 1 < |z — 1| < 2. (2p)

3. Bestam antalet nollstallen som polynomet
p(z) = 2* + 5iz? + 252 — 16
har i foljande omraden: (a) Rez <0, (b) |z| < 1. (2p+1p)

Var god vand!



Del B

4. Berakna med residykalkyl

/ > dx
o (2+1)2(x2+9)
5. Lat © vara omradet mellan cirklarna |z| = 2 och |z — 1| = 1 1 z-planet.

(a) Bestdm en Mobiusavbildning som avbildar €2 pa remsan 0 < Imw < 1. (1p)

(b) Bestdm en konform avbildning som avbildar  pa cirkelskivan |w| < 1. (2p)

6. Berakna -
I(a,w) = / ta et g, 0<a<l1, w>0,
0

genom att integrera en lampligt vald funktion langs randen till en indragen kvarts-
g g
cirkelskiva
{z=7re?€C: e<r<R, a<f<a+n/2}

for en lampligt vald vinkel . Svaret far innehalla den sa kallade gammafunktionen

[(x) = / t"te~tdt, x> 0.
0




1.

(a)

TATA45 Komplex analys 2025-01-18, 16sningsskisser

Eftersom
Au = ujy, +uy, = (2y +e* cosy) + (e cosy) =2y # 0
utanfor linjen = 0 &r u inte harmonisk i R? och darfér finns ingen hel analytisk f sadan att
u = Re f. Svar: Ingen sadan f finns.
Satt w = e*. Da ar w # 0 och
w—1/w 3w

3 1
_Z:SinhZ:T & w2+7—120 & wzaellerw:—Q,

vilket ar ekvivalent med att z = log(1/2) eller z = log(—2), d.v.s.:
Svar: z = —1In2+ 2n7w eller z =In2 +i(w + 2nw), n € Z.
Varje gren till log z i Q kan skrivas g(z) = In |z|+i 6(z), dar 6(z) &r ett kontinuerligt varierande
argument for z i Q. Kravet 0 = ¢g(1) = In|1| +:0(1) ger (1) = 0, vilket &r ett argument for
z = 1. Eftersom vi inte kan passera positiva imaginiraxeln (rita figur!) maste vi ga medurs
till z = =2, och darfor ar 0(—2) = —x. Till sist, ¢’'(z) = 1/z, sa vi far:
Svar: g(—2) =In2 —im och ¢'(-2) = —1/2.

- 1 z+3 Z+3 —-2/3  5/3
2. Att "= < 1 och att = = —
nz:;)q 1iqnar|q| och att f(z) 22—2-2 (z241)(=z-2) z+1 z-2
ger oss foljande utvecklingar i de tva omradena:
(a) f har singulariteter (poler) i z = —1 och z = 2, sa Maclaurinseriens konvergensskiva &r

3.

(a)

|z| < 1, d.v.s. dess konvergensradie R = 1. Vidare,

2 1 5 1 2 n P=/Z\n
f(z):_g'1+z_6'1—z/2:_§z(_z) —52(3)

n=0 n=0
— ;;(1)%" - %;;—Z 2] < 1, R=1.
f<z>=zi/f+f—/32=/ 1w<|1j|<12/:_§'w1+2+g'w11
TRt T i e )
__%:0(_1)";#%2#, 1<|z—1] <2

Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2% + 5i22 + 252 — 16 niir z genomldper kurvan
I'r = Cg + IR (se figur nere till vanster).

Pa Cg far vi tillskottet Ay, argp(z) = Ay arg 2 + Ag,, arg(1 + 5i/2% + 25/23 — 16/2%) —
4-74+0=4r da R — oc.

Pa Ig far vi p(z) = p(iy) = (y* — 16) +i(25y — 5y?) = (y* — 16) + i 5y(5 — y) = u + iv,
y : —R — R, och nedanstaende teckentabell samt kurva w = p(z) da z genomloper Iy:

ANY Av
Cr I yll<|-2l<]o|<|2]|<]|5]|< : w(IR)
B . wl[+] 0 [—]= 0+ |+|+ (50 T v
x v =T =1=Jo[+[+[+]0]= :

Dessutom far vi av gradskél att v/u — 0 da y — +o0o (u drar mer &n v), och detta tillsam-
mans med tabellen ovan ger skissen ovan till hoger, dar vi ser att A, argp(z) — —2r«
da R — oo. Eftersom poler saknas blir antalet nollstillen i vénstra halvplanet darfor
(1/2m) limp oo (A, argp(z) + Ay, argp(z)) = (47 — 27) /2w = 1, enligt argumentprincipen.

Svar: Ett.



(b) Sitt f(z) = 25z och g(z) = z* + 5iz? — 16. P4 hela cirkeln |z| = 1 dr |f(2)| = |25]|z] = 25
och [g(2)| < |z|* + |5i]|z|? + |—16| = 22 < 25, s& |f(2)| > |g(z)| for alla z pa denna cirkel.
Enligt Rouchés sats har darfor p(z) = f(z) + g(z) lika manga nollstéllen i |z| < 1 som f(z),
d.v.s. ett. Svar: Ett.

4. Eftersom integranden ar jamn kan vi skriva den sokta integralen

1—/00 (e L dar J—/OO (e
Jo @ +1)2(@?+9) 27 S (22 1)2 (2% +9)

Satt f(z) = 1/((22 +1)*(22 +9)). Lat L vara strickan fran —R till R och C}; halvcirkeln fran
R till —R i 6vre halvplanet och sitt T'r = Lg + C} (rita figur!). Om R > 3 s& édr f analytisk
pa och innanfoér I'g férutom i dubbelpolen z = i och i enkelpolen z = 3i. Enligt residysatsen och
sedvanlig residyberdakning ar darfor

— o _ ()P +9) T (P41
/LHCJ(Z”Z2“(5fff(z)+§_%§f(z)) / &)= = 21 /

2 1 -2
= 2mi (z+49) 2" +9)” )‘_,—l—(dzti)
z=1 E(Z +9)‘z:31
2 1 -2
27m< 2(z+i) (22 +9)7! (z+i)72(22+9)7222)| +('Z;7)| )
=t z z=3i
2 1 om
(64z 2. 647 64z 6~64i) g5 3 )

Vidare,

R
/ f(z)dz:/ f)ydt — J, R — o0,
Lgr —R

och en ML-uppskattning ger, eftersom |22+ 1] > [2|>—[1| = R?*—1>0och |22 +9| > R? -9 >0
pa C’;{ om R > 3, att

-mR — 0, R — o0,

f(z)dz| <

1
ch (B2 —1)*(R? - 9)
av gradskal, sa [+ f(z)dz — 0 da R — oo.
R

Lat nu R — oo i (x). Da far vi att J 4+ 0 = 57/96, sa I = J/2 = 57/192.

o7
Svar: 1—92
5
(a) (a 00)
w ~
1 CQ
0 Cy

Rand avbildas pa rand under Mobius, sa vi ska avbilda C; : [z — 1] =1 och Cs : |z] = 2 pa
linjerna C : Imw = 0 respektive Cy : Imw = 1 (omvént skulle ocksa ha gatt bra). Cy och
Cs har precis en gemensam punkt, z = 2, som darfér maste avbildas pa den gemensamma
punkten for C'l och 6'2, alltsa w = oo.
Med w(2) = oo kommer C; och Cs bli tvéa parallella linjer. Om vi dessutom viljer w(0) = 0
och w(—2) =1, sa att (2,0, —-2) + (00,0,4), far vi med standardmetoder w(z) = 2iz/(z —
och nu vet vi att 01 och Cg ar tva parallella linjer for vilka 0 € Cl ochi € Cg, men vi maste
ocksa motivera att linjerna dr vagrata. Det kan vi t.ex. gora genom att avbilda tredje punkter
pa Cy och Co: teex. 1 +1i € C éw(lJrz)fQECl och 2i € Cy = w(21) = 1+i¢e Cs.
Eftersom slutligen t.ex. w(—1) = 2i/3 (inre punkt pa inre punkt) ser vi att avbildningen
avbildar ratt.

2iz
z2—2

Svar: T.ex. w(z) =



(b) Lat {(z) = 2iz/(z — 2) vara avbildningen i (a). Remsan 0 < Im ¢ < 1 kan avbildas konformt
pa 6vre halvplanet Im s > 0 med s(¢) = e”¢. Sedan kan 6vre halvplanet Im s > 0 avbildas pa
|w| < 1 med en Mobiusavbildning som bestdms av att t.ex. (i, —i,00) — (0,00,1), eftersom
s =i (inre punkt) och s = —i &r spegelpunkter m.a.p. linjen Im s = 0 och w = 0 (inre punkt)
och w = oo ar spegelpunkter m.a.p. cirkeln |w| = 1, och s = 0o och w = 1 &r punkter pa linjen
Im s = 0 respektive cirkeln |w| = 1; med standardmetoder far man w(s) = (s —i)/(s + 1),
och sammanséttningen w(s(¢(z))) avbildar  konformt pa |w| < 1.

e —g 2iz
= RO dir ¢(z) = -t
6. Satt f(z) = 2271 - €% = exp((a — 1)L(z)) - €%, dér L(z) ar en gren till
log z. Med tanke pa vilken integral vi vill rikna ut maste den ena av de tva
strickorna i randen till den indragna kvartscirkelskivan ligga pa positiva real-
axeln. Eftersom |e®?| = e™“¥ < 1 d&d y > 0 och w > 0 viljer vi @ = 0 och
studerar darfor konturen L. p + Cr + I r + C. till hoger, och viljer grenen
L(z) = Log z (principalgrenen), som ar analytisk pa och innanfér konturen.

Svar: T.ex. w(z)

Vi far da, med parametriseringen z =t, t : € = R, pa den vagrata strackan L. g

R .
/ f(z)dz= / to et gt
Le,R €

och med z =it, t : R — ¢, pa den lodréta strickan I,

R

wR ] wR ]
) o d iam/2 iam/2
= 76“”/2/ (E) e 28 C / wile Uy — — < I'(a)

w w w® w*

€ R
/ f(z)dz= / tateilam/2o—wt gt — —ei‘”r/Q/ tlemdt = Ju=wt, w>0/
Ie,R €

we €

dd e — 0" och R — oo, om a > 0.
Pé den lilla kvartscirkeln C, ér [ f(z)| = |z]*7te™*¥ < €71 . 1, s& ML-uppskattning ger

/Cf(z)dz

die— 0", oma>0,sa [, f(z)dz— 0 da.

<€ lme/2 =7me" /2 =0

P& den stora kvartscirkeln Cg dr |f(z)] = R*![e™?|, s med Jordans lemma far vi, eftersom
w > 0 och kvartscirkeln C'r ar en del av halvcirkeln C’;g fran z = R till z = —R i 6vre halvplanet,

f(z)dz
Cr

S Rafl/ |ezwz||dzl S Rafl/ |ezwz||dzl S Rafl . z =0
Cr C+ w

R

di R — oco,oma <1, séfCRf(z)dz%()déi.

Slutligen, eftersom f ar analytisk pa och innanfér konturen L. g + Cr + I, g + C¢ ar

/LSYRf(z)dz =— CRf(Z)dZ_/IS,R f(z)dz—/ce f(z)dz, 0<e<R,

54 R ) iam/2 eiaw/2
/ t*te™tdt — 0+ I(a)+0= I(a)
¢ we we
eiaﬂ'/?
dde— 0" och R— oco,om 0<a<1ochw>D0. Svar: I'(a)




