Linkopings universitet Utbildningskod: TATA45
Matematiska institutionen Modul: TEN1

Tentamen i Komplex analys
2026-01-12 kl 14.00-19.00

Inga hjalpmedel. Fullstdndiga l6sningar krivs, om inget annat sigs i uppgifterna.
Tentamen bestar av tva delar: A och B.
e Del A bestar av 3 uppgifter, numrerade 1-3, viarda 3 poéng var.

e Del B bestar av 3 uppgifter, numrerade 4-6, varda 3 podng var.

Med godkéand uppgift menas en uppgift som bedéomts med minst 2 poang.

For godkénd tentamen (betyg 3/4/5) réicker krav K1 och K2, dir
K1: 1 poédng pa uppgift n eller — men inte for 6verbetyg — UPGn godkénd (n = 1,2, 3).
K2: 3/4/5 godkénda uppgifter och 8/11/14 podng totalt, dar 1/2 bonuspodng upp till 8 poang
for betyg 3 erhalls vid behov om 2/3 UPG-omgangar ar godkéanda.

Notera: Rattningen kan komma att avbrytas ifall det star klart att kraven for godként betyg
inte langre kan uppfyllas.

Svar finns preliminért kI 21.00 pa kursens hemsida.

Del A

1. Bestdm en Mébiusavbildning w(z) som avbildar cirkelskivan |z| < 1 pa omradet
|w — i| > 2 samtidigt som w(i/2) = co och w(1l) = 2 + 4. Bestdm sedan bilden i
w-planet av realaxeln i z-planet.

2. (a) Berékna
/ (z 4 cos z) dz
c

diar C' &r kvartscirkeln z(t) = we®, ¢t : m/2 — 0. Svara i rektangulir form

a + b, dar a,b € R. (1p)
(b) Lat
~ Log(1+2)
J2) = coshz
Bestam alla termer av grad hogst 3 (rest O(z?)) i Maclaurinserien for f, och
bestam denna series konvergensradie R. (2p)

3. Berakna integralen

| @i

med residykalkyl.

Var god vand!



Del B

4. Bestam antalet nollstallen som polynomet
p(z) =2° —i2® +3iz — 1
har i forsta kvadranten Rez > 0, Im z > 0.

5. Berédkna -
I(a) = / e~ cos 2az dz, a € R,
0

genom att integrera e =" lings en lamplig axelparallell rektangel. Att integralen

I e " dx = \/m/2 far anvéindas utan bevis.

6. Om f € A(C), visa att serien

if

n=0

FO0) | f®(0)
AT T

(4n
+ ...
(

)(0)
wr =70

ar konvergent och att dess summa kan uttryckas med hjalp av f:s varden i de fyra
punkterna 1, i, —1 och —i. Ge dessutom ett exempel pa en funktion f som ar
analytisk i 0 men som ar sadan att ovanstaende serie ar divergent.




1.

2.
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Lat C vara cirkeln |z| = 1. For att skivan |z| < 1 ska kunna avbildas pa omradet |w — ¢| > 2 med
en Mébiusavbildning w(z) maste, till att borja med, rand avbildas pa rand, d.v.s. cirkeln C' pa
cirkeln C : |lw—i| = 2.

Att w(i/2) = oo ger med nodvandighet w (woo)
w(2i) = 14, eftersom /2 och 2i ar spegelpunk-
ter m.a.p. cirkeln C' (ty (i/2)* ligger pa
stralen fran mittpunkten 0 genom punk-
ten /2, som har avstand ¢, = 1/2 till
mittpunkten, och {10y = 72 = 12, 58 £y = 2,
och dérmed &ar (¢/2)* = 2i, se figur) och
oo och ¢ ar spegelpunkter m.a.p. cirkeln C.
Eftersom dessutom w(1) = 2 + 4 (randpunkt
pa randpunkt) &r Mobiusavbildningen enty-
digt bestdmd, och ansatsen

w—1 z—21
1 z—1i/2
och insétting av w(l) =2 +i ger k= (2 —14)/(1 — 2i) = (4 + 3i)/5, sa

4430 z2—2  (8+416i)z+ (17— 16i)

w@) =it —— s 10z — 5i

(den sista omskrivningen behéver inte goras). Denna avbildar cirkeln C' pa cirkeln C, och eftersom
w(i/2) = oo avbildar den dessutom omradet |z| < 1 pa omradet |w — i| > 2 (inre punkt avbildas
pa inre punkt).

Léat L vara realaxeln Imz = 0 i z-planet och L den C-cirkel i w-planet som L avbildas pa under
w(z) ovan. BEftersom w(i/2) = oo och i/2 ¢ L &r L en vanlig cirkel |w — ¢| = r, dér centrum
¢ =w(—i/2) = (44 5i)/2 eftersom i/2 och —i/2 &r spegelpunkter m.a.p. L och oo och ¢ &r spegel-
punkter m.a.p. L. Vidare, t.ex. 1 € L ger w(1) =2+i € L, sa r = |(2+i) — (4+5i)/2| =3/2, s
L &r cirkeln |w — (4 4 5i)/2| = 3/2.

4430 z—2  (8+16i)z+ (17— 167)

Svar: w(z) =i+ - 2 = 107 — Fi ; bilden &r cirkeln

4+ 51 3

=3

w —

(a) F(2) = 2%/2+sinz ér en primitiv funktion till integranden f(z) = z +cos z i hela C, speciellt
i en omgivning till kurvan C, och eftersom C' borjar i punkten z = im och slutar i punkten

z = far vi )

/(z+cosz)dz: {% —l—sinz} =% —isinhm.
C T

(b) f &ar analytisk utom pa stralen |—oo, —1] och i de punkter dér cosh z = 0; de senare punkterna

fas ur e2* = —1 < 2 = (log(—1))/2 = ir/2 + in7, n € Z. Den nirmaste singulariteten till
origo ar dérfoér z = —1, och eftersom Log(l + z) = In|1 + z| 4+ ¢ Arg(1 + z) blir obegrénsad
nér vi ndrmar oss z = —1 inifran |z| < 1 & Maclaurinseriens konvergensradie R = 1.

f(0) = 0, sa vi kan gora den lite enklare ansatsen f(z) = c12 + c22? + c32° + O(2%). Stan-
dardutvecklingarna for Log(1 + z) och cosh z ger nu, eftersom f(z)coshz = Log(1 + z),

(c12+c22® +c32° + O(z)) (1 + 2% /24 O(21)) = 2 — 22/2 + 2% /3 + O(z*),

och entydighet hos koefficienterna ger ekvationssystemet ¢y = 1, co = —1/2, ¢1/2+¢3 =1/3,
dvs.cir=1,c0=-1/2,¢c3=-1/6.

2 3
Svar: f(z) =2z — % - % +0(zY); R=1.



3. Satt
1 1

F+12G—i2  (+2E-i)

vi ser att f ar analytisk utom i fyrpolen 7 och i dubbelpolen —i. Vi séker I = ffooo f(t)dt.

f(z) = =(z+0) 2z — 1)

Lat Lp vara strickan fran — R till R och lat C'; vara halvcirkeln fran —R till R i undre halvplanet
(rita figur!). Om R &r stort nog (R > 1) medfor residysatsen och sedvanlig residyberikning (eller
Cauchys integralformel for derivata) att (observera orienteringen!)

* z)dz = 2mi z) = ﬂid_ »—3)4 727Ti(_4)7ﬁ
() /CR_LRfmczz Res £(2) = 2mi (e =) =T =T

Parametriseringen z = ¢, t : —R — R, av Ly ger fLR f(z)dz = ffRf(t) dt — I dd R — oo.
Vidare, eftersom |z i > [z| — |£i| = R —1 > 0 pa C om R ér tillrdckligt stort far vi ML-
uppskattningen

TR
f(z2)dz| < ———— =0 da R — o0,
cr (R—1)°
av gradskl, sa [,- f(z)dz — 0 da R — oo,
R
Genom att lata R — oo 1 (x) far vi slutligen 0 — I = 7/4, d.v.s. [ = —7/4. Svar: 72.

3

4. Studera argumenttillskottet for p(z) = 22 —iz? +3iz — 1 néir z genomléper den positivt orienterade

konturen Cr + I + Lp (se figur nedan).

P& Cp far vi att Ac,, argp(z) = Ac, arg 2° + Ac arg(1—i/z+3i/22—1/2%) — 3-71/2+0 = 31/2
da R — oo.

Pa I dr p(z) = p(iy) = —iy® +iy> =3y — 1= (=1 -3y) +iy*(1 —y) =u+iv,dir y : R — 0,
och u/v — 0 da y — +oo av gradskil, sa v drar mer 4n u.

P& Lg ér p(z) = p(z) =23 —iz? +3ir — 1= (23 - 1) +ix(3 —2) = u +iv, dir x : 0 — R, och
v/u— 0 da z — +o0 av gradskél, sa u drar mer &n v.

Vi far darfor nedanstende teckentabeller och kurva w = p(z) néar z genomléper I och Lg:

yf>{1|>|0

Ay In: ul[—[-]-]-1

Iy o vi|—10]+|0
x z|| 0 |<|1]<|3]|<
o Lr: u| 1[0+ [+]+
R o] O [+]+[+]0]-

Fran figuren ovan till hoger ser vi att Ar,yr,argp(z) — —37/2 da R — oo, och eftersom
poler saknas medfor argumentprincipen att antalet nollstéllen for p(z) i forsta kvadranten &r
(1/2m) imR 00 Acptin+Lr argp(z) = (37/2 — 37/2) /2w = 0.

Svar: Noll.



5. Fixera a € R. Eftersom

_ .2 _ . \2 2_,2 _ 2_,..2 -
e = e (@HW)T — oV T om0y — oV (005 20y — i sin 2ay)

viljer vi att integrera e=*" da y = 0 (pa realaxeln; vi vet ju att fooo e dy = V/7/2) och da y = a.
Ly

LatT'r = L}2 + VI% + L% + VI% vara rektangeln med horn +R och —R+ia R+ia
+R + ia, se figur (som &r ritad i fallet a > 0, men rakningarna V2 Vi
blir desamma ifall a < 0); eftersom e™* &r hel analytisk &r R R
fF e~ dz = 0, enligt Cauchys integralsats. -R 1 R

R LR

Parametriseringen z =t, t: —R — R, av L}2 ger
2 R t2 R t2
/e_zdz:/e_ dt:2/e_ dt — /x, R — o0,
L -R 0
och parametriseringen z =t +14a,t: R — —R, av L% ger
2 2 R 2 L. 2 R 2 2

/ e “dz= fea/ e~ " (cos2at—isin2at) dt = *26‘1/ e " cos2atdt — —2e* I(a), R — oo,

L% -R 0

déir vi har anvint att e=t och cos 2at ir jadmna medan sin 2at ar udda.

Pa de lodrita strickorna VI%’Q, dir 22 = R? och y? < a?, ger ML-uppskattning

_ 2
/ e “dz
1,2
VR

o _2 o
sé [12e” dz— 0da R— oo.
VR

< / ’6722‘|dz| < ea27R2|a| — 0, R — oo,
Va2

Niir vi till sist later R — oo i likheten [, e™*'dz = 0 far vi darfor /7 +0+ (—2e% I(a)) +0 =0,
d.v.s. '

Svar: I(a) :geﬂl .

6. f &r hel analytisk, sa
> fn) (o
f(z):zfi()z", z2€C,

= n!
dér potensserien (Maclaurinserien) &r absolutkonvergent for alla z. Med |z| = 1 ser vi speciellt att
den positiva serien 300 [ £ (0)|/n! ir konvergent, vilket medfor att den utglesade positiva serien
S o 14 (0)]/(4n)! ocksa dr konvergent; saledes dr den komplexa serien > o0 o f47)(0)/(4n)!
absolutkonvergent och déarmed konvergent.

Vi far nu, eftersom serierna for f(1), f(i), f(—1) och f(—i) &r (absolut)konvergenta,

) . = f)
FO+ @)+ F(=0) + f(=i) =
k

k!(O) (1% + i + (=D)F + (=i)*),

=0
aj

dir agp = 1+14+1+1 =4, agpy1 = 14+1—-1—-—7 =0, agpyo = 1—-14+1—-1 =0 och
agnts =1 —i— 1414 =0. Alltsa verlever bara termerna med nummer k = 4n, och

i FUm0) _ fO)+ f0) + f(=1) + f(=9)
— (4n)!
n=0

4

Till sist, om t.ex. f(z) = (2 +1)7! sa ér f analytisk i 0, f((2) = (=1)"n!(z + 1)"""! och
F(0)/nl = (-1)", sa

G s X=X
n=0 n=0 n=0

som &r divergent enligt divergenstestet eftersom termerna inte gar mot noll da n — oc.



