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TATA45 Komplex analys 2025-03-20, kommentarer

Nagra tror att bilden av halvplanet Re z+Im z > 0 bara blir en (@-cirkel7 typiskt cirkeln |w—i| = V2
(FEL), men det #r ju en alldeles for tunn mingd; bilden blir ett helt omrade (|w — i| > v/2).

(a) Alternativt kan man anviinda maximumprincipen for att inse att maximum av |22 + 2i| pa
|z| < 1 antas nagonstans pa randen |z| = 1, och via parametriseringen z = ¢, 6 : 0 — 27, fa

|22 4+ 2% = | + 2i|® = (c0s26)? + (sin 20 + 2)* = 5 + 45in 20,

som ju maximeras da sin20 = 1, d.v.s. da § = /4 eller § = 57/4 i intervallet [0, 27].

(b) Nagra tror att 5 —4cosz # 0 for alla z € C (FEL, formodligen en sammanblandning med
att |cosz| < 1 for € R) och far déarfor att R = oo (FEL).

(a) T denna Rouchéuppgift forekommer ett antal vanliga fel, se kommentarerna till uppgift 3b pa
tentan 2025-01-18.

(b) Nagra siger att Log(1 4 z) ar singulér i z = —1, vilket i och for sig &r sant, men det viktiga
i sammanhanget ar att den ar analytisk utom ldngs stralen z = x < —1 pa realaxeln.
Residyn i z = 0 kan alternativt beriknas med den vanliga formeln
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vilket ocksa de allra flesta gjorde. Punkten z = 0 &r visserligen en enkelpol for f(z), och inte
en dubbelpol, men formeln giller s& linge f(z) = g(z)/22 for nigon funktion g(z) som ir
analytisk i z = 0, och att g(0) = 0 gor inget, se Anmérkning 5.6 i kompendiet.

Négra forsoker integrera (cos az)/(z*+4) 6ver samma kontur som i losningsskissen, men problemet
med det ar ju att cosaz inte dr begransad i 6vre halvplanet (inte heller i undre halvplanet, for
6vrigt) nir a > 0, se Anmérkning 5.21 i kompendiet.

Alternativt kan man bérja med att ta fram alla grenar till log(z + 1) och log(z — 1) i

gm(z) =In|z+ 1] +i(0-1(2) + 27mm),
ho(z) =In|z — 1| +i(01(2) + 27wn),

dér —m < 0_1(z) < woch 0 < 04(z) < 2, se figur, och m,n € Z.
Da kan alla grenar till (z + 1)Y/3 + (2 — 1)Y/3 i Q skrivas

fmn(2) = exp(gm(z)/3) + exp(hn(z)/?)), m,n € {0,1,2},

och f blir da en av dessa. Kravet iv/3 = f,,.,(0) = e?2™/3 4 ¢(7+27) gor sedan m = 1 och n = 0,
som i l6sningsskissen, sa f = f1,0. Observera att §_; i figuren &r 6_; i 16sningsskissen minus 27.

Undersokningen av hur u och v beter sig pa de fyra stréackorna L, Lo, L3 och L4 kraver saledes
endast funktionsundersckningar som i Envariabelanalys 1, men viktiga resonemang far naturligtvis
inte uteldmnas, lika lite som i den kursen. Att bara pasta att e” — a ar strangt vixande pa [0, 1]
eller att siny — y ar stringt avtagande pa [0, 7/2] rdcker inte, utan det maste motiveras, enklast
med derivata. Dessutom pastod nagon att esiny — y ar strangt vixande pa [0, 7/2] vilket ar FEL;
derivatan ar ju ecosy — 1, som uppvisar teckenvixlingen 4+ 0 — pa [0, 7/2].
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