Linkopings universitet Utbildningskod: TATA45
Matematiska institutionen Modul: TEN1

Tentamen i Komplex analys

2025-03-20 kl 14.00-19.00

Inga hjalpmedel. Fullstdndiga l6sningar kriavs, om inget annat sigs i uppgifterna.
Tentamen bestar av tva delar: A och B.
e Del A bestar av 3 uppgifter, numrerade 1-3, viarda 3 poéng var.

e Del B bestar av 3 uppgifter, numrerade 46, viarda 3 poang var.

Med godkind uppgift menas en uppgift som bedémts med minst 2 poéng.
For godkénd tentamen (betyg 3/4/5) riacker krav K1 och K2, dar
K1: 1 poédng pa uppgift n eller — men inte for 6verbetyg — UPGn godkénd (n = 1,2, 3).
K2: 3/4/5 godkénda uppgifter och 8/11/14 poéng totalt, dar 1/2 bonuspoéng upp till 8 poang
for betyg 3 erhalls vid behov om 2/3 UPG-omgangar ar godkéanda.
Notera: Rattningen kan komma att avbrytas ifall det star klart att kraven for godként betyg
inte langre kan uppfyllas.

Svar finns preliminért kl 21.00 pa kursens hemsida.

Del A

1. Bestam en Mobiusavbildning w(z) som avbildar punkterna z; = 0, 2o = 1 och
23 = 00 pa i tur och ordning w; = —1, ws = —3 och ws = 1. Bestam sedan
bilderna i w-planet av cirkeln |z| = 1 och halvplanet Rez 4+ Im z > 0 i z-planet.

2. (a) Bestdm maximum av |22+ 2i| da |z] < 1, och ange i vilka punkter maximum

antas. (1p)
(b) Lat
6—2
J2) = 5—4cosz
Bestim alla termer av grad hogst 3 (rest O(z%)) i Maclaurinserien for f, och
bestam denna series konvergensradie R. (2p)

3. (a) Bestdm en radie r sadan att z* + 2% + (3 —4i)2> + 7#0da |z| >r. (1p)

(b) Berédkna
L
/ 02g(1+z) i,
o z*cosmz

déar C ér cirkeln |z + 1/4] = 1/2 tagen ett varv moturs. (2p)

Var god vand!



Del B

4. Berakna -
/ COS ax d 0> 0.

——dz
oIt +4

5. Lat Q vara det komplexa planet med de tva stralarna |—oo, —1] och [1,+oo[ pa
realaxeln borttagna. Bestdm en gren f(z) till den flervéirda funktionen

(241" + (2= 1"
i Q sadan att f(0) = iv/3. Berikna sedan f’(0) for denna gren.

6. Bestam antalet nollstillen som funktionen
f(z) =e¢" -z

har i rektangeln 0 < Rez < 1,0 < Imz < 7/2.
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Att (0,00) — (—1,1) ger ansatsen (w + 1)/(w — 1) = k(z — 0)/1, och inséttning av 1 — —3 ger

sedan k = 1/2; vi far darfor w(z) = (z + 2)/(z — 2).

Fér att bestdmma bilderna noterar vi forst att C-cirklar avbildas pa C-cirklar och att spegelpunkter

bevaras under Mobius, samt att w(2) = oo.

Lat C vara cirkeln |z| = 1. Eftersom 2 ¢ C #r bilden C en vanlig

cirkel |w — ¢| = r, dér ¢ = w(1/2) = —5/3 eftersom 2 och 1/2 &r i _
spegelpunkter m.a.p. C' (ty (2 —0)(1/2 — 0) = 1*) och oo och ¢ &r \‘\L + RezdImz =0
spegelpunkter m.a.p. C. Vidare, t.ex. 1 € C och w(l) = —3, sa N

r=1(—3) — (=5/3)| =4/3; C &r darfor cirkeln |w+5/3| = 4/3.

Lat L vara linjen Re z + Im z = 0 och € halvplanet Re z 4+ Im z > 0.
Eftersom 2 ¢ L #r bilden L ocksa en vanlig cirkel |w — ¢| = r, dér
¢ = w(—2i) = i eftersom 2 och —2¢ &r spegelpunkter m.a.p. L och oo
och ¢ ar spegelpunkter m.a.p. L. Vidare, t.ex. 0 € L och w(0) = —1,
sar = |(=1) —i| = v/2; L &r déarfor cirkeln |w — i| = /2. Till sist,
eftersom t.ex. 1 € Q och w(1) = —3 € Q, bilden av Q i w-planet, och

»’\‘:
C:lz|=1 " '\

|(=3) —i| = V10 > v/2, foljer att Q ges av |w — | > /2.

()

(b)

2
Svar: w(z) = 2t 5 bilderna ar
P

5 4
w + g‘ =3 respektive |w — i| > /2.
|22 + 2i] < |2%] +|2i] = |2]2 +2 < 3 d& |z| < 1, med likhet precis da |z| = 1 samtidigt
som z2 och 2i, som vektorer, dr parallella och lika riktade; saledes antas maximum precis da
22 =i =¢e"/2 samed z = e far vi
2 _ 20 _ im/2 _ _
z¢=1 o eeY=e & 20=7/2+42nm & O0=mn/4+nm, n € Z,

som ger de tva punkterna z; = /% = (1 414)/v/2 och zp = e®™/* = (=1 —i)/V/2.

Svar: Maximum = 3, antas i z = +(1 +14)/v/2.

Némnaren = 5 — 4 cos z, sa med w = €' far vi w # 0 och

0=5—4cosz=5-2w—2/w < w —5w/2+1=0 < w=2ellerw=1/2
& z=2nm=xiln2, neZ.

Téaljaren = e~ * # 0 Overallt, sa i punkterna ovan har f poler, men &ar analytisk for 6vrigt.
Maclaurinserien for f konvergerar darfor i skivan |z| < R, dar R &r avstandet till ndrmaste
pol fran origo sett, +iln2 (tva poler ligger lika néra), sa R = In2.
Med ansatsen

f(2) = co+cr1z 4 coz® +c32° + O(21)

och standardutvecklingen e* = 1+ z + 22/2 + 23/6 + O(z%), som med —z i stillet for z ger
e ? =1-2+22/2—2%/6+0(z%), tillsammans med att 5—4cosz = 5—4(1—22/2!+0(z%)) =
142224+ 0O(z24), ger

1—2+2%/2—22/64+ 0(2*) = (co + c12 + 22 + c32° + O(z*)) (1 + 227 + O(2%))
=co+ 12+ (2c0 + ¢2)2% + (201 + ¢3)2° + O(2%),

och entydighet hos koefficienterna ger ¢co = 1, ¢; = —1, 2¢o + ¢2 = 1/2 och 2¢; + ¢35 = —1/6,
dvs.co=1,¢1=—1,co=—-3/20ch c3 =11/6,88 f(2) =1 — 2 —32%/2 + 1123/6 + O(z*).
11

Svar: f(z)=1—2z— 322 + Ez?’ +0(z"); R=1n2.
Lat p(z) = 2% +i23 + (3 — 4i)22 + 7. Sitt f(2) = 2% och g(2) = iz® + (3 — 4i)22 + 7. P4
cirkeln |z| = r &r |f(2)| = |2|* = 7% och |g(2)| < i||z|> + |3 — 4i||z|* + |7| = 3 + 572 + 7. Om
t.ex. r = 3 far vi, pa denna cirkel, |f(2)| = 3* = 81 medan |g(z)] < 3%+ 5-3%2+7 =79, si
[f(2)] > |g(2)] for alla z pa cirkeln |z| = 3. Enligt Rouchés sats har darfor p(z) = f(z) + g(z)
lika manga nollstéllen i |z| < 3 som f(z) har, d.v.s. 4, och eftersom p(z) har grad 4 har p(z)
alla sina nollstéllen i |z| < 3 och dérmed inget nollstéille i |z] > 3. Svar: T.ex. r = 3.

Pa och innanfor cirkeln C': |z + 1/4| = 1/2 &r integranden

f(2) = Log(1+ 2)

z2cosmz



analytisk forutom dar z = 0 och dér cosmz = 0, och

) log(—1 1
(ZUE R I Og( - ):——f—n, n €7,
271 2

cosmz=0 <& e

sa innanfor C' finns singulariteterna z = 0 och z = —1/2, och vi behover darfor rakna ut
residyerna i dessa tva punkter. Eftersom korta Maclaurinutvecklingar ger

_ Log(14+2)  z+ 0(z?) 1 140(2) (1 + O(z))/(l + (’)(z2)) _g(2)

f(z) = 2cosnz 22(1+ O(22)) - 1+ 0(22) B z z

dér g(z) ar analytisk i z = 0, far vi till att borja med R_eg, f(z)=¢(0)=1.

Vidare,
Res f(2) (Log(1 +2)) /2 (Log(1 + 2)) /2? 41n(1/2)
es f(z) = —F— = oV 77 -
2=—1/2 4 (cosmz) =_1/2 —msinmz  a=_1/2 T

sa sammantaget blir, enligt residysatsen,

/Cf(z)dz = 2mi (1 + M) = (27 — 81n2)i.

4. Eftersom

* cosax oo etar . oo glaw
= [ geigen= [ ne(Fg) de - mesto am o= [ e

later vi f,(2) = €% /(2% + 4) for fixt a > 0; d& ar

s@) = [ " a0 di = Tim [ h)ae

R—o0
dér Lp ar strackan fran z = —R till z = R. Vidare, eftersom

e’ = e <lomy>0ocha>0

integrerar vi lings konturen 'y = Ly + C}, dér C; ér halvcirkeln fran z = R till 2 = —R i dvre
halvplanet (rita figur!). ML-uppskattning ger ju, eftersom [2* +4| > [2|* —4 = R* —4 > 0 pa C}},
om R > /2,
1
/ fa(2)dz| < =3 TR — 0, R — 00, a>0,
C; R*—4

av gradskal, sa fc* fa(2)dz — 0 da R — oo nér a > 0.
R

fa(2) dr analytisk i z forutom dér z* = —4. Denna binomiska ekvation léser vi via z = re’?, som

ger ¥ = 4¢'™ d.v.s. r =+/2 och @ = /4 +nn/2, n € Z, och dirmed de fyra rétterna +£1 + 4,
som samtliga ar enkelpoler till f,(z). Innanfor konturen ligger de tva enkelpolerna 1+14 och —1+14
nar R > \/5, och residyerna dar ar

R f ( ) etaz » etaz (:|:1 4 Z) eia(:l:lJri) (:|:1 4 Z) e~ detia
es fu(z2) = —— =
S F(+4) le=+1+i

428 jamiigi 4(—4) B 16 ’

s& nar R > v/2 far vi med residysatsen

Te @

o IRCLEEL (zf_‘fii ful) + Res fa(2)> T (e 4 (14 e

8

e _
= (cosa + sina).

Lat nu R — oo i (x); da far vi J(a) + 0 = me~%(cosa + sina)/4. Speciellt ser vi att J(a) € R, sa
I(a) =ReJ(a) = J(a) = me~%(cosa + sina) /4.

—a

Svar: (cosa+sina), a > 0.



5. Lat 0_1(z) och 6;(z) vara kontinuerligt varierande argument for (z + 1) respektive (z — 1)1 Q. Da
arln|z 4+ 1| +i60_1(z) och In|z — 1| + 96 (z) grenar till log(z + 1) respektive log(z — 1) i 2, och
tillhérande gren f(z) till (z 4+ 1)Y/3 + (2 — 1)1/ i Q kan da skrivas

f(z) = exp (1n|z+ 1|;—i9_1(2)) +exp (1n|z — 1|3+i91(z)),

f-1(2) f1(2)

dir f_1(z) och fi(z) alltsa ér grenar till (z41)/3 respektive (z—1)/3 i Q. Eftersom arg1 = 2mmn
och arg(—1) = w + 2n7, dar m,n € Z, ar de enda mojliga virdena pa 6_1(0) respektive 6;1(0) far
vi

f(O) _ f—l(o) + fl(O) _ e1'971(0)/3 +ei91(0)/3 _ ei2'm71'/3 + ei(71'-|—2n71')/3
={1,-1/2+iV3/2, —1/2 —iV/3/2} + {1/2+iV/3/2, —1, 1/2 — i/3/2},

totalt 9 olika kombinationer, numrerade med m = 0,1,2 och n = 0,1,2 (eller tre andra heltal i
foljd pa vardera platsen). Kombinationen med m = 1 och n = 0 ger det 6nskade vérdet pa f(0):

F1(0) = ei27/3 = (71 +¢\/§)/2 och  f1(0) = e™/3 = (1 +¢\/§)/2 saatt  f£(0) = iv3,
d.v.s. 0_1(0) = 27 och 01(0) = 7 (och, som en konsekvens, m < 6_1(z) < 37w och 0 < 01(z) < 2w
i Q, rita figur!).

Slutligen, f'(z) = f'1(2) + fi(z) da z € Q, sa
ffl(z) fl(z) ei27r/3 ez‘w/B

f’(O):3(2+1)+3(2_1)‘Z:0: 3 3

\
Hw|>—~

6. Vi underscker argumenttillskottet for /2 Ay L3
0

f(z)=e"—z=(e"cosy —x) +i(e"siny —y) = u+iv

nér z genomloper rektangelns rand, med positiv orientering, se figuren
intill. Titta gérna pa hur tabellen nedan byggs upp parallellt med att du
tar del av undersokningarna pa de fyra rektangelsidorna. Flera ’?’ kan
ersittas med '+’ eller =’ i tabellen, men det behovs inte for att bestdmma
argumenttillskottet eftersom vi &nda vet i vilket halvplan (férkortat hp) B T
kurvan befinner sig da. : Ly 1

Pa Ly d&ru=e”—2xochv=0,2:0— 1. Eftersom v'(x) =e” —1 > 0 nér > 0 ar u stringt
vaxande nar x vaxer fran 0 till 1.

Pa Ly dru=-ecosy —1 och v =esiny —y, y: 0 — m/2. Vi ser att u ar stringt avtagande nér y
véxer fran 0 till 7/2 och att u =0 < cosy = 1/e < y = arccos(1/e) =: § (som &r enda lésningen
i intervallet); i denna punkt ir v = esinf — = ve2 — 1 — 3 > /3 —7/2 > 0 (eftersom e > 2 och
% < 12).

Pa Lsdru=—xz,v=e"—7/2, x:1— 0, sa u ar strAngt vixande och v ar strangt avtagande
nér x avtar fran 1 till 0.

Pa Ly, slutligen, ar u = cosy och v =siny —y, y : /2 — 0, s& u ar strangt vixande nér y avtar
fran 7/2 till 0.

Sammantaget ger det nedanstaende tabell och kurva i uv-planet, och fran kurvan avliser vi att

ALy 4Ly+Ls+Ls arg f(2) = 2,

och eftersom f saknar poler far vi att antalet nollstéllen for f i rektangeln &r N = 27 /27 = 1,
enligt argumentprincipen (notera att e —1 >0 och 1 —7/2 < 0).

AV
| Li | Ly | Ls | Ly |
|0 < 1 1111 1 > 0 010
y|0] 0] O |<|B|<| /2 |7/2] @/2 |>]0
ul|l|+]e=1|+]|0]— —1 — 0 + |1
v|0] 0 0 |?|+|?|e—m/2| ? |1—m/2]| 7 |0
hp hoger vénster hoger

Svar: Ett.



