Linkopings universitet Utbildningskod: TATA45
Matematiska institutionen Modul: TEN1

Tentamen 1 Komplex analys
2025-08-28 kl 14.00-19.00

Inga hjalpmedel. Fullstdndiga l6sningar krivs, om inget annat sigs i uppgifterna.
Tentamen bestar av tva delar: A och B.
e Del A bestar av 3 uppgifter, numrerade 1-3, viarda 3 poéng var.

e Del B bestar av 3 uppgifter, numrerade 4-6, varda 3 poang var.
Med godkéand uppgift menas en uppgift som bedémts med minst 2 poéng.

For godkénd tentamen (betyg 3/4/5) riacker krav K1 och K2, dar
K1: 1 poédng pa uppgift n eller — men inte for 6verbetyg — UPGn godkénd (n = 1,2, 3).
K2: 3/4/5 godkénda uppgifter och 8/11/14 podng totalt, dar 1/2 bonuspodng upp till 8 poang
for betyg 3 erhalls vid behov om 2/3 UPG-omgangar ar godkéanda.

Notera: Rattningen kan komma att avbrytas ifall det star klart att kraven for godként betyg
inte langre kan uppfyllas.

Svar finns preliminart kI 21.00 pa kursens hemsida.

Del A
1. (a) Los ekvationen
13
cosz = —.
12
Svaret ska ges i rektangular form a + ib, a,b € R. (1p)

(b) Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som avbildar halvplanet Rez > 1 pa
cirkelskivan |w| < 2 samtidigt som w(oco) = —2i och w(2) = 4. (2p)

2. (a) Bestdm Laurentserien for

1
J=) = 2243242
i cirkelringen v/2 < |z —i| < v/5. (2p)
(b) Bestam konvergensradien R for potensserien
S (SRl (1p)
—nt+ 21

3. Bestam antalet nollstédllen som polynomet
p(z)=2"—2°+102> — 42 +9
har i hogra halvplanet Re z > 0.

Var god vand!



Del B
4. Berakna med residykalkyl
/ T do
. (b+4cosh)?

5. Bestam alla hela analytiska funktioner f sadana att

(Im f), = Re f.
f ska uttryckas i variabeln z, alltsa som f(z).

6. Visa att

genom att integrera

sinh 2

langs rektangeln med horn =R, +R + i men med sma kringgaende halvcirklar
med radie e vid 0 och 7.




TATA45 Komplex analys 2025-08-28, 16sningsskisser
1. (a) Sitt w = e**. Da #r w # 0 och

13 1 13 3
E:cosz:L#} & wQ—Tw—i—l:O & w:§ellerw:§,
d.v.s. iz =log(3/2) = In(3/2) 4+ i2mn eller iz = log(2/3) = —1n(3/2) + i27wn, som ger:
Svar: z =2mn +1:In(3/2), n € Z.

(b) Lat L vara linjen Rez = 1 och L cirkeln |w| = 2

(streckade i figuren). For att halvplanet Rez > 1 Add
ska kunna avbildas pa cirkelskivan |w| < 2 med en i

Mébiusavbildning w(z) maste, till att borja med, (wo0) weo_ .
rand avbildas pa rand, d.v.s. linjen L pa cirkeln L. : w(z) 4 < o > \
Att w(2) = ¢ ger med nodvandighet w(0) = 4i, efter- 4 | o — I 00 }
som 2 och 0 &r spegelpunkter m.a.p. linjen L och i o | 2 \\ 2 /
och 4i ar spegelpunkter m.a.p. cirkeln L (ty i* lig- | N~
ger pa stralen fran mittpunkten 0 genom ¢, som har  j . Res =1 ~ —2i
avstand ¢, = 1 till mittpunkten, och ¢1fy = r? = 22, L:|lw=2

sa lo = 4, och diarmed &r ¢* = 4i, se figur).

Eftersom dessutom w(oco) = —2i¢ (randpunkt pa randpunkt) & Mobiusavbildningen entydigt
bestamd, och ansatsen (w—44)/(w+2i) = k(2 —0)/1 och insétting av w(2) =i ger k = —1/2
och dirmed w(z) = (8 — 2iz)/(z + 2). Denna avbildar linjen L pa cirkeln L, och eftersom
w(2) = i avbildar den dessutom halvplanet Rez > 1 pa cirkelskivan |w| < 2 (inre punkt
avbildas pa inre punkt).
81— 2iz
Svar: w(z) = PR

2. (a) Vi ser forst att
1 1

J(z) = 2+3z+2 (z+1)(z+2)’
sa f ar singulér i punkterna —1 och —2. Avstanden fran punkten 4 till dessa bada punkter ar
li + 1| = v/2 respektive |i 4+ 2| = /5, sa f #r analytisk i cirkelringen v/2 < |z —i| < /5 och
har ddrmed en Laurentserie dér. Partialbraksuppdelning och utveckling i geometriska serier
via 37 ¢" =1/(1 —q) nér |g| <1 ger nu

fa) = 1 I w=z—1i 1 1
TTUEL a2 ) Ve<wl<VB/) T wilti wt2+i
1 1 1 1 _li(_l—i—i)n_ 1 i(_ w_yn
w1+ () w240 1+w/Q2+0) wis w 24140 2+
— (—1-)" o~ (z—0)" :
N Y S 2 — 5.
3t e VE<kil<

(b) Sétt a, = (1 +1)"2"/(n? + 24) for fixt z # 0. Eftersom

B (1 + i)n-i—lzn-i—l (1 + Z)nzn
| (n+1)24+2i n2 + 2i

Ap 41

1+ 2i/n?
- |(1+i)z|"(1+1;z)2/+2i/n2 - V22|

an
da n — oo medfér kvotkriteriet att potensserien fr absolutkonvergent om /2 |z] < 1, d.v.s.
om |z| < 1/\/5, och att den &r divergent om \/§|z| > 1, dv.s. om |z| > 1/\/5; saledes ar
konvergensradien R = 1/ V2.

Svar: R =1/v2.

3. Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2z* — 2% + 1022 — 42 + 9 niir 2z genomldper kurvan

T'r = Cr — IR (se figur nere till vinster — observera orienteringen!).

P& Cr far vi tillskottet Acy, argp(z) = Ac, argz? + Ac, arg(1 — 1/2 4+ 10/22 — 4/23 +9/2%) —
4-714+0=4r da R — oc.

Pa Ig far vip(z) = p(iy) = (y* —10y° +9) +i(y® — 4y) = (y* = 1)(y* = 9) +iy(y* —4) = u + v,
y: —R — R, och ddrmed nedanstaende teckentabell da y > 0 (observera att w ar jamn och v ar
udda), samt kurva w = p(z) da z genomloper Ir (punkten som svarar mot y = 0 4r markerad):



Cr
7 yll 0Ol <]l |<|2|<|3]|<
R L w(Gamn) || + |+ | 0 | — — 10|+
v (udda) || 0 | — 0|+ ]+ ]+

Dessutom far vi av gradskél att v/u — 0 da y — £oo (u drar mer &n v), och detta tillsammans
med tabellen ovan ger skissen ovan till héger, dér vi ser att Aj, argp(z) — —4m da R — oc.
Eftersom poler saknas blir antalet nollstéllen i vanstra halvplanet déarfor

(1/27) limp— 00 (Acy argp(z) — A, argp(z)) = (471' — (—4#))/2# = 4. Svar: Fyra.

. Med z = ¥ far vi, dir C #r den positivt orienterade enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett varv,

I_/Tr do _/ dz/iz _i/ zdz
). (5+4cost)?  Jo (5+4(z+z*1)/2)2 4i Jo (22 +52/2+1)2
_ 1 zdz - Residysatsen; enda singulariteten
C4i Jo (24+2)2(z+1/2)2 / innanfér C' dr dubbelpolen z = —1/2

R N T S PR TR A
=5 2mi dz( )‘ —2((z+2) 22(z +2) )\22_1/2_2(9+27)_ 2

,_.
o
3

~J

(2+2)*).—_1)2

. Skriv f = u(z,y) +iv(z,y); vi ska alltsa hitta alla hela analytiska funktioner f sidana att vy = u.

Om f dr analytisk dr uj, = vy, och i sa fall &r

vy=u S up=u & u,—u=0 & (uefx);:() S ue P =p(y) & u=p(ye,
dar ¢(y) ar en reellvard funktion av en reell variabel; i steg * anvénder vi en integrerande faktor.
Eftersom det dr nodvandigt att w dr harmonisk for att f ska kunna vara analytisk far vi ocksa

0=Au=uj, +uy, =y’ +¢" (y)e" = (ey) + " v)e" <  &"(y)+e(y) =0,

som ju enligt reell envariabelanalys har allmén 16sning ¢(y) = acosy + bsiny, dir a,b € R. Alltsa
maste u ha formen

u(z,y) = (acosy + bsiny)e®, a,beR.
Cauchy-Riemanns ekvationer ger u), = (acosy +bsiny)e® = v, < v = (asiny —bcosy)e® + (),
dir 1 dr en reellviird funktion av en reell variabel. Insittning i uj = —v; ger sedan ¢'(x) = 0,
d.v.s. ¥(x) = A, dir A € R. Sammantaget far vi alltsa

f=u+iv=(acosy+ bsiny)e” +i((asiny7 bcosy)e” +A), a,b,A €R,

som #r en C'-funktion som uppfyller Cauchy-Riemanns ekvationer och som dirmed #r analytisk.
Pa realaxeln (déar y = 0) ar f(z) = (a — ib)e” + 1A = Ce” + iA, dér vi har satt C' = a —ib. Om
vi later g(z) = Ce* + iA ser vi att f och g ar hela analytiska och att f(z) = g(z) for alla = € R.
Entydighetssatsen for analytiska funktioner medfor dérfor att f(z) = g(z) for alla z € C.

Svar: f(z) =Ce*+iA, CeC, A€R.

. Funktionen

ar analytisk utom déar

L;R: z=1t, t:e— R; dz = dt, LE,R ‘Z'E?T‘ LE,R

L?2p: z=t+im t: R—e dz=dt, 2

3 t4im tie— R, dz = —dt i Y v
oz=—t+4im t:e , dz = —dt, :

o P .

Lig: z=—t, t: R—¢ dz=—dL R Lic0¢ L, R



Notera att sinh(—t) =

— sinht, sinh(¢ 4+ i) = —sinh ¢ och sinh(—t + i7) = sinh ¢, sa

R it € —it R
e e sint
d dz = dt —dt) = 21 dt
LlRf(Z) Z+/L4R J(z)dz /€ sinh ¢ +/ fsinht( ) Z/€

R Sinht
och
€ e—freit Re—fre—it R sin t
d dz = dt —dt) =2ie ™ dt
L2, (2)dz+ Lst(Z) - /Rfsinht +/€ sinht (=dt) ‘e /€ sinh¢
varfor

da e — 0% och R — oo.

) _o [0 sint
f(z)dz — 2i(1+e )/0 sinhtdt

/Li,RJrL?,RJrL?,RJrL?,R

Vidare har f enkelpoler vid 0 och im med residyer

eiz eiz eiz
Res f(z) = ——— = — =1 och Res f(z) = ——— =—e "
2=0 f(2) %(sinh 2) |z cosh z |z:0 ()

S z=im cosh z | z=in ’

sa for tillrackligt sma 6 > 0 (hér: 0 < 7) kan vi skriva

f(2)

1 —T
- +agi1(2), 0<]z] <, respektive f(z)= c
z z—im

+g2(2), 0<|z—in| <0,

déar g1(z) och go(z) dr analytiska i skivorna |z| < § respektive |z —in| < . Om 0 < e < ¢ far vi
darfor, med parametriseringarna z = ee®, t: 7 — 0, av C! och z —ir = €€, t : 0 — —7, av C?,

0 it
f(z)dz:/ wit dt—l—/ gl(z)dz:—iﬂ'—i—/ g1(z)dz — —imr dae— 0T
cl x € Cl cl

och

f(z)dz=—e"T /O7T ie”

—dt + / 92(2)dz = ime™ " + / g2(2)dz —ime™™ dae— 07.
cz € cz cz

Pa de lodréta striackorna Vé’Q, dir z=+R+1,0<t <, ar

le*|=e <1 och |Sinhz|:|ezfe_z|/22‘|ez|—|e_z||/2:(eR—e_R)/stinhR,

sa ML-uppskattning dar ger

-m—0 da R — oo,

f(z)dz’ S Shh R

1,2
Vg

varfor [ 1. f(z)dz — 0 da R — oo.
R

Eftersom f &r analytisk pa och innanfor I'c p far vi

o= [ teae= [ 7(2) d,
LPer Ll g+ Va+L2 g+C2+L2 +VE+LE p+C!

och genom att lata e — 07 och R — oo hir far vi till slut

 sint
2i(1 o dt+0+ire "4+ 0+ (—im) =0
i(l+e )/0 Snhi +0+ire "+ 0+ (—im) =0,

d.v.s.

m
= =_. — Z tanh —
sinht T 2ilte) 2 e2yen2 2 Y

/°° sint it—ime ™ w €eV/2_e /2 g
0

vilket skulle bevisas.



