Linkopings universitet Utbildningskod: TATA45
Matematiska institutionen Modul: TEN1

Tentamen i Komplex analys
2026-01-12 kl 14.00-19.00

Inga hjalpmedel. Fullstdndiga l6sningar krivs, om inget annat sigs i uppgifterna.
Tentamen bestar av tva delar: A och B.
e Del A bestar av 3 uppgifter, numrerade 1-3, viarda 3 poéng var.

e Del B bestar av 3 uppgifter, numrerade 4-6, varda 3 podng var.

Med godkéand uppgift menas en uppgift som bedéomts med minst 2 poang.

For godkénd tentamen (betyg 3/4/5) réicker krav K1 och K2, dir
K1: 1 poédng pa uppgift n eller — men inte for 6verbetyg — UPGn godkénd (n = 1,2, 3).
K2: 3/4/5 godkénda uppgifter och 8/11/14 podng totalt, dar 1/2 bonuspodng upp till 8 poang
for betyg 3 erhalls vid behov om 2/3 UPG-omgangar ar godkéanda.

Notera: Rattningen kan komma att avbrytas ifall det star klart att kraven for godként betyg
inte langre kan uppfyllas.

Svar finns preliminért kI 21.00 pa kursens hemsida.

Del A

1. Bestdm en Mébiusavbildning w(z) som avbildar cirkelskivan |z| < 1 pa omradet
|w — i| > 2 samtidigt som w(i/2) = co och w(1l) = 2 + 4. Bestdm sedan bilden i
w-planet av realaxeln i z-planet.

2. (a) Berékna
/ (z 4 cos z) dz
c

diar C' &r kvartscirkeln z(t) = we®, ¢t : m/2 — 0. Svara i rektangulir form

a + b, dar a,b € R. (1p)
(b) Lat
~ Log(1+2)
J2) = coshz
Bestam alla termer av grad hogst 3 (rest O(z?)) i Maclaurinserien for f, och
bestam denna series konvergensradie R. (2p)

3. Berakna integralen

| @i

med residykalkyl.

Var god vand!



Del B

4. Bestam antalet nollstallen som polynomet
p(z) =2° —i2® +3iz — 1
har i forsta kvadranten Rez > 0, Im z > 0.

5. Berédkna -
I(a) = / e~ cos 2az dz, a € R,
0

genom att integrera e =" lings en lamplig axelparallell rektangel. Att integralen

I e " dx = \/m/2 far anvéindas utan bevis.

6. Om f € A(C), visa att serien

if

n=0

FO0) | f®(0)
AT T

(4n
+ ...
(

)(0)
wr =70

ar konvergent och att dess summa kan uttryckas med hjalp av f:s varden i de fyra
punkterna 1, i, —1 och —i. Ge dessutom ett exempel pa en funktion f som ar
analytisk i 0 men som ar sadan att ovanstaende serie ar divergent.




TATA45 Komplex analys 2026-01-12, 16sningsskisser

1. Lat C vara cirkeln |z| = 1. For att skivan |z| < 1 ska kunna avbildas pa omradet |w — ¢| > 2 med
en Mébiusavbildning w(z) maste, till att borja med, rand avbildas pa rand, d.v.s. cirkeln C' pa

2.

cirkeln C : |lw—i| = 2.

Att w(i/2) = oo ger med nodvandighet
w(2i) = 14, eftersom /2 och 2i ar spegelpunk-
ter m.a.p. cirkeln C' (ty (i/2)* ligger pa
stralen fran mittpunkten 0 genom punk-
ten /2, som har avstand ¢, = 1/2 till
mittpunkten, och {10y = 72 = 12, 58 £y = 2,
och dérmed &ar (¢/2)* = 2i, se figur) och
oo och ¢ ar spegelpunkter m.a.p. cirkeln C.
Eftersom dessutom w(1) = 2 + 4 (randpunkt
pa randpunkt) &r Mobiusavbildningen enty-

(wo0)

digt bestdmd, och ansatsen

w—1 z— 21
1 z—1i/2

och insétting av w(l) =2 +i ger k= (2 —14)/(1 — 2i) = (4 + 3i)/5, sa

4430 z2—2  (8+416i)z+ (17— 16i)

w@) =it —— s 10z — 5i

(den sista omskrivningen behéver inte goras). Denna avbildar cirkeln C' pa cirkeln C, och eftersom
w(i/2) = oo avbildar den dessutom omradet |z| < 1 pa omradet |w — i| > 2 (inre punkt avbildas
pa inre punkt).

Lat L vara realaxeln Imz = 0 i z-planet och L den @—cirkel i w-planet som L avbildas pa under
w(z) ovan. Eftersom w(i/2) = oo och i/2 ¢ L &r L en vanlig cirkel |w — ¢| = r, dér centrum
¢ =w(—i/2) = (44 5i)/2 eftersom i/2 och —i/2 &r spegelpunkter m.a.p. L och oo och ¢ &r spegel-

punkter m.a.p. L. Vidare, t.ex. 1 € L ger w(1) =2+i € L, sa r = |(2+i) — (4+5i)/2| =3/2, s
L &r cirkeln |w — (4 + 5i)/2| = 3/2.

Svar: w(z) =i+ = ; bilden &r cirkeln

(a)

3

=3

4430 z—2  (8416i)z+ (17 — 16i)

w —

4+ 51
2

5 z—i/2 10z — 5i

F(2) = 2%/2+sin z ér en primitiv funktion till integranden f(z) = z +cos z i hela C, speciellt
i en omgivning till kurvan C, och eftersom C' borjar i punkten z = im och slutar i punkten
z =7 far vi

/ (24 cosz)dz = F(r) — F(iw) = 7> — isinh 7.
o —

f ar analytisk utom pa stralen |—oo, —1] och i de punkter dér cosh z = 0; de senare punkterna

fas ur e2* = —1 < 2 = (log(—1))/2 = in/2 + in7, n € Z. Den nirmaste singulariteten till
origo dr dérfor z = —1, och eftersom Log(l + z) = In|1 + z| 4+ ¢ Arg(1 + z) blir obegrinsad
nér vi nrmar oss z = —1 inifran |z| < 1 & Maclaurinseriens konvergensradie R = 1.

f(0) = 0, s& vi kan gora den lite enklare ansatsen f(z2) = c12 + 222 + 32 + O(z*). Stan-
dardutvecklingarna for Log(1 + z) och cosh z ger nu, eftersom f(z)coshz = Log(1 + z),

(12 +c22® +c32° + O(zY)) (1 + 2% /24 O(2Y)) = 2 — 2/2 + 2% /3 + O(z),

och entydighet hos koefficienterna ger ekvationssystemet ¢; = 1, co = —1/2, ¢1/2 4¢3 =1/3,
dwvs.cp=1,c0=-1/2,c3 =—1/6.

22 28

Svar: f(z)=2z— "5 +0(z*); R=1.



3. Satt
1 1

F+12G—i2  (+2E-i)

vi ser att f ar analytisk utom i fyrpolen 7 och i dubbelpolen —i. Vi séker I = ffooo f(t)dt.

f(z) = =(z+0) 2z — 1)

Lat Lp vara strickan fran — R till R och lat C'; vara halvcirkeln fran —R till R i undre halvplanet
(rita figur!). Om R &r stort nog (R > 1) medfor residysatsen och sedvanlig residyberikning (eller
Cauchys integralformel for derivata) att (observera orienteringen!)

* z)dz = 2mi z) = ﬂid_ »—3)4 727Ti(_4)7ﬁ
() /CR_LRfmczz Res £(2) = 2mi (e =) =T =T

Parametriseringen z = ¢, t : —R — R, av Ly ger fLR f(z)dz = ffRf(t) dt — I dd R — oo.
Vidare, eftersom |z i > [z| — |£i| = R —1 > 0 pa C om R ér tillrdckligt stort far vi ML-
uppskattningen

TR
f(z2)dz| < ———— =0 da R — o0,
cr (R—1)°
av gradskl, sa [,- f(z)dz — 0 da R — oo,
R
Genom att lata R — oo 1 (x) far vi slutligen 0 — I = 7/4, d.v.s. [ = —7/4. Svar: 72.

3

4. Studera argumenttillskottet for p(z) = 22 —iz? +3iz — 1 néir z genomléper den positivt orienterade

konturen Cr + I + Lp (se figur nedan).

P& Cp far vi att Ac,, argp(z) = Ac, arg 2° + Ac arg(1—i/z+3i/22—1/2%) — 3-71/2+0 = 31/2
da R — oo.

Pa I dr p(z) = p(iy) = —iy® +iy> =3y — 1= (=1 -3y) +iy*(1 —y) =u+iv,dir y : R — 0,
och u/v — 0 da y — +oo av gradskil, sa v drar mer 4n u.

P& Lg ér p(z) = p(z) =23 —iz? +3ir — 1= (23 - 1) +ix(3 —2) = u +iv, dir x : 0 — R, och
v/u— 0 da z — +o0 av gradskél, sa u drar mer &n v.

Vi far darfor nedanstende teckentabeller och kurva w = p(z) néar z genomléper I och Lg:

yf>{1|>|0

Ay In: ul[—[-]-]-1

Iy o vi|—10]+|0
x z|| 0 |<|1]<|3]|<
o Lr: u| 1[0+ [+]+
R o] O [+]+[+]0]-

Fran figuren ovan till hoger ser vi att Ar,yr,argp(z) — —37/2 da R — oo, och eftersom
poler saknas medfor argumentprincipen att antalet nollstéllen for p(z) i forsta kvadranten &r
(1/2m) imR 00 Acptin+Lr argp(z) = (37/2 — 37/2) /2w = 0.

Svar: Noll.



5. Fixera a € R. Eftersom
2 2

_ _ . \2 2_ . 2_,.2 -
e = e @) — oV T omI2TY — oV =T (005 20y — i sin 2y)

véaljer vi att integrera e da y = 0 (pa realaxeln; vi vet ju att fooo e dy = \/7/2) och da y = a.

2
LatT'r = L}2 + VI% + L% + VI% vara rektangeln med horn +R och —R+ia L R+ia
+R + ia, se figur (som &r ritad i fallet a > 0, men rakningarna V2 Vi
blir desamma ifall @ < 0); eftersom e* &r hel analytisk &r R R
fF e~ dz = 0, enligt Cauchys integralsats. -R 1 R

R LR

Parametriseringen z =t, t: —R — R, av L}2 ger

R R
/e_zzdz:/ e_t2dt:2/ e_tzdt—>\/?, R — o0,
L

L -R 0

och parametriseringen z =t +1ta, t: R — —R, av L% ger

R R
/ e dy = —6“2/ et (cos 2at—isin2at) dt = —26“2/ e™" cos2at dt — —26“2I(a), R — oo,
2, -R 0

dér vi har anvint att et och cos 2at ir jamna medan sin 2at ar udda.

Pa de lodrita strackorna VI%’Q, dir 22 = R? och y? < a?, ger ML-uppskattning

_ .2
/ e “dz
1,2
VR

o _2 o
s [(12e”* dz— 0da R — oo.
VR

< / |6722Hdz| < ea27R2|a| — 0, R — o0,
Vvp?

Nir vi till sist later R — oo i likheten [ e % dz = 0 far vi dirfor /7 + 04 (—2¢* I(a)) +0 =0,
d.v.s. '
NI

Svar: I(a) :76_“ .

6. f &r hel analytisk, sa
o f0) ,
f(z) = EO o zeC

dér potensserien (Maclaurinserien) ar absolutkonvergent for alla z, speciellt i de fyra punkterna
1,4,—1,—i. Vi far darfor

© (k)
£+ 50+ 10+ s = 3 T e i),
k=0 '

ag

dir agp = 1+14+1+1 =4, agpy1 = 14+1—-1—7 =0, agpyo = 1—-14+1—-1 =0 och
aqn+s =1 —1i— 1414 =0. Alltsa 6verlever bara termerna med nummer k = 4n, och

i FU0) _ fO+ O+ D+ f(0)
— (4n)!
n=0

4 )

speciellt ar serien konvergent.
Till sist, om t.ex. f(z) = (2 +1)7! sa ér f analytisk i 0, f((2) = (=1)"n!(z + 1)"""! och
F(0)/nl = (-1)", sa

G s X=X
n=0 n=0 n=0

som &r divergent enligt divergenstestet eftersom termerna inte gar mot noll da n — oo.



1.

2.

3.

TATA45 Komplex analys 2026-01-12, kommentarer

Vid sidan av de givna punkterna w(i/2) = oo (inre punkt pa inre punkt) och w(1) = 1+ 2¢
(randpunkt pa randpunkt) har ett fatal studenter inte anvént att spegelpunkter bevaras, alltsa
att w(2¢) = 4, utan i stéllet som tredje punktpar avbildat en andra randpunkt pa en andra
randpunkt, typiskt w(i) = —i. Gor man sa finns inga garantier for att avbildningen w(z) gor det
man vill (detta val gor det INTE). Se de tva metoder som finns i kompendiet och som garanterar
att avbildningen blir ratt: Foljdsatserna 7.18 och 7.30.

Nagra tror att oo och 0 &r spegelpunkter m.a.p. cirkeln |w —i| = 2 (FEL; cirkelns centrum &r ju )
och sétter darfor w(2i) = 0 1 stéllet for w(2i) = i.

(a) Manga tror att sin(im) = 0 (FEL) eller att sin(iw) = —isinh 7 (FEL), men sin(iw) = isinh .

2

Det gar naturligtvis bra att svara 72 — i(e™ — e~ ™)/2, utan att skriva om till sinh 7.

Nagra blandar ihop punkterna z = im och z = 7 med parametervirdena t = 7w/2 och t = 0
och tror att integralen = F'(0) — F(r/2) (FEL).

Nagra har bytt integrationsvég, vilket ar OK eftersom integranden har en komplex primitiv F'
i hela C.

(b) Ett mycket vanligt FEL &r att inte beakta att Log(1+ z) inte ar analytisk pa stralen |—oo, —1]
vid bestamningen av konvergensradien R. Ett ovanligt FEL, daremot, ar att inte beakta att
punkterna dar cosh z = 0 kan paverka R.

Flera har trott att utvecklingen coshz = 1+ 22/2 4+ O(2*) i nimnaren gor att R bestims av
att 1+ 22/2 = 0 (eller av att |—22/2| < 1) och far di R = /2, vilket &r FEL pa tva sitt:
dels kan man inte bara stryka O(z*), dels paverkar som sagt singulariteterna for Log(1 + 2).
Ganska manga har fel standardutveckling av Log(1 + z). Tank pa att om man &r oséker pa
hur den ser ut kan man alltid derivera fram den, som i envariabelanalysen.

Négra har anviint utvecklingen 1/(14+w) = 1 —w+ O(w?) med w = 22/2+O(2*), och det gar
naturligtvis bra, och da far man direkt att f(z) = (2—2%/2+2%/3+0(2%)) (1-22/2+0(2)) =
2z —22/2—23/6 + O(2%), utan ansats (iven om ansats ofta kan vara enklare).

De allra flesta har valt samma kontur som i l6sningsskissen, men det gar ocksa bra att anvinda
konturen Lp + C}:; da far man rdkna ut residyn i z = 4, som &r en pol av ordning fyra. Nagra
som har gjort det har dock missat faktorn 3! i ndmnaren vid berdkningen av residyn.

En del gor fel i ML-uppskattningen pa Cr (samma uppskattning for C’;{ och CF), typiskt

TR TR TR TR
R+1)8 (RZ4+1)2(R+1)2" |R+i]2|R—i|Y" (R2—1)2(R—1)2

f(z)dz

Cr

=1

Den tva forsta uppstar om man vander olikheten fel — man maste ju uppskatta ndmnarens belopp
neddt. Den tredje ir fel eftersom |z £i|? = 2% + (y £ 1)> = R? £ 2y + 1 medan |R+i|*> = R* + 1;
i vilket fall som helst maste man bevisa att ens olikhet ar ratt. Den fjarde &r &nnu mera skum
eftersom uttrycket déar inte ens ar reellt!

. Svar ¢ {0,1,2,3} ar orimliga.

Det gar naturligtvis bra att behandla argumenttillskotten lings Iz och L separat: med orienter-
ing som i losningsskissen gar de mot —m/2 respektive —7 da R — oc.

Det gar ocksa bra att integrera lings rektangeln med horn 0, R, R+ ia och ia, vilket nagra ocksa
har gjort, och da ger Cauchys integralsats och parametriseringarna z = x, x : 0 — R; z = R + iy,
y:0—a;z=x+1ta,x: R— —R;och z =1y, y:a— 0, av delstriackorna att

R a R a
/ e~ dr+ e_R2/ e’ (cos2Ry—isin2Ry) i dy— e“z/ e (cos2ax —isin 2ax) dx — / eV’ dy =0,
0 0 0 0
och tar man realdelar har far man
R 2 RZ a 2 2 R 2
(%) / e "dr+e” / eV sin2Rydy — e” / e~ " cos2axdr =0,
0 0 0

déar ‘e‘Rz Iy e¥” sin 2Ry dy| < e R*e?’|a| = 0 da R — 0o; 1t nu R — 00 i (x). (Som ”bonus” kan

man fa likheten [ e~ sin 2ax dx = Iy eV’ =" dy, a € R, genom att i stillet ta imaginirdelar.)



6. Nagra har utgatt fran Cauchys integralformel for derivata: Om C, &r cirkeln |s| = p tagen ett
varv moturs och p > 1 far vi

(4n) 1 s 83
BRI o [ 0N s g [ 45
2mi 54”+1 2mi 54"+1 2mi Jo st —1
n=0 p P
dér vi har summerat en geometrisk serie som dr konvergent eftersom |s| = p* > 1. Den sista

integralen kan nu berdaknas, enklast med residykalkyl, och enkelpolerna s = 1,7, —1, —i ger det
onskade resultatet: summan = (f(l) + @)+ f(-1)+ f(—z))/4 Steget *, alltsa omkastningen
av Y ", och [, &r dock inte sjalvklart och maste motiveras. Ett elementért bevis (som inte

anvander Fubinis sats eller likformig konvergens) &r foljande:

1
27m c, 54"“ 2771/ I 34”“ A N+1 gin+l ds

1 e 1 1 1 max|s—, | f(s)]
<2 [ i) S | lds < — / PO S = [ds] < Tolslze TS

som — 0 da N — oo nér p > 1; steg #* anviander bara omkastning av ZTJLO (med &ndligt manga
termer) och [ o » vilket ar en trivial egenskap hos integraler.
P

Nedan foljer nagra missforstand som jag har sett i inldimnade 16sningar. Lat ¢, = £ (0)/n!,
d.v.s. koefficienterna i Maclaurinserien for f; serien som undersoks ar alltsa ZZO:O Can-

o "Eftersom Y ° ¢, ar konvergent ar ocksd »_°  can konvergent.” Motexempel: 1 —1/2 +
1/3—1/44+1/5—1/6+ ... & konvergent (enligt Leibniz) medan 1/5+1/9+ 1/13+ ... &r
divergent. (Déremot &r det sant att om Y~ ¢, ir absolutkonvergent sa ér ocksa Y can
absolutkonvergent, eftersom Y7 [can| < D07 |enl.)

e "Om f &r singuldr i minst en av punkterna 1,7, —1,—i, sa ar ZZO:O C4n divergent.” Mot-
exempel: f(z)=2z/(1—2%), ddrallacyp, =0, ty f(z) =2+2°+2%+213 4+ ... da |z < 1.

e 7Om Maclaurinserien for f har konvergensradie R = 1, s& ar y_ ¢4, divergent.” Motex-
empel: f(z) =z/(1— z%), igen.

e "For att summan Y ca, ska vara konvergent krivs att Maclaurinserierna i punkterna
1,i,—1, —i ér konvergenta.” Motexempel: f(z) = z/(1 — z%), innu en gang.

e ”Om Maclaurinserien for f har konvergensradie R = 1, sa &r Maclaurinserien i minst en av
punkterna 1,i, —1, —i divergent.” Motexempel: f(z) =, 2™/n?, en potensserie som har
R =1 men som dnda ar absolutkonvergent for alla z pa enhetscirkeln |z| = 1.



