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> Z=1{0,1,—1,2,—2,3,—3,...}
» N=1{0,1,2,3,...}
> 7. ={1,2,3,...}

Om inte annat sigs s8 a, b,c,x,y,r,s € Z, men nym € Z,..

alb om finns ¢ sd att b = ac.

312ty 12 =3 4.



Lemma
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alo,

Ola < a=0,

1}a,

al & a=41,
alb N\ bla <= a=+=b
alb & —alb < a|-b
albANalc = a|(b+c),
alb =  a|bc.




Teorem

Begransad till Z... s& ar delbarhet en partialordning, med ett unikt minimalt element 1.

Del av Hasse diagram Id est,
1. ala,
2. alb \ blc = alc,
3.abAbla = a=hb




n € Z ar ett primtal om
> n>1,
» mn = me{l,n}

(positiva delare)

Primtalen borjar
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,...



a,beZ, b+#0. D5 finns unika k, r, kvot och rest, s& att

» a=kb+r,
> 0<r<|b

—27 = (—6) %5 + 3.




Antag for enkelhets skull att a, b > 0. Fixera b, induktion &ver a, basfall a < b. D§
a=0xb+ a.

Oma>bsi
a=(a—b)+b

och ind. hyp. ger
a—b=k'b+r', 0<r'<b

sd
a=b+k'b+r' =(1+k)b+r'.

Tak=1+k',r=r'



Om
a:k1b+r1:k2b—|—r2, Ogrl,r2<b
sd
0O=a—a=(ki—k)b+n—n
varfor

(ki —k)b=r—n
|RHS| < b, s8 |LHS| < b, alltsd k; = ko. Men d& ar 1 = .



a=23b=>5.

23=5+(23—5)=5+18
— 5454 (18—5)=2+5+13
=2%54+5+4(13—-5)=3%5+38
=3%5+5+4+(8—5)=4x5+3



a, b € Z. Den storsta gemensamma delaren till a och b, ¢ = gcd(a, b), definieras genom

1. cla A c|b,
2. If d|la A d|b, then d < c.

Om vi haller oss till Z; kan det sista villkoret ersittas med
2" Om d|a /A d|b, sa d|c.



Bezouts sats

Teorem (Bezout)

L3t d = ged(a, b). D3 finns (ef unika) x,y € 7 s§ att

ax+ by =d.

Bevis.

S={ax+by|lx,y €Z},d=minSNZ;. OmteS,sdt=kd+r, 0<r<d. Alltss
r=t—kd € SNN. Minimialitet av d, r < d ger r = 0. S3 d|t.

Men a,b € S, sé d|a, d|b, och om £ &r en annan gemensamm delare s& a = {u, b = {v,

och

d = ax + by = lux + lvy = {(ux + vy)

varfor £|d. Det foljer att d &r den storsta gemensamma delaren. Ol



Etienne Bézout




Om a = kb + r s§ gcd(a, b) = ged(b, r).

Om cl|a, c|b s& c|r.
Om c|b, c|r s& cla. O



6=1%27—3%7

27=3%7+6

; 1*6+1 1=7—1%x6
o =7—(27—3%7)
6=6x1+0

=(=1)%x27+4=x7






gcd(an, bn) = |n| ged(a, b).

Antag a, b, n € Z. Induktion &ver a+ b. Bas: a= b =1, gecd(a, b) =1,
gcd(an, bn) = n, OK.
Ind. steg: a+ b >2,a>b.

a=kb+r, 0<r<b

Eftersom a > b, k > 0.



ged(a, b) = ged(b, r)
ged(an, bn) = ged(bn, rn)

ty
an=kbn+rn, 0<rn< bn.

Men
b+r=b+(a—kb)=a—blk—1)<a<a+b,

sd ind. hyp. ger
nged(b, r) = ged(bn, rn).

Men LHS = ngcd(a, b), RHS = gcd(an, bn).



Om a|bc och gcd(a, b) =1 s§ alc.

1 =ax + by,

sd
c = axc + byc.

Eftersom a|RHS, alc. O



p prime, plab. D3 p|a eller p|b.

Om p fa s8 gecd(p, a) = 1. Tidigare lemmat ger nu att p|b. O



Oandligt manga primtal

Teorem (Euklides)

Varje n € 7. kan skrivas som en produkt av primtal. Det finns odndligt minga primtal.

Beuvis.

1 3r tomma produkten. Ind édver n. Om n primtal, OK. Annars, n = ab, a, b < n. S3
a, b produkt av primetal. Satt ihop.
Antag pi1, po, ..., ps lista pd alla kinda primtal. Satt

N=pip2---ps+1,

d& ar N = kp; + 1 for alla kanda primtal, s3 inget kant primtal delar N. Men N &r en
produkt av primtal, s& antingen ar det sjalvt ett (okant) primtal, eller sd &r det en
produkt av okdnda primtal. O



2x3x5+4+1=31



2x3x5+4+1=31
2x3xb5x7+1=211



2x3x5+4+1=31
2x3xb5x7+1=211
2x3x5%7%x11 %13+ 1 =59 %509



Varje n € Z kan unikt (upp till omording av faktorer) skrivas

n=pip2-:-Ps, pi prime .

Existns, Euklides. Unikhet: antag

n=pip2---Ps=4giqz - qr.

Eftersom py|n, har vi att p1|q1q2 - - - gr, vilket mha tidigare lemma ger p;|q; nagot g;,
alltsd p; = g;. Kancellera och fortsitt. O



Exponentvektorer

» Numrera primtalen i vixande ordning, p1 = 2,p» = 3,p3 = 5, et cetera.
> Dan= Hj'il pfj, med bara dndligt ménga a; noll-skiljda.

» L3it v(n) = (a1, a2, as,...) vara denna heltalsfoljd.

» D& v(nm) = v(n) + v(m).

» Ordna komponentvis, d& njlm < v(n) < v(m).

» Vi har v(gcd(n, m)) = min(v(n), v(m)).

gcd(100,130) = ged(22 % 52,2 % 5 % 13)
— 2min(2,1) * 5min(2,1) s 13min{0,1)
=21 x5 %130
=10



Definition
> abeZ

» m =lcm(a, b) minsta gemensamma multipel om

1. m = ax = by (gemensam multipel)
2. Om n gemensam multipel till a, b s& m|n

Lemma
» a,beZ,, c,d € Z
> tem([T, p7, [T, o) = [T, "
> ab = gcd(a b)lcm(a, b)
» Om a|c och b|c s§lcm(a, b)|c

» Omc=d mod aochc=d mod b s§c=d mod lcm(a, b)
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» Varje heltal har rest 0,1,2, or 3, when divided by 4

» Bortsett fran 2 s3 ar alla primtal udda

» S3& primetal > 2 &r antingen pa formen 4n+ 1 eller 4n+ 3
» 4n+3=4(n+1)—1=4m—1.

Teorem

Det finns odndligt minga primtal p§ formen 4m — 1.



Bevis
Beuvis.
L&t g1,..., g, vara de kinda primtalen, sitt
N=4qq- - g —1
D& N udda, ej delbar med nagon g;. Primtalsfaktorisera N:
N=uus---us
Omalla uyj =4m; +1 s3
N=(4my +1)(4mo +1)---(4ms+1) = 4m + 1,

en motsagelsel. S& nagon uj = 4m; — 1, uj|N s& u; & {q1,..., qr}, alltsd tidigare
okand.



a,b e Z, gcd(a, b) = 1. D3 innehiller aZ + b oandligt m&nga primtal.

Uppenbarligen s& har 6Z + 3 bara ett primtal, 3, s& villkoret nddvandigt.



Dirichlet
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