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Diofantisk ekvation: séker heltalslosningar

Teorem

Lat a, b,c € Z. Satt d = ged(a, b). Den Diofantiska ekvationen
ax + by = c, X,y €7 (DE)
ar l6sbar om och endast om d|c.

Beuvis.

Nodviandigt: om l6sning x, y finns, sa d|LHS, s d|c.
Tillrackligt: om d|c, s& (DE) ekvivalent med

a b c

el = = DE’

T (DE)
med ged( 3, 3) = 1. Kan alltsd anta d = 1. O

Fallet d =1 pa néasta sida



L4t a, b, c € Z, med gcd(a, b) = 1. Den Diofantiska ekvationen
ax+ by = ¢, X,y €Z (DE1)

ar losbar.

Bezout: 1 = ax’ + by’, sd c = ax'c+ by'c. Satt x =x, =x'c, y =y, = y'c. O



Alla I6sningar

» Om (x1,Yy2) och (x2,y2) bada lésningar till (DE1) s& (x1 — x2, y1 — y2) l6sning till
ax+ by =0 (DEH)

» (x,y) = (bn,—an), n € Z, 16sningar till (DEH)

» | sjilva verket ges alla I6sningar av ax = —by s b|x, alltsd x = bn. Darfor
abn = —by, sd —an=y.

» (x,y) = (bn,—an), n € Z &r alla 16sningar till (DEH)

» Sa alla I6sningar till (DE1) ges av

(x,¥) = (Xp, ¥p) + (Xt yn) = (Xp, yp) + n(b,—a)



> 4x 46y =20 » Alla Iésningar till 2x 4+ 3y = 0 ges av
> gcd(4,6) =2 (xnyyn) =n(3,—2), neZ

> 2x+3y =10 » Alla Iésningar till ursprungliga

> ged(2,3) =1=2x(—1)+3x1 Diofantiska ekv. ges av

> 2% (—10)+3%10=10 (X)Y):(Xh)Yh)+(Xp>Yp):

> (Xp,¥p) = (—10,10) partikularlsning (—10+3n,10 — 2n)
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Den linjdra Diofantiska ekvationen

aixy +axxg+ -+ apxp =¢C

ar lésbar nar ged(aj, aj) =1 for i # j.
(Lite svagare villkor racker)

Nodvandighet: uppenbar.
Tillracklighet: studera
ax+lxy=c,  ged(a,y)=1

Ldsbar med x, y heltal. Betrakta nu
a2X2+"‘+aan:}/)

|6sbar per induktion. O



2x+3y +5z=1

> Los2x +1lu=1

> (x,u) =(0,1) + n(1,—2).

» L6s 3y +5z=u=1-—2n.

> (y,z) =(1—2n)(2,—1) + m(5,-3).

» Kombinera:
(Xa }/»z) - (0)2)_1) + n(1)4) _2) + m(0)5)_3)



ne€Z,n>1.

For a, b € Z sager vi att a ar kongruent med b modulo n,
a=b modn
omm n|(a— b).

» a=a mod n,
» a=b modn — b=a mod n,
» a=b modn /N b=c modn S a=c mod n.



» Udda tal ar kongruenta med varandra modulo 2
> 134632 = 5645234532 mod 100

> 4=—-1 mod 5,

> 4=%1 mod 5.



Definition

En relation ~ pd X ar en ekvivalensrelation om for alla x, y, z € X giller att
» x ~ x, (relationen &r reflexiv)
> x~y & y~x, (symmetrisk)
> x~y N y~z — x ~ z (transitiv).

» For x € X, [x] = [x]l. ={y € X|x ~ y} &r ekvivalensklassen innehillande x, och x
ar en representat for klassen

» Klasserna partitionerar X:
X = UxexIx], union disjoint

Med andra ord sa tillhor varje element precis en ekvivalensklass.

> x~y <= xcly] < =1l



v

Vi samlar ihop ekvivalensklasserna i en pase:
X/ ~={Ixl|x € X}

Bild kommer!

Kanonisk surjektion:

m: X = X/~
ni(y) = [yl

Sektion:
s: X/~ X
sa att t(s(A)) = A.
Transversal T: val av precies en representant fran varje klass
Normalform: w = s o 7t uppfyller n(y) ~ y, n(n(y)) = n(y)

Dessa begrepp ar intimt sammanflatade. Bild!



» Fixera positivt heltal n > 1, och 1at ~ vara ekvivalensrelationen
X~y <& x=y modn

» DiarX =27

» X partitioneras in klasser, eller hur?
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x=kn+r, 0<r<n
x'=k'n+r', 0<r'<n

sd x =x" mod nomm r=r'.

Sa T={0,1,2,...,n— 1} ar en transversal
Z=[0lulJu---Uln—1],

la] = nZ + a,

Sektion: s([a]) =bmed b=a mod noch0< b<n,ie,beT.
Normal form: kn+r—r

Zn=17/(nZ) ={[0]p, Upy...,[n—1]n}

Kan addera och multiplicera kongruensklasser genom att addera och multiplicera
representater!



Lemma
Antag att

ai=a modn
by

b, mod n
D3 galler att

ai+bi=a+ b modn

aiby = apbp, mod n

Bevis.
n|(ay — a2), n|(b1 — by). Eftersom (a3 — a2) + (b1 — b2) = (a1 + b1) — (a2 + b2),
n|((ay + b1) — (a2 + b2)).
Vidare,
aiby — axbp = a1by + axby — axby — axby

= (a1 — a2)by — az(by — bo)



Vi adderar och multiplicerar kongruensklasser i Z, genom

[a]n + [b]n = [a+ b]n
[a]nb]y = [abl,

[a] + [0] = [a]
[a] + [—a] = [0]
[a] 4 [b] = [b + &
([al + [b]) + [c] = [a] + ([b] + [c])
[a] x [1] = [a]
[a] % [b] = [b] * [a]
[ [
(



Addition och multiplikation modulo 4:
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Addition and multiplikation modulo 5:
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Lemma

Om ac = bc mod n och gcd(c,n) =1, sda=b mod n.

Beuvis.

n|(ac — bc), sa n|c(a— b), sa n|(a— b) (féregdende lemma). O

0%x2=2%2 mod 4,

men
0#2 mod4



Om T ={t1,...,ty} transversal (mod n) och gcd(a,n) =1, s aT ={aty,...,at,}
ocksa transversal.

Behdver bara visa att at; = at; mod n medfér i = j. Men n|(at; — at;) ger n|(t; — t;),
som ger i = j, ty T transversal. O



Teorem
Om gcd(a,n) =1 s3 ar

ax=b mod n

lésbar, och ldsningen dr unik modulo n.

Beuvis.

Unikhet: om ax = ax’ = b mod nsd ax — ax’ =0 mod n, varfor x = x’ mod n.
Existens: T ={t1,..., ty} transversal. aT = {aty,..., at,} ocksa transversal, sa nagon
at;j =1 mod n. ]

Los 3x =2 mod 5. T ={0,1,2,3,4}, 3T ={0,3,6,9,12} ={0,3,1,4,2} mod 5. So
3x4 =2 mod b.



Teorem
L4t d = ged(a, n). Ekvationen

ax=b modn

dr I6sbar omm d|b; I6sningen d3 unik modulo n/d.

Beuvis.

Eftersom d = gcd(a, n) sa d|n och d|a.
Nodviandigt: om |6sning finns sa n|(ax — b), alltsa d|b.
Tillrackligt: antag d|b.

n
mod —

n|(ax — b) — *|(§X—*) — d

Qo
Q| o

Eftersom ged( g, 3) =1 kan vi tillampa tidigare lemmat: 16sning finns, unik modulo
n

d



4x =2 mod 6
2x =1 mod 3
2x—1=0 mod 3

» Diofantisk ekvation 2x — 1 = 3y
» En [Gsning &r x = —1,y = —1
» S3 x=—1=2 mod 3 unik [6sning mod 3



Teorem (Kinesiska restsatsen)

Om gcd(m, n) = 1 s3 har ekvationssystemet

x=a modm
(CRT)
x=b mod n

en lésning, som ar unik modulo mn.

Proof
Unikhet: om

x=x"=a modm

xX=x"=b modn

x—x'"=0 mod m

x—x'"=0 mod n

Alltsd m|(x — x'), n|(x — x’), sa eftersom gcd(m, n) = 1 far vi att mn|(x — x’).



Beuvis.

Existens: vi har att x =a mod m, sa x =a-+rm, r € Z. Alltsa

x=b modn
a+rm=b modn
at+rm=>b+sn
rm—sn=>b—a

Detta ar en linjar Diofantisk ekv, I8sbar ty gcd(m, n) = 1.
Alternativt, rm = b — a mod n l6sbar (for r) eftersom ged(m, n) = 1.



x=1 mod?2
x=3 modb>5
x=5 mod7

Los tva forsta ekv:

x=1+2r=3 mod?2

2r=2 mod b5
r=1 mod>5
r=1+5s

x=1+42(1+5s)=3+10s
x=3 mod 10



Sen loser vi

mod 10
mod 7

x X
M1

o W



Sen loser vi

mod 10
mod 7

X X
{1l
o w

Som tidigare:

x =3+10s =5 mod7
10s =2 mod?7
5s =1 mod?7

Hitta mult invers av 5 modulo 7:



Sen loser vi

mod 10
mod 7

X X
{1l
o w

Som tidigare:

x =3+10s =5 mod7

10s =2 mod?7
5s =1 mod?7
Hitta mult invers av 5 modulo 7:
s =3 mod?7
s =347t
x =3+10s =3+10(3+7t)
=33+ 70t

X =33 mod 70
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