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Definition
» p primtal
» Zplx] ringen av polynom med koefficienter i Z,
» Allmant sddant
f(x) = anx" + ap1x" ' 4+ + a1x + ag

med a; € Zp, ap # 0.

> n=deg(f(x)).
> Ic(f(x)) = ap, Im(f(x)) = x"
» Nollpolynomet har grad —oo



Lemma
> deg(fg) = deg(f) +deg(g), o
» deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) ———

| Zs[x],
> OSHx+1D) (X +x+1) = X +x* X302 x+x +x+1 = X +x°+x3+x%+1
> x4+ + 3 +Xx2+1) =x>+x V%@A;Z

S B =T



Om f(x) = £ 1o G\, a € Z,, 53 § evalueringen av FIx}yid x = a definierad som
n .
a) = Z ¢
j=0

> p=2 polynomiella funktion Zy — Zy, men
> f(x)=1 (konstant polynom) ar olika som polynom

> gx)=x*+x*+1 » Tva polynom ger samma funktion

> f(0)=f(1)=1 omm de skiljer sig at med en

> g(0) =g(1) = polynomiell multipel av x% + x

» Sa f och g definierar samma



Om f(x) = Y {5 ¢/, a € Zp, sa ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad som

f(a) = i cjaj
j=0

> p=2 polynomiella funktion Zy — Zy, men
» f(x) =1 (konstant polynom) ar olika som polynom

> gx)=x*+x*+1 » Tva polynom ger samma funktion

> f(0)=f(1)=1 omm de skiljer sig at med en

> g(0)=g(1)=1 polynomiell multipel av x% + x

» Sa f och g definierar samma



Om f(x) = Y {5 ¢/, a € Zp, sa ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad som

a) = i cd
j=0

> p=2 polynomiella funktion Zy — Zy, men
> f(x)=1 (konstant polynom) ar olika som polynom

> g(x)=x*+x2+1 > Tva polynom ger samma funktion

> f(0)=f(1)=1 omm de skiljer sig at med en

> g(0)=g(1)=1 polynomiell multipel av x% + x

» Sa f och g definierar samma



Om f(x) = Y {5 ¢/, a € Zp, sa ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad som

f(a) = i cjaj
j=0

> p=2 polynomiella funktion Zy — Zy, men
» f(x) =1 (konstant polynom) ar olika som polynom

> g(x)=x*+x2+1 > Tva polynom ger samma funktion

> f(0)=f(1)=1 omm de skiljer sig 4t med en

> g(0)=g(1)=1 polynomiell multipel av x% + x

» Sa f och g definierar samma



Om f(x) = Y {5 ¢/, a € Zp, sa ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad som

f(a) = i cjaj
j=0

> p=2 polynomiella funktion Zy — Zy, men
» f(x) =1 (konstant polynom) ar olika som polynom
> gx)=x*+x2+1 Tva polynom ger samma funktion
> f(0)=f(1)=1 omm de skiljer sig 4t med en
> g(0)=g(1) = polynomiell multipel av x% + x
Sa f och g definierar samma



Evaluering

Definition

Om f(x) = Zf:o cjxj, a € Zp, sa ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad som

a) = i cd
Jj=0

> p=2 polynomiella funktion Zy — Zy, men
> f(x)=1 (konstant polynom) ar olika som polynom

> gx)=x*+x2+1

> f(0)=1(1) =

> g(0)=g(1)=1

» S3 f och g definierar samma



Evaluering

Definition

Om f(x) = Zf:o cjxj, a € Zp, sa ar evalueringen av f(x) vid x = a definierad som

a) = i cd
Jj=0

> p=2 2ot >N polynomiella funktion Zy — Zy, men
> f(x)=1 konstint 6o|ynom) >\ 4 olika som polynom

> gx)=x*+x2+1 » Tva polynom ger samma funktion

> f(0)=1(1) = omm de skiljer sig at med en

> g(0)=g(1)=1 polynomiell multipel a

» S3 f och g definierar samma



Teorem (Divisionsalgoritmen)

Antag f(x), g(x) € Zplx], g(x) e nollpolynom. De finns unika k(x), r(x) € Zp[x],

f(x) = k(x)g(x) +r(x),  deg(r(x)) <deg(g(x)) *)
Beuvis.
Kan anta n = deg(f(x)) > deg(g(x)) = m. Satt

f=ax"+f, &= +&

och satt 5
h=1f— ﬁx"_mg.
Da deg(f:) < deg(f), fortsatt med induktion. O

Beviset fungerar for koefficienter i en godtycklig kropp (e.g. Q,R) men inte for Z.



> p:2
> f(x)=x>+x+x+1, g(x) =x>+x
>

f=x3g+ (f—x3g)
=x3g+(x*+x2+x+1)
= (x 3+x2)g+(x4+x2+x+1—x2g)
=3 +x)g+(C+x*+x+1)
=+ x2+x)g+ (X +x*+x+1—xg)
=3+ X2+ x)g+ (x2+1)
=P+ P+ x+)g+(xP+1—g)
=+ X2+ x+Dg+ (x+1)



Teorem (Faktorsatsen)

f(x) € Zplx], a € Zp. Da f(a) =0 omm f(x) = k(x)(x — a) fér nagot k(x), i.e.,
resten vid division med (x — a) &r noll.

Beuvis.

Om f(x) = k(x)(x — a), sa RHS(a) =0, sa f(a) =0.
Om f(a) = 0, utfor division med rest:

f(x)=k(x)(x—a)+r(x), deg(r(x)) <deg((x—a))=1

Sa r(x) = r, en konstant. Evaluera vid x = a:

varfor r = 0.



Teorem (Lagrange)

f(x) € Zplx], deg(f(x)) = n. D3 har f(x) hégst n nollstillen i Zy.

Beuvis.

OmacZy f(a) =0,sad f(x) =(x—a)g(x). Om f(b) =0, b # a, sd

0= (b—a)g(b), och g(b) =0. Eftersom deg(g(x) = n—1 < n och g(x) innehaller de
aterstdende nollstallena till (x), féljer utsagan med induktion. Ol

f(x) = [2lax + [2]a € Z4[x] men f([1]4) = [2]4 + [2]4 = [0]4,
f([3]4) = [6]4 -+ [2]4 = [0]4 Vad ar det for fel pé Z4?



p primtal. D5 (p—1)! = —1 mod p.

p =2: OK.

p > 2: Sitt f(x) =xP~1 — 1. Fermat: f(k) =0 mod p for k € {1,2,...,p—1}. p—1
nollstéllen in Z,[x]. Lagrange: inga fler nollstdllen.

Faktorsatsen:

f(x) = (x —1)q(x) € Zplx],

aterstdende nollstillen i g(x), sa

g(k)=0 mod p, ke{2,3,...,p—1}



Bevis.

Det foljer att
flx)=Kx=1)(x=2)--(x=(p—1)) € Zp[x]

Evaluera vid x = 0:

Med andra ord,
0P 1—1=(—1P1p—1) modp

Men p &r udda, s3 (—1)P~1 =1.



> f(x)=ax' +---+ax+ag € Z[x]



> f(x)=ax' +---+ax+ag € Z[x]
» myn,r € Zy, c €Z, p primtal



> f(x)=ax' +---+ax+ag € Z[x]
» myn,r € Zy, c €Z, p primtal

» f(c) =0 medfér f(x) =0 mod m, ej omvint



> f(x)=ax' +---+ax+ag € Z[x]
» myn,r € Zy, c €Z, p primtal
» f(c) =0 medfér f(x) =0 mod m, ej omvint

» f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]

myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal

f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant

f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft”:



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]
myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal
f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant
f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft":
» f(c) =0 mod p”



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]

myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal

f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant

f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft”:

» f(c) =0 mod p”
» c=c+tp” mod p" men inte mod p"*! for 1 <t < p—1, olika



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]

myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal

f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant

f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant

“Lyft":
» f(c) =0 mod p”
» c=c+tp” mod p" men inte mod p"*! for 1 <t < p—1, olika
» Kanske f(c+tp") =0 mod p™+! fér nigot t



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]
myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal
f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant
f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft":
» f(c) =0 mod p”

» c=c+tp” mod p" meninte mod p't! for 1 <t < p—1, olika
» Kanske f(c+tp") =0 mod p™+! fér nigot t

“Kombinera”:

medfér f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]
myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal
f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant
f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft":
» f(c) =0 mod p”

» c=c+tp” mod p" meninte mod p't! for 1 <t < p—1, olika
» Kanske f(c+tp") =0 mod p™+! fér nigot t

“Kombinera”:
» gcd(myn) =1

medfér f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)



vvyVvyyVvyy

f(x) =ax* + -+ aix + ag € Z[x]
myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal
f(c) =0 medfor f(x) =0 mod m, ej omviant
f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft":
» f(c) =0 mod p”

» c=c+tp” mod p" meninte mod p't! for 1 <t < p—1, olika
» Kanske f(c+tp") =0 mod p™+! fér nigot t
“Kombinera”:
» gcd(myn) =1
» f(c)=0 mod m

medfér f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)



vvyVvyyVvyy

pasd

f(x) =apx'+ -+ aix + ag € Z[x] 01)(2]0 . ]D
myn,r € Z., ¢ € Z, p primtal
f(c) =0 medfér f(x) =0 mod m, ej omvint F /l/ /N

f(c) =0 mod mn medfér f(x) =0 mod m, ej omviant
“Lyft" ' E‘\l '\f'io'lﬁ.
» f(c) =0 mod p”
» c=c+tp” mod p" men inte mod p"*! for 1 <t < p—1, olika
» Kanske f(c+tp") =0 mod p™+! fér nigot t \
“Kombinera": x—/ d wo Vq} P
» gcd(myn) =1 -
» f(c)=0 mod m
» f(c)=0 mod n O\G\P\ 5\ V"Y)(}f

medfér f(c) =0 mod mn (Kinesiska Restsatsen)



x>+ x+5=0 mod77

Modulo 7:

0=x>—6x+5=(x—3)2—9+5= (x—3)2—4 = (x—3+2)(x—3—-2) x@ x—05)
Modulo 11:

0= x?—10x+5 = (x—5)2=25+5 = (x—5)2—9 = (x—5+3)(x—5-3) = (x{ (x—8)
Kombinera med Restsatsen: U

=1 mod7
& |x=57 mod 77
x=2 mod 1l

Tre l6sningar till, hitta dem!



x>+ x+5=0 mod77

Modulo 7:

0=x>-6x+5=(x—3)2-9+5=(x—3)°—4=(x—3+2)(x—3—-2) = (x—1)(x—5)
Modulo 11:

0= x2—10x+5 = (x—5)2—25+5 = (x—5)2—9 = (x—5+3)(x—5—3) = (x—2)(x—8)
Kombinera med Restsatsen:

x=1 mod7

< x =57 mod77
x=2 mod 1l

Tre l6sningar till, hitta dem!



@le‘) AT &‘SLF g

Mark: omf(a) =0 mod 49, sd f(a) =0 mod 7, men inte omvant nddvandigtvis
Nollstallen modulo 7:@. Kan vi “lyfta” dem till nollstillen modulo 497

a=1 mod 7 ger a=1+7s.Sa “lyften” ar 1,8,15,22,29,36,43. Ar nigon av dem
nollstélle modulo 497
fla)=a’+a+5=(1+7s)°+(1+7s)+5=1+145+495>+1+7s+5 mod 72, sa

f(a) =21s+7 mod 49

For nollstalle, 16s



Exempel (fortsittning)
geA=7

21ls = —7 mod 49
?\SC|§;\ “‘t,k? 3s=-1 mod7
\ S (=2 s=2 mod7

varfor
a:1+7szl+7*25@ mod 49
Datorn kontrollerar:

R.<t> = Integers(49) []
f=t~2+t+5

hittar
f(15) =0



Ar det enda nollstillet?

myroots=f.roots(multiplicities=False)

hittar
myroots = [33, 15]

Aha, sd “lyftet” av nollstillet x =5 mod 7 till x =5+ 7 % 4 fungerar.



Formell derivata

Definition
> f(x) =) ;ax € KIx
> K nagon koefficientring

» Den formella derivatan ar f'( Z JaJxJ !

fx)=1+x+x>+x3+x*+x5 € Z,[x],
da blir
Fl(x) =14 2x +3x> +4x3 + 5x* =1+ 3x% + 5x*.

Koefficienterna raknas modulo tva, inte exponenterna!



Lemma

f(x+y) € Klx, yl, polynomringen i tva variabler. D3 galler att

fx+y)=f(x)+f'(x)y +glx,y)y? (1)

: O
for ndgot g(x,y) € Klx, y]. &/ Fakondlle G k(x\ 4y 4 ﬁ*n

Vi kan identifiera K[x,y] med K[x][y] C K(x)ly] och skriva S o c )
» R

et 7] = @+ F(x)y + O(y?) 22

fix)=x34x+2, f/(x) =3x>—1, och
N

fix+y)=(x+y)>3—(x+y)+2
=x3 3%y +3x° +y —x—y+2
=(x3—x+2)4+ (3x2—1)y +3xy2 + y5.



Beuvis.

Binomialsatsen:

(x+yY =x +jx ty + (é) I2y2 by =+ Ty 4 g (%, )
Darfor:

fix+y)= Zajx—i—y

=a0+)_ai(x + 7ty +gi(xy)y?)

j>0
=ap+ Z apx + yZ appd L+ y? Z ajgi(x,y)
j>0 j>0 j>0

= f(x) + yf'(x) + g(x,y)y?



vvyVvyVvVvyy

p primtal

f(x) € Z[x]

ceZ, f(c)=0 mod p"

Substituera x =c¢, y = p'si f(x+y) = f(x) + f/(x)y + g(x, y)y?

Far f(c+sp") = f(c) + f'(c)p's + g * (p's)?,
flc+sp")=f(c)+f'(c)p’s mod p*?

Om f’(c)#0 mod psa f'(c) 0 mod p ! och vi kan l6sa
(f'(c)p")s = —f(c) mod p"*?

unikt. Dela med p" for att erhélla




vy

p primtal

f(x) € Z[x]

ceZ, fl(c)=0 mod p”

Substituera x =c¢, y = p'si f(x+y) = f(x) + f'(x)y + g(x, y)y?

Far f(c+sp") =f(c)+ f'(c)p's+g * (p's)?,
flc+sp’)=f(c)+f'(c)p’s mod p*?

Om f’(c)#0 mod psa f'(c) 0 mod p ! och vi kan l6sa
(f'(c)p")s = —f(c) mod pH!

unikt. Dela med p" for att erhélla




» p primtal

» f(x) € Z[x]

» ccZ, f(c) =0 mod p"
Substituera x =c, y = p'si f(x +y) = f(x) + f'(x)y + g(x, y)y?
Far f(c+sp") =f(c)+f'(c)p's+g = (p's)?, sa

flc+sp’)=f(c)+f'(c)p’s mod p*?
Om f’(c)#0 mod psa f'(c) 0 mod p ! och vi kan l6sa
(f'(c)p")s = —f(c) mod pH!

unikt. Dela med p" for att erhélla




> p primtal \C C+{3(( = Q0 VA'JV

» f(x) € Z[x]
» ccZ, f(c) =0 mod p"
» Substituera x =c, y =p'si f(x+y) = f(x) +f'(x)y + g(x,y)y?



» p primtal

» f(x) € Z[x]

» ccZ, f(c) =0 mod p"

» Substituera x =c, y = p'si f(x+y) = f(x)+ f'(x)y + g(x, y)y?
» Far f(c+sp")=f(c)+f'(c)p's+g=* s3

flc+sp")=f(c)+f'(c)p"s mod p!



Hensels lemma

» p primtal
> f(x) € Z[x]
» ccZ,\f(c) =0 mod p"
» Substituera x =c, y =p'si f(x+y) =f(x)+ f (x)y + g(x,y)y?
> Far f(c+sp’) =f(c)+f'(c)p's+ g *(p's)?, sa
6 = flc+sp)=f(c)+f'(c)p’s mod pHt

» Om f/(c) #0 mod psa f'(c) 0 mod p™* och vi kan I6sa
(f'(c)p")s = —f(c) mod p™*

unikt. Dela med p” for att erhalla




Lemma (Hensels lemma)

| , Nid
1. p primtal J / r
2. f(x) € ZIx] (’
3. f(c)=0 mod p/

4. f'(c) 20 mod p
D3 finns unikt t (mod p) sa att

flc+tp)) =0 modﬁ

Detta t ar den unika Iésningen till ekvationen

—f(c)

tf'(c) i

mod p



Lemma (Hensels lemma)

1. p primtal 1. ¢;=c mod p (det ar ett lyft av c)

2. f(x) € ZIA 2. ¢g=¢-1 mod p/ ! (Iyft avci 1)

3. f(c)=0 mod p o ,

4. f'(c)£0 mod p 3. f(¢) =0 mod p/ (I6sning mod p/
4,

D3 finns ¢y, c3, Cay ... S3 att ¢ ar unik mod p/

L

» Lyft ¢ till ¢j11 genom att sdtta ¢jy1 = ¢ + tp/, 16s for t mod p/tt

» Om f’(c) =0 mod p sa forsta lyftet icke-existerande eller j unikt



N -
Qi 121020 4

» f saknar nollstdllen i Z eller Q, men ett nollstalle i R)>ech 3 nollstallen i C

» f(2)=0 mod 5 F‘O "’W}K
> f/(x) =3x?¥/(2) =12#0 mod 5
» Hensel: nytermkt till alla potenser av 5
n @
L P pz p3 p* p° lj\/N M)\ZJ

2 22 72 322 947
| ik



_ ! | ! # 5 ik 4
p=3 U
f(x) = |/
f(l)—;@3 OQL m}j

f'(x) =3x% f'(1)=3=0 mod 3

Hensel: om det lyfter, sa ej unikt

vV VvyVvVvyYVvyy

| sjalva verket inga I6sningar modulo 9



> p=3
—Of (x) =x* —7x3 +2x° +2x + 1 Q g ? l
» f(2) =—27=0 mod 3 //
> /(x) =4x3 —21x%2 +4x+2
> f/(2) =—42=0 mod 3 O | W@
» Hensel: om lyfter, sd ej unikt
> Lyfter pa varjehanda satt:
moduli roots
3 (2]
32 [2,5,8]

B8 [2,5,11, 14,20, 23]
34 (11,23, 38,50, 65, 77]
> Motsager verkligen inte Lagranges fina resultat



> Vi lyfter “manuellt” 0 w}ﬁ

> 0;5}2{39 =f(2) +mt mod 9

» f(2) rakar bli 0 mod 9

> f'(2)=3 mod 9

> 3x3xt=0 mod9, t ar vadsomhelst

> 2+0%3,2+1%3, 2+2x3 alla giltiga lyft



Tillampning: faktorisera heltal
Gl

/ ki, 1

> Antag qi1, g2 primtal,(N)= q1q2 1/ 31
<> N=qq mod p/

Oﬁ@mod P, satt@ Vi1 =y +tp/,
Vill ha x;41y;+1 = N mod
N = (x; +sp)(y; + tp/) = @Hﬂxjﬂ;ﬂyj mod pitl

0= +sply; + tp/x; mod’p/t!
Dela ‘med p/, fér%g(z—i— syj+tx; =0 mod p
Antag x;y; # 0 mod p, da |6sbar

vV vYvyVvyTYysy



q192 ‘ = 304951 = L
N =7 mod 2 HI\Q W
Icke-trivial factorisering 5 3= 7 mod 23

For att lyfta, 16s 15 —|— + 5t =0 mod 2

(s,t) = (1,0) eller (

Forsta varianten ger 13 * 3 =7 mod 2*

Andra varianten ger 5% 11 = 7 mod 2*

Forsoker lyfta den senare: skall l6sa 55 + 5s + 11t = 0 mod 2 Aterigen

(s,t) = (1,0) eller (0,1). Forsta ger 21 * 11 =7 mod 32, men N =23 mod 32,
dodfott lyft. Andra ger 5% 27 =7 mod 32 inte bra.

» Lyfter vi 13%x 3 =7 mod 16 istallet far vi 29 * 3 = 23 mod 32 eller 13 %19 = 23
mod 32, bida duger hittils

| sjalva verket sd ar q; @mod 32, q» E@ mod 32, sa det ar det ratta lyftet

VVVYVVYVYVYVYY
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a € Z har invers b mod p”, sd @b =1 mod p”

Sa a# 0 mod p

Vill lyfta b till invers mod p
f(x) =ax—1, f(b) =0 mod p", f'(b) =a# 0 mod p
f(b+tp™) = f(b) + f'(b)tp" = ab— 1+ atp” =0 mod p”"
Dela med p" =0~k M~

al;;l +at=0 mod p

n+1

vV Vv Vv VvyVvYyvyy




> 2a=8 p=5

» 8x2=1 mod>5

> Ekv:tion (8%x2—1)/5+8t =0 mod 5 blir 3+8t =0 mod 5, unik Iosning t = 4
> S3 24—@*5:22 invers mod 25

> 8%x22 =176 =1 mod 25

by
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