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Grupp

Definition
(G, *,e) ar en grupp om for alla a, b, c € G,
1. ax(bxc)=(axb)*c,
2. axe—exa=a,
3. finnsunik a e Gsdattaxal=alxa=1.

Om a* b= b a alltid giller, s& dr gruppen Abelsk (kommutativ).

Definition

Den delgrupp till en grupp G ar en delmangd H C G sa att
1. ec H,
2.omheHsahleH,
3. om hy,hp € Hsd hy x hy € H.

Vi skriver H < G.



Om (G, *, e) grupp och H delgrupp, sa ar (H, *,e) en grupp. En delgrupp till en abelsk
grupp ar fortsatt abelsk.



» (Z,+,0) ar en abelsk grupp

> Q <R < C ar likasa abelska grupper under addition

> (C\{O} abelsk grupp under multiplikation

» T ={z € C||z| =1} ocksa abelsk grupp

> Fér varje positivt heltal n, { exp(2X™)|k € Z } abelsk grupp under multiplikation
» For varje positivt heltal n, Z, abelsk grupp under addition

» Den “typiska” andliga, icke-abelska gruppen ar gruppen S, av bijektioner

& {1,...,n} —{1,..., n} under funktionssammansattning



Vi studerar additionstabellen for de abelska gruppen (Zg4,+, [0]4) och (Zs, -+, [0]5):
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Kom ihdg: i Z, sa har g = [a], en multiplikativ invers omm gcd(a, n) = 1.

Definition
Z>n>1.
» 7 ={laln|gcd(a,n) =1}.
> b(n) = {1 < a<nlged(a,n) =1)| = [Z;.

Zn @r inte en grupp under multiplikation, eftersom det finns element som inte har
nagon invers, men:

Teorem

77, ar en abelsk grupp.



]
LO
=2,

—= ~

Lo N~ 00

= = =

= =&~

= =~ =

Lo N~ 00

— _ =

™ (S Ts)

£, 82, 2,

e e R e R S

N < O O N~ ©

— — —a — — —

[T T Pl

— — — — — — —

Pl L



Multiplikation i Z och i Zg
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Definition

» G andlig grupp, g € G.
g?=gxg g =gxgxg, et cetera.
gl=glxgt=(gxg) "
gixgl =g
g € G har ordning o(g) =nom g"=1men g” #1for1 < m<n.
Existerar ty g' = g/ medfor g7/ = g0 = 1.

g°=1omm n|s.

vV VvVvYvyVvVYVvyYVvyyYy

g' =g/ ommi=j mod n.



Omo(g)=n<oo ocha€Zy sa

Om gh = hg, o(g) = n < 0o, o(h) = m < oo 54 o(gh)|lem(n, m).



Definition
Vi sager att a € Z har multiplikativ ordning n modulo m om o([a],) = n, dar
[al, € Z}. Med andra ord sd dr a” =1 mod m men ¢j for mindre potenser.

» 32=9=1 mod 8, s3 3 har multiplikativ ordning 2 modulo 8.

» 32=0=4 mod 5, 32=27=2 mod 5, 83*=81=1 mod 5, s3 3 har
multiplikativ ordning 4 modulo 5.



Definition

v

» G gruppp, * operation, 1 enhet Cyclisk delgrupp genererad av g

> g€G » Om G = (g) sa G cyklisk grupp, g
> (g) ={g"|neZ} generator
» “Delgrupp” till G, minsta som » Additiv notation: (G, +,0),
inneh3ller g (g) ={ng|neZ}
Lemma

Z=(1) > 7 e cycklisk



Isomorfa grupper

v

» G, H grupper Speciellt, upp till iso, en enda cyklisk

» f: G — H bijektion, grupp av storlek n, kalla den C,.
flg1+g2) = flg1) » f(g2)

> G~ H, G och H isomorf > (o) =G
~ oc isomorfa ;
' > lexp(2km)k ez ) ~ C
» Samma struktur, andra namn pa { *p( %, )‘ } "
elementen » (Z,+) ~ Cx,
» Alla egenskaper samma > (Zi,x) ~ Cy



» G, H grupper
» GxH={(g,h)|lge G, he H}

» Komponentvis addition och multiplikation

1. G, H grupper

2. g€ G, heH, o(g),olh) < oo
3. (g,h)e GxH

4. D3 o((g,h)) =1lcm(o(r), o(s))



Cnn =~ Cyy x C, iffged(m,n) =1

Con = (Zmny +, [0l mn). [@lmn — ([alm, [an]) isomorfi enligt Kinesiska restsatsen. O

G x G5 ~ Cys, iso ([4]3, [4]5) «— [4]15.



Shanks, “Solved and Unsolved Problems in Number Theory”
Rita varje cykel 1—)g—>g2 e gh=1
Ta bort delcykler

C4 :/ C4 X C3

C4X C4

C2XC2><C2




Om
> G grupp
> |G|=n< oo

» H < G delgrupp, |H| = m
sa m|n. Speciellt, om g € G, s o(g)|n.

Inte svart, men behover begreppet “sidoklasser” O

Vi kommer visa detta for G = Zj;, med elementdra metoder.



Teorem (Euler)

Om gcd(a,n) =1 s3
a®™ =1 mod n *)

Ekvivalent, [a]f(") =[1], € Z*.

n

Beuvis.

Satt s = ¢(n). Lat T ={t1,..., ts} vara ett val av precis ett element fran varje klass i
Z,.

Havdar: aT innehdller ocksa precis ett element fran varje klass. Alla at; icke-kongruenta
modulo n, visat tidigare. Eftersom gcd(t;, n) = 1 och ged(a, n) = 1 sa ged(at;, n) = 1.
Nu har vi att

1% (titr---ts) = (aty)(atp) - - (ats) = a°(tytr - - - ts) mod n

Stryk tity - - - ts, det far du! O



n=8, T ={1,3,57},

a=>5,aTl ={5,15,25,35} ={5,7,1,3} mod 8,

5t *5tr xbtz3 x5t =571 *x3=1%x3%x7x5=1 mod 8

Bty x5ty x5tz x 5ta = 5% * titotsta = 5% x 1% 3% 5% 7=1x1 mod 8
n=3, T={12}

a=2 al ={2,4}={2,1} mod 3,

2t1 ¥ 2t =2x1=1%x2 =2 mod 3

2t1 %2ty = 2k tyxtp =22 % 1% 2=22%2 mod 3

vV VvV Vvy Vv VYvVYyVvyYy



Lat p vara ett primtal och a ett heltal sa att p fa. D3 géller att
a?1=1 modp (**)
Med andra ord: [alf " = [1], € Zj.

¢(p) =p—1. O



Vad blir resten da 12471231 delas med 7?

124811 = (178 % 7 +2)20%6+F1  mod 7
= 2205*6+1 mod 7
= 2200 %21 mod 7
= (29)2% 42! mod 7
=12% 42! mod 7

=2 mod7



Vad blir 319 modulo 23?

3=1 mod 23

3'=3 mod 23

32=32=9 mod 23

34 =(3%)2=81=12 mod 23
=(3"2=122=6 mod 23

316 =(3%2=62=13 mod 23

319 —316+241 _ 316 , 32, 31 — 1349%x3=6 mod 23



319

Berakna modulo 17

319 — 31643 _ 316 , 33 =33 = 10 mod 17

Vad blir x = 319 modulo 17 * 23 = 391?

x =10 mod 17
x =6 mod 23

x =230 mod 391



Definition

En kommutativ, unitér ring (R, +,0,*,1) &r en abelsk grupp (R,+,0) med en extra
associativ och kommutativ operation *, for vilken elementet 1 dr en enhet. Vi kraver
ocksa att foljande distributiva lag géller:

x*x(y+z)=x*xy+xx%xz for alla x,y,z € R.

Definition
En kommutativ, unitdr ring R &r ett integritetsomrade om a, b # 0 medfor att

axb#0.

R ir en kropp om varje a # 0 har en multiplikativ invers a1

si att aa 1l =1.

Varje kropp éar ett integritetsomrade.



» 7Z,Q,R,C kommutativa, unitdra ringar. Z omrade, ej kropp. Q, R, C kroppar.
» 7, kommutativ, unitar kropp.

» Om R ring sa R[x] ring.



Zn kropp omm n primtal, integritetsomrade omm kropp.

Om R kommutativ, unitdr ring sa ar enhetsgruppen

R* ={a € R|a har multiplikativ invers}

Enhetsgruppen ar en grupp.

Vi har sett Zj, tidigare. Vad ar Z*7



Definition
» R,S kommutativa, unitdra ringar
» T=RxS={(r,s)|reR,seS}
» Komponentvis addition and multiplikation

» R ~ S omm existerar bijektion F: R — S som bevarar multiplikation och
addition:
1. F(a+ b) = F(a) + F(b)
2. F(ab) = F(a)F(b)



Vi behover maskineriet for féljande:

Om R, S kommutativa, unitira ringar, sa

(Rx S)* ~ R* x §*.

Det ger:

» Zomn = L X L, omm ged(m,n) =1
» Omged(myn) =1s3a 7L}, ~ 7 XL



> m=3,n=4

» gcd(m,n) =1

» 73 X L4 >~ Z15 as rings
> 73~ G, Zy~ G

> Zi, G x G #ECG
» Multiplikationstabeller:

L3 Zy 12
x 1 5 7 11
« |1 2 « |1 3 1] 1 5 7 11
11 2 11 3 5/ 5 1 11 7
2‘21 3‘31 7| 7 11 1 5
1|1 7 5 1
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