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1) Lat T vara en ritvinklig triangel vars sidldngder 4r heltal. Visa att arean av T &r ett heltal.

Losning: Sidlingderna (a, b, c) utgér en pytagorisk trippel, och ir alltsd d * (A, B, C), dér (A, B, C)

ir en primitiv sddan. Vi har karakteriserat sadana och vet att det finns u, v heltal sa att A = u? —v2,
B = 2uv. Arean for den ursprungliga triangeln &r alltsa

ab dAdB  d*(u? —v3)(2uwv) L2 -

2 2 2 N ’
ett heltal.

2) Lét x ha den si sméaningom periodiska kedjebraksutvecklingen [1;2, 3]. Bestim x.
Losning: Sitty = x — 1 = [0;2, 3]. D4 giller att
1
Y=

vilket dr en andragradsekvation i y med positiv rot ’3%\/@ Foljaktligen sd irx =y + 1 = = Jrz\/ﬁ

3) Lat2 < p < q vara primtal, och antag att heltalet a &r relativt primt med p och med q.

(a) Om (%) = (%) =1, vad kan siigas om losbarheten for kongruensekvationen

x)=a mod Pq

Losning: Om x> = a mod pq si x> = a mod p ochx? = a mod q, si (5) = (§) = 1. Detta dr
alltsa ett nédvindigt krav for att kongruensekvationen mod pq skall vara lsbar. Svaret for (b) och (c)
blir alltsa “ej 16sbar”.

Om diremot (%) = (%) =1, s finns u,v med u> = a mod p, v = a mod q. Det finns ett unikt
w mod pqsiattw=u mod p,w=v mod q,ochw? =a mod p, w? =a mod q,sdw? =a
mod pq, och kongruenseskvationen &r 16sbar.

4) Lat f(x) =x* —1.

(a) Ange alla nollstillen till f(x) i Z125
(b) Ange alla nollstdllen till f(x) i Z40
(c) Omn > 2, ge en skarp undre griins for antalet nollstillen till f(x) i Z,,.
Losning: Om n > 2 sa dr 1, —1 tva distinkta nollstillen. Fér n = 7 &r dessa de enda, sa denna undra

grins ir skarp. Hensels lemma ger att varje nollstiille modulo ett primtal lyfter unikt, sa det finns precis
tva nollstédllen modulo 49. Dessa &r +1, +23.

Modulo 5 sé édr £1, £2 alla nollstillen. De lyfter till £1,+7 modulo 25, och vidare till 1, £57 modulo
125.



5) Hitta alla 16sningar i par (x,y), med x,y Gaussiska heltal, till den linjdra Diofantiska ekvationen

+ix+(1+1y=1i

Losning: Uppenbarligen s &r

T=24+1) 14+ (1+1)*(-T1)

1=2+1)*1+ (1+1) % (—1)

Samtliga I6sningar ges da av

(;) = (_11> + (n+1im) (_12+_ii> , n,meZ.

6) Foljande tabell visar att 2 dr en primitiv rot modulo 29.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
2% mod 29 | 1 2 4 8 16 3 6 12 24 19 9 18 7 14 28
k 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

2 mod29 |27 25 21 13 26 23 17 5 10 20 11 22 15 1

Los nu
7 =-5 mod 29

Losning: Vi tar index m.a.p. den primitiva roten 2 och far

ind(7*) = ind(—5) mod 28
x *xind(7) = ind24 mod 28
x*x12=8 mod 28
3x =2 mod 7
x=3 mod7

7) Visa att for varje positivt heltal n sa

un)? =) u(d2en/y
dn

dir w(k) anger antalet distinkta primfaktorer i k.

Losning: Uppgiften &r fran kursboken.



