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1)

Tag 2-logaritmer och erhall
20+ 3y + 52z = 1.

Det ar en linjar Diofantisk ekvation med losningar

(x,y,2) =(0,2,—1) +n(1,1,—1) + m(0, 5, —3)

Satt f(z) = 2° + 2z + 3. Provning ger att f(x) har nollstallena z = —1 mod 5, och
nollstallena x =3 mod 7 samt x = —1 mod 7.

Eftersom f/(x) = 5z* + 2 = 2 mod 5 sa lyfter nollstillet x = 4 mod 5 till ett unikt
x =44 5r mod 25. Eftersom f(—1) =01 Z sa ar f(—1) = 0 modulo alla modulus!
Foljaktligen ar det unika lyftet

z=—1 mod 25.

Modulo 7 s& ér f'(x) = 52* +2 = 52* + 2 mod 7 med f/(3) = 1 mod 7, sa detta
nollstalle lyfter unikt, till
r=—4 mod 49.

Daremot sa ar f'(—1) =0 mod 7. Dérfor &r antingen alla, eller inga, av lyften av —1
nollstillen mod 49. Aterigen, f(—1) =01 Z sa f(—1) = 0 modulo alla modulus. Sa
alla lyften ar nollstéllen, dessa ar

z=—1,6,13,20,27,34,41 mod 49.

Slutligen sa anvander vi kinesiska restsatsen for att 1osa

r=—1 mod 25
r=-1,6,13,20,27,34,41,—4 mod 49

och far
xr = —1,349,699, 1049, 174, 524, 874,1074 mod 1225

Den minsta primitiva roten modulo 7 ar 3. Exponenttabell respektive diskret logaritm-
tabell blir

x [ 3" log(z)
0] 1 -
113 0
212 2
316 1
41 4 4
219D )
6] 1 3




Om x =0 mod 7 men z # 0 sa blir z“ = 0 mod 7, sa det blir en (trivial) 16sning.
Diaremot ar 0° antingen odefinierat eller 1, beroende pa vem man fragar, sa det dr ingen
16sning.

Antag hadanefter att x # 0 mod 7.

Ekvationen 2* = z mod 7 blir zlogx = logxz mod 6 dvs
6|(z — 1) logx

nar vi tar diskreta logaritmer.

Om sgd(6,log(z)) = 1, vilket intréaffar da x = 3,5 mod 7, sa géller att 6| — 1 dvs att
x =1 mod 6. Sa med KRS har vi att z = 31,19 mod 42.

Om sgd(6,log(z)) = 2, vilket intraffar da x = 2,4 mod 7, sa géller att 3|z — 1 dvs att
x =1 mod 3. Sa med KRS far vi att z = 16,4 mod 21.

Om sgd(6,log(x)) = 3, vilket intraffar da * = 6 mod 7, sa géller att 2|x — 1 dvs att
=1 mod 2. Sa med KRS har vi att = 13 mod 14.

Slutligen, om sgd(6, log(z)) = 1 sa &r log(x) = 6 varfor x =1 mod 7.

Sammanfattningsvis: = ar en icke-trivial 16sning till ursprungsekvationen omm

x =31,19,16,37,4,25,13,27,41,1,8,15,22,29,36 mod 42

Vidare d&r x =0 mod 7, z # 0 ocksa (triviala) l6sningar.

Eftersom ¢ och identitetsfunktionen I ar multiplikativa sa réacker det att kontrollera
den forsta identitetet da n = p* ér en primtalspotens. Vi far att

D o(d) =) o) = Zp—p p"

d|pk £=0

Fran I(n) =n = 3", ¢(d) foljer med mobiusinversion att

= I(d)u(n/d) = du(n/d)

din din

Eftersom 11 =3 mod 4 sa ar

(E)_ (%) p=1 mod4
p) —(Z) p=3 mod4

Det udda primtalet p uppfyller alltsa antingen p = 1 mod 4 och p KR modulo 11, elller

p =3 mod 4 och p IKR modulo 11.



Provning ger att de kvadratiska residyerna modulo 11 ar
1,3,4,5,9
medan de kvadratiska icke-residuerna ar

2,6,7,8,10

Om p=1 mod 4 och p KR mod 11 sa ar
p=1,2537,5,9 mod 44.
Om p =3 mod 4 och p IKR mod 11 sa ar

p=3539,7,19,43 mod 44.

Vi berdknar kedjebraksutvecklingen

V11 = [3;3,6]

med forsta tre konvergenter 3,10/3,63/19,199/60. Vi har att (z,y) = (10,3) ar den
“minsta” positiva heltalslosningen till 22 — 11y% = 1. Nasta losning i ordningen kan vi
fa genom att expandera

(10 + 3v/11)% = 199 + 60/11

fran vilket vi ser att (x,y) = (199,60) &dr en losning. Vi pastar att 199/60 &r en
tillrackligt bra approximation till v/11.

Vi kan skriva ekvationen som
1= (z+V1ly)(z — V1ly)

sa vi far att
1 1 1

— X < <10
60 199 + 6011 60 * 199

1
|199/60—\/ﬁ|:@ 199 — 60v/11| =

Vi har att 87 = 329, med 3 = 12+ 12 4+ 1% och 29 = 52 + 22. Vi bildar kvaternionpro-
dukten
(i+j+k)(5i+2j)=—-7—2i+55 — 3k

och tar normen och far att 87 = (=7)% + (—2)% + (5%) + (—3)2.

Modulo 8 sa ar varje kvadrat kongruent med 0, 1, eller 4, varfor summan av tre kvadrater
ar kongruent med 0,1,2,3,4,5, eller 6 modulo 8. Inget tal kongruent med 7 modulo 8
kan alltsa skrivas som summan av 3 kvadrater.



