Losningsskiss till tentamen i Diskret matematik,
TATAG65, 2026-01-05

Nedan foljer forslag pa hur problemen kan losas, men det kan mycket vil finnas andra
tillvagagangssitt som loser problemen. Losningsskisserna till uppgifterna ar inte fullstindiga,
men du maste redovisa fullstindiga losningar.

1.

(a)

Hur manga ”ord” med 4 bokstéver kan bildas med bokstédverna ur ordet
MATEMATIKTENTAMEN?

Ordet innehaller 3 M, 3 A, 4 T,3E, 11,1 K och 2 N, totalt 7 olika bokstéver.
Fall 1: Alla 4 bokstéver olika. Vilj bokstav for en plats i ordet i taget. Enligt mul-
tiplikationsprincipen fas 7 -6 - 5 - 4 = 840 olika ord.

Fall 2: 2 lika bokstéaver, 2 unika. V&lj en av 5 dubbletter, vélj sedan 2 av 4 platser
till de lika bokstédverna, vilj sedan varsin bokstav for de évriga tva platserna. Da

4
fas <?> . <2> -6 -5 =900 olika ord.

5 4
Fall 3: 2 par av lika bokstdver. ... Da fas <2> : <2> = 60 olika ord.
: , . e (4 4 .
Fall 4: 3 lika bokstédver, 1 unik. ... Da fas 1) \s ) 6 = 96 olika ord.

Fall 5: 4 lika bokstéver. 1 ord (TTTT).

Svar: Totalt 840 + 900 + 60 + 96 + 1 = 1897 olika ord med 4 bokstéver.

Hur manga palindrom med 5 bokstédver kan man bilda med bokstéverna ur ordet
MATEMATIK?

Ordet innehaller 2 M, 2 A, 2 T, 1 E, 1 I och ett K, totalt 6 olika bokstéver.
Ett palindrom med 5 bokstédver har samma bokstav pa plats 1 och 5, och samma
bokstav pa plats 2 och 4.

Da finns 3 val pa plats 1, sedan 2 val pa plats 2, och till sist 4 val (alla olika
bokstéver som inte valts pa plats 1 eller 2) pa plats 3.

Svar: Totalt 3 - 2 - 4 = 24 olika palindrom med 5 bokstéver.

Ange (explicit) samtliga positiva heltalslosningar (z,y) till ekvationen

1262 + 154y = 2100.

Euklides algoritm ger att sgd(126,154) = 14, och alltsa kan ekvationen skrivas
9z 4+ 11y = 150. Euklides algoritm for sgd(9,11) = 1 ger nu (anvind baklénges)
att 1 =5-9—4-11 och dérmed &r 150 = 750-9 — 600 - 11, s& en 16sning ar = = 750,
y = —600. Alla l6sningar ges da av x = 750 — 11n, y = —600 4+ 9n, n € Z.

Alla positiva l6sningar fas da x > 0, y > 0:
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z=750—-11n >0 <= n<%:68+ﬁ <= n <68, da n heltal.
600 2

y=—600+9n >0 < n>?:66+§ <= n > 67, da n heltal.

Alltsa dr 67 < n < 68. n = 67 ger 16sningen x = 13, y = 3 och n = 68 ger 16sningen
r=2,y=12.

Svar: De positiva heltalslosningarna (x,y) ar (13,3) samt (2,12).

Ange entalssiffran i talet 3 - 413 . 711, Entalssiffran dr den minsta icke-negativa
resten nir man delar med 10, sa vi riaknar modulo 10.
3-43.711=3.4.16°.7-49°=12-6°-7-(-1)°>=2-36-7-(—1) mod 10
=2.6%-(—7)=12-36-3=2-6-3=236=6 mod 10.

Svar: Entalssiffran &r 6.
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n n+l/,2
3. Visaatt Y 3F(k+1)(k—1)= 3(2") for alla n > 2.
k=2
Anvind induktion 6ver n. Var noggrann med att fa med alla nédvéndiga delar i induk-

tionsbeviset.

4. Orjan har 5 chokladbitar och 10 olika smasyskon.

(a) P& hur manga sitt kan Orjan fordela chokladbitarna bland syskonen om choklad-
bitarna dr identiska?

Detta motsvarar antalet 16sningar till staketproblemet x1 4+ x9+---+x9+x19 = 5,

vilket ar (5 + 150 B 1) = <154>. Svar: Pa (154> satt.

(b) P& hur méanga siitt kan Orjan fordela chokladbitarna bland syskonen om choklad-
bitarna &dr olika och varje syskon far hogst en chokladbit?
Varje chokladbit ges alltsa till ett unikt syskon. Forsta chokladbiten kan ges till ett
av 10 olika syskon. Den andra biten kan ges till ett av de 9 kvarvarande syskonen,
osv. Det dr 5 chokladbitar, sa antalet sétt blir da 10-9-8 -7 - 6.
Svar: P4 10-9-8-7-6 sétt.

(c) P& hur manga sitt kan Orjan placera chokladbitarna och syskonen i en rad om
chokladbitarna &r olika och tva chokladbitar inte far ligga intill varandra?

Ordna forst syskonen. Detta kan goras pa 10! sétt. Chokladbitarna far inte ligga
bredvid varandra. Da maste de ligga i 5 av de 11 "mellanrum” som finns innan,

11
mellan och efter de 10 syskonen. Dessa 5 kan viljas pa < 5 ) sitt. Slutligen behover
man vilja vilken chokladbit som ligger pa var och en av de 5 valda platserna, vilket

11
kan goras pa 5! sétt. Svar: Pa 10! - < 5) - bl sétt.

5. M = {EN, SEN, VEN, ENA | REN, REAN, SENAP, VASEN, PAREN, ARVEN,

SPENAR, VARPEN, SPARVEN}.
xR1y om ordet x kan bildas med bokstédver ur ordet y.
Visa att Rq dr en partialordning pa M, rita Hassediagrammet fér po-méngden (M, Rq)
samt avgor om (M, Rq) ar ett lattice.

R1 &r en partialordning pa M om R; &r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.

Reflexivitet: Lat x € M. £ Rq x eftersom ordet x kan bildas av bokstéiverna i ordet x,
sa Rq ar reflexiv.

Antisymmetri: Lat x,y € M. Antag att x Ry y och att y R1 x. Inga ord i M har upprep-
ningar av nagon bokstav, sa att x kan bildas ur bokstédverna i y och y ur bokstéverna
i x betyder att de bestar av exakt samma bokstdver. Men det finns inte tva olika ord
i M som bestar av exakt samma bokstdver, och alltsd maste x = y. Saledes ar Ry
antisymmetrisk.

Transitivitet: Lat x,y,z € M. Antag att t Ry y och att y Ry 2. Da kan x bildas av
bokstaver ur ordet y, och y bildas av bokstéver ur ordet z. Alltsd kan z bildas av
bokstéver ur ordet z, sa x Rq z. Saledes adr R transitiv.
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Hassediagram

6. Grafen G har hornméngd {1,2,3,4,5,6,7} och ser ut
som till hoger:

(a)

(1p)
G innehaller K5 som delgraf (den roda delgrafen
i bilden). Darfor dr G inte planér enligt Kura-
towskis sats.

Avgor om G &r planér.

Bestdm det kromatiska talet x(G). (1p)

Eftersom Kj ér en delgraf och x(K5) = 5 maste
X(G) > 5. Det &r mojligt att farga G korrekt

med 5 farger (se grafen), sa x(G) < 5. Alltsa ar
X(G) =5.

Bilda en viktad graf fran G genom att tilldela
varje kant ij, dir i < j, vikten (25 — 7). (Se
grona vikter i grafen till hoger.)

Bestadm ett minimalt uppspénnande triad i denna
viktade graf. (1p)

Ar (M, R,) ett lattice?

Mingden {SEN,ENA} har bland an-
nat de &vre begriansningarna SENAP
och VASEN (se roda linjer i Hassedia-
grammet).

SENAP och VASEN i&r inte relatera-
de, och det finns inte heller nagon dvre
begrénsning till {SEN, ENA} som rela-
terar till bade SENAP och VASEN.
Alltsa finns inte mob{SEN,ENA}, sa
(M,R1) &r inte ett lattice.

(Horn 1 och 5 &r blaa, horn
2 och 3 &r grona, horn 4
dr gult, horn 6 &r rosa och
horn 7 &r svart.)

Anvind Kruskals algoritm. De tre kanterna med lagst vikter (3 och 5) kan liggas till
utan problem. Bara en av kanterna med vikt 6 kan ldggas till utan att bilda en cykel,
namligen kant {4,5}. Kanten med vikt 7 kan ej ldggas till utan att bilda en cykel. Tva
av kanterna med vikt 8 kan ldggas till utan att bilda cykler, forst kant {4,6} och sedan
kant {6, 7}. Se bild nedan. Resultatet dr nu ett minimalt uppspiannande triad (med total
vikt 35), langst till hoger i bilden.



7. For z,y € 7 giller 2 Roy om 2° =y mod 3.
Visa att Rs &r en ekvivalensrelation och ange alla skilda ekvivalensklasser.

Ro &r en ekvivalensrelation om Rs ir reflexiv, symmetrisk och transitiv.
Reflexivitet: Lat x € Z.

Omz=0 mod3siasirz°=0>=0=2 mod 3.
Omz=1 mod3siirz°=1>=1=2 mod 3.
Omz=2 mod3sisirz’=2>=8=2=2 mod 3.

Alltsé ér 23 = 2 mod 3, si £ Ro z och diirmed dr R reflexiv.
Symmetri: Lat 2,y € Z och anta att 2 Ry y, dvs att 2 =y mod 3.
Eftersom R iir reflexiv vet vi att 2> = 2z mod 3 och y> =y mod 3.
Nuiry® =y =2%=2 mod 3, dvs y Ry x. Alltsa ir Ry symmetrisk.

Transitivitet: Lat x,y,z € Z och anta att  Roy och y Ry yz, dvs att 2° = y mod 3
och y* =z mod 3.

Enligt reflexiviteten vet vi att y> =y mod 3.
Nu dr 2 =y =y = 2z mod 3, dvs Ry z. Alltsa &r Ry transitiv.
Ekvivalensklasser:

Eftersom 23 = 2 mod 3 for alla z € Z, sa betyder det att 2 Roy om och endast om
x =y mod 3. Ekvivalensklasserna &r alltsa

[0] ~3,0,3,6,...}

{-
[ =1 —2,1,47 -}
2l ={.. —1,2,5,...}.



