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Inga hjdlpmedel &r tillatna. Skriv din anonyma kod pa varje ark som ldmnas in. Skriv bara pé ena sidan
och bara en uppgift pa varje ark. Alla 16sningar ska motiveras vil och forenklas s langt som majligt.
Varje uppgift ger maximalt 3 podng och for betyg 3/4/5 kravs 8/12/16 poéng totalt. Skrivningsresultat
meddelas via epost och visningstid kommer att anslas pé kurshemsidan.

1.

(a) Ange samtliga positiva heltalslosningar (x,y) till ekvationen 462z + 54y = 6000. (2p)
(b) Ar alla grafer med hérnmingd {1,2,3,4,5}, som innehaller precis tva cykler av lingd 3,
isomorfa? (1p)
. Visa att
n
Y T~ T
‘(40— 3)(4i+1)  4dn+1
for alla heltal n > 1. (3p)
. Nelly har 3 bléa kulor, 5 grona kulor, 2 réda kulor och 11 gula kulor i sin kulpése. (Kulor av

samma firg betraktas som identiska.) Hon drar slumpmaissigt 10 kulor fran kulpésen.

(a) Pa hur manga sétt kan hon ordna dessa 10 kulor i en rad fran vénster till hoger om hon inte

drog nagra gula kulor alls? (1p)
(b) Vad blir svaret i (a) om hon istéllet drog 5 gula, 3 bla och 2 grona, och 2 st gula kulor inte
far vara placerade bredvid varandra? (1p)
(¢) Vad blir svaret i (b) om kulorna som ligger lingst till vinster och langst till hoger maste ha
olika farg? (1p)
. Ange antalet heltalslosningar till ekvationen x1 + xo + 3 + x4 + x5 + x¢ = 50, da
(a) 2; > 1, for i = 1,2,3,4,5,6. (1p)
(b) x; >0, for i =1,2,3,4,5 och 0 < zg < 48. (1p)
(¢) 1 + x9 + x3 = 20, och z; > 0, for ¢ = 1,2,3,4,5,6. (1p)

. Lat X vara méangden av alla positiva delare till 4500. Definiera en relation R pd X genom att

satta x Ry y om z och y har lika manga primtalsfaktorer. (T.ex. galler att 4 Ry 6 och 2 Ry 3,
men 2 R; 4.) Visa att R; &r en ekvivalensrelation och ange alla skilda ekvivalensklasser och
antalet element i varje sddan klass. (3p)

. Lat A = {1,2} x {1,2,3,4} och definiera en graf G med hérnméngd A genom att lata hornen

(x,y) och (w,z) vara grannar om x # w, eller om x = w och y + z < 5. Avgor hur lang den
langsta cykeln i G &r och bestdm dven kromatiska polynomet for G. (3p)

Lat F> vara méngden av alla booleska funktioner med 2 variabler. Definiera en relation Ry pa
Fo genom att sitta f(x,y) R2 g(x,y) om f(x,y) < g(z,y) giller for alla olika virden pa x och
y. Visa att Ro &r en partialordning och rita Hassediagrammet for (F, R2). (3p)

Lycka till!



Losningsskisser for tentamen 2024-01-02

1.

(a) Vi soker heltalslosningar till ekvationen 462z + 54y = 6000. Euklides algoritm ger att
sgd(462,54) = 6 och alltsd kan ekvationen skrivas 77z + 9y = 1000. Euklides algoritm ger
nuatt 1 =277 — 17 -9 och en 16sning ir saledes x = 2000, y = —17000. Den allm#nna 16s-
ningen ar x = 2000 + 9n och y = —17000 — 77n, dir n ar ett heltal. De positiva 16sningarna &ar
(z,y) = (11,17) och (z,y) = (2,94).

(b) Det &r inte sant. Ett motexempel dr t.ex. en graf som bestér av tva cykler med precis ett
gemensamt horn, och grafen som kan konstrueras fran en cykel av langd fyra genom att ligga
till exakt en kant mellan tva hérn som inte &r grannar, och sedan ytterligare ett hérn av gradtal
1 som har en kant till precis ett av hérnen pa 4-cykeln.

Anvind t.ex. induktion over n.

. (a) Hon kan ordna kulorna pa % satt.

(b) De fem kulor som inte ar gula kan permuteras pé ﬁ—é, sitt och det finns sedan sex platser att

6
5

(¢) Vi rdknar sétten att ordna kulorna pé sa att de som ligger langst till vinster och hoger har
samma firg, for att kunna subtrahera detta antal fran svaret i (b).

placera de 5 gula kulorna pa. Totalt far vi ( );—é, maojligheter.

Kulorna som &r placerade ldngst ut kan inte vara blé eller grona, ty da skulle vi bryta mot kravet

att 2 gula kulor inte far vara placerade bredvid varandra. Antalet sétt att ordna kulorna sa att
tva gula kulor &ar placerade langst ut &r (g) 3%,

Alltsé blir antalet mojligheter g—:

(a) Ekvationen kan skrivas y; + y2 + y3 + y4 + y5 + ys = 44, y; > 0, och antalet losningar blir
alltsa (ﬁ).
(b) Vi rédknar bort de lésningar dir x¢ > 48, och far (gg) - (;)

(c) Antalet 16sningar till z1 +z9 +x3 = 20, x; > 0 &r (3[2)), och antalet 16sningar till x4+ 25+ 26 =

30, z; > 0 ar (gg), sa totala antalet 16sningar ar (gg) . (gg)

Relationen &r uppenbart reflexiv, symmetrisk och transitiv och alltsa en ekvivalensrelation.

Primtalsfaktoriseringen av 4500 dr 4500 = 22 . 32 . 53. Ekvivalensklasserna &r alltsa [1],[2], [4],
[12], [36], [180], [900], [4500], och

(1] =1, 1121 = 3, |[4]| = 6,[[12]] = 8, [[36]| = 8, |[180]| = 6, |[900]| = 3, |[4500]| = 1.

. Grafen G kan fas fran foljande graf genom att dessutom ligga till alla mojliga kanter mellan de

tva komponenterna.
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Dérmed fas att den langsta cykeln innehaller alla horn i G, och alltsé har lingd 8. Det kromatiska
polynomet for en triangel & A(A — 1)(A — 2) (via multiplikationsprincipen) och alltsa far vi att
det finns

AA=1)A=2)(A=3)(A—4)(A—5)
sitt att farga delgrafen bestaende av de tva nedre trianglarna i figuren och kanterna mellan dem.

Vi tillampar rekursionsformeln P(G, \) = P(G—e, \)—P(G-e, A) pa grafen G och kanten e mellan
hérnen (2, 4) och (2, 1). D4 géller att

P(G=—e, ) =2XA—=1)A=2)A=3) (A =4 A =5)(2(A =3)+ (A —6)(A —4)) och
P(G-e,\)=2XA—=1A=2)(A=3)(A—=4)(A = 5)(A —4).

Alltsa far vi att
PG, A) =2 A=A =2)(A=3)(A—4)(\ — 5)()\2 — 9\ + 22)2.

. Att relationen Ry ar reflexiv och transitiv dr uppenbart. Antisymmetrin kan motiveras pa féljande
sitt: om f(z,y) < g(,y) och g(z,y) < f(z,y) for alla z,y € {0,1}, s& maste f(z,y) = g(z,y)
for alla z,y € {0,1}.

Fér Hassediagrammet, se 1osningen till uppgift 14.5 i kursboken.



