Link6pings universitet Utbildningskod: TATA65/TEN1
Matematiska institutionen

Tentamen 1 Diskret Matematik

2024-10-28 kl. 8.00-13.00

Inga hjalpmedel ar tillatna. Skriv din anonyma kod pé varje ark som lamnas in. Skriv bara pa ena
sidan och bara en uppgift pa varje ark. (Deluppgifter far l6sas pa samma ark.) Alla 16sningar ska
motiveras val och forenklas sa langt som mdjligt. Varje uppgift ger maximalt 3 podng och for betyg
3/4/5 krévs 6/8/10 podng pa Del A och 2/4/6 podng pa Del B. Skrivningsresultat meddelas via
epost och visningstid kommer att anslas pa kurshemsidan.

Del A.
1. (a) Bestdm alla positiva heltalslosningar till ekvationen 39z + 91y = 1326. (2p)
(b) Ar varje graf med hogst 4 horn planir? Motivera ditt svar! (1p)

2. Finns det nagot tal a sa att likheten

n
Z4j3 =n* 4+ an® +n?
j=1
géller for alla heltal n > 17 Bevisa i sa fall ditt pastéende. (3p)
3. (a) Hur ménga booleska funktioner f(z,y, z) med 3 variabler som uppfyller villkoren f(0,0,0) =
f(1,1,1) och f(0,0,1) # f(1,0,0) finns det? (1p)
(b) Hur manga booleska funktioner f(x,y, z) med 3 variabler uppfyller att f(0,0,0) < f(1,1,1)
och £(0,0,1) < f(1,0,0)? (2p)
4. Vi permuterar korten med valérerna 2 till och med 10 i en vanlig kortlek (med fyra olika farger
spader, ruter, klover, hjarter).

(a) P4 hur manga sitt kan man permutera korten sé att de ar sorterade i vixande storleksord-
ning efter valor (d.v.s. ett kort med hogre valér kan inte placeras innan ett med ldgre valor)?

(1p)

(b) Pa hur manga sitt kan korten ordnas sa att hjérter 2 och kléver 5 ar bredvid varandra i

permutationen, och samtidigt géller samma sak spader 8 och ruter 107 (1p)

(c) P& hur manga sétt kan alla korten placeras i 17 olika lador? (1p)
Del B.

5. Lat a = 23 - 33 .72 och 1at B vara méngden av alla positiva delare till a. Definiera en relation
R1 pd B genom att sidtta x Ry y om talet x har samma antal primtalsfaktorer i sin primtals-
faktorisering som y. (Till exempel géller alltsa att 2 Ry 3 och 6 Ry 9, eftersom 6 = 2 -3 och
9 = 3-3.) Visa att Ry ar en ekvivalensrelation, samt ange alla skilda ekvivalensklasser och
antalet element i varje ekvivalensklass. (3p)

VAR GOD VAND!
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7.

a) Lat A = {4,5,6} x {7,8,9} och definiera en partialordning Ry pa A genom att sitta
x1,22) Ra (y1,y2) om z1 < y; och zg < ys. Rita hassediagrammet fér po-méngden (A4, Rs).

(
(@1,
(2p)
(b) Ge ett exempel pa en partialordning < pa en odndlig médngd som inte ar en totalordning.
(1p)

Lat G vara grafen med hornméngd V' = {1,2,3,4,5,6} dar tva horn ¢ och j, dar i > j, ar
grannar om BJ ar ett udda tal. Tilldela kanten ¢j i G vikten i + j.

(a) Bestdm ett billigaste uppspannande triad i grafen G. (1p)

(b) Lat C' vara méngden av alla olika viktade uppspannande trid som den viktade grafen
G innehaller. Vi definierar en relation Rz pa méingden C' genom att satta 177 Rs 1o om T}
inte har hogre kostnad &n Ty, dir T) och Th #r tva viktade uppspénnande trid. Ar Rs3 en
partialordning? Motivera noggrant! (2p)

Lycka till!



Losningsskisser for tentamen 2024-10-28

1.

(a) Eftersom 39 och 91 har storsta gemensamma delaren 13 kan ekvationen skrivas 3z + 7y =
102. Euklides algoritm ger nu att 1 =7 — 3 -2, och alltsa att 102 = 7-102 — 3 - 204. Saledes ar
x = —204 och y = 102 en 16sning, och samtliga l6sningar ges av x = —20447n och y = 102—3n
déar n &r ett heltal. De positiva 16sningarna ges av (z,y) € {(6,12), (13,9), (20,6), (27,3)}.

(b) Den kompletta grafen Ky &r plandr. Eftersom varje graf med hogst 4 horn dr en delgraf
till K4, sa ar pastaendet sant.

. Ett saddant tal ar ¢ = 2. Anvand sedan induktion over n.

(a) Det finns 2 sétt att vilja funktionsvardet f(0,0,0) (och ddrmed &ven f(1,1,1)). Dérefter
finns 2 sitt att vilja funktionsvirdet f£(0,0,1) (och ddrmed dven f(1,0,0). Ovriga funktions-
virden kan sedan viljas pa 2% sitt. Alltsa finns 2% booleska funktioner som uppfyller villkoren.
(b) Om £(0,0,0) = £(0,0,1) = 0, sa finns 26 sadana funktioner; om £(0,0,0) # £(0,0,1) = 0,
s& finns 2° sddana funktioner; £(0,0,0) # £(0,0,1) = 1 ger ocksa 2° booleska funktioner; och
£(0,0,0) = f(0,0,1) = 1 ger 2* funktioner. Totalt finns alltsa 26 +25+2° 2% = 144 funktioner
som uppfyller villkoren.

(a) Det fiins 9 olika valdrer, och 4 kort av varje valér, sa vi far (4!)? olika sadana permutationer.

(b) Vi "slar ithop” hjéarter 2 och klover 5 till ett och samma objekt, och likadant for spader
8 och ruter 10. Ddrmed har vi 36 — 4 4+ 2 = 34 lika objekt att permutera. Antalet olika sétt
att permutera korten blir alltsa 34! - 22, eftersom det finns 2 sitt att ordna objekten i varje
ihopslaget par av kort.

(c) Det finns 1730 olika sddana permutationer.

. Relationen &r reflexiv, symmetrisk och transitiv, och alltsa en ekvivalensrelation.

De skilda ekvivalensklasserna &r

[1],12],[2-3],[2%],[2% - 3], [2® - 32],[2% - 3%],[2% - 3% - 7] och [23 - 33 . 77].

Vidare giller att |[1]] = 1, |[2]] = 3, |[2%]] = 6 och |[2%]] = 2+ 3 -2+ 1 = 9, eftersom om

exponenterna ska summera till 3, sa finns 3 mojligheter: x3, 2%y och xyz.

Pa samma sitt fas att |[2°-3]| =2-24+3+3=10, |[23-3%]|=2-2+2+3 =9, |[2% 3% =
1+4+1=6,|[23-32-7]|=1+2=30ch [[22-3% 7% = 1.

(a) (a) Relationen é&r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv, och alltsd en partialordning.
Hassediagrammet ser ut pa foljande satt:



(b) Till exempel (Z, |).

7. (a) Ett billigaste uppspénnande trad &r foljande graf:
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(b) Det finns tvé olika uppspannande trad med kostnad 32, s& relationen ar inte antisymmetrisk
och alltsa inte en partialordning.



