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Inga hjdlpmedel ar tillatna. Skriv din anonyma kod pa varje ark som ldmnas in. Skriv bara pa
ena sidan och bara en uppgift pa varje ark. (Deluppgifter far 16sas pa samma ark.) Alla lésningar
ska motiveras vil och forenklas s langt som mdojligt. Varje uppgift ger maximalt 3 poédng och for
betyg 3/4/5 krivs 5/8/10 podng pa Del A och 2/4/6 poéang pa Del B, samt totalt minst 8 poéng.
Skrivningsresultat meddelas via epost och visningstid kommer att anslas p& kurshemsidan.

Del A.

1. (a) Majken har precis 1020 kr i 50-kronorssedlar och 20-kronorssedlar. Om hon har fler 50-

kronorssedlar &n 20-kronorssedlar, hur manga av varje sort kan hon d& ha? (2p)
(b) Hur méanga positiva delare har talet 23 - 3% .57 .112? (1p)
2. Visa att
L S S S/
1-2 2.3 3-4 nn+1) n+1’
for alla heltal n > 1. (3p)

3. Lat G vara grafen med hérnméngd V = {1,2,4,6,8,9,10,11} och lat hornen i och j vara
férbundna med en kant om ¢ — j eller j — ¢ ar ett udda tal, for alla 4,7 € V sadana att i # j.

(a) Avgér om G har en hamiltoncykel och/eller eulervig. (2p)
(b) Bestdm kromatiska talet for G. (1p)

4. Betrakta ekvationen xy + xo + x3 + T4 = 25.
(a) Bestdm antalet heltalslosningar till ekvationen som uppfyller att 0 < 1 < 11 och
x; > —2 fori € {2,3,4}. (1p)
(b) Hur manga heltalslésningar som uppfyller att 0 < z; < 8, i = 1,2, 3,4, finns det? (2p)

Del B.

5. Fran bokstéverna i ordet VINTERVILARNA kan olika ord (d.v.s. foljder av bokstaver) bildas
genom att vilja ut ett godtyckligt antal av dessa bokstéver och sidtta samman dem till en foljd.
Lat @ vara méngden av alla ord med exakt 6 bokstéver som kan bildas pa detta sétt. Definiera
en relation R pa @) genom att sétta £ R y om x innehaller lika ménga A och lika manga
I som y. (Saledes géller t.ex. att TRAVAR och VARNAR star i relation till varandra under
R, medan VINTER och RITARE inte gor det.) Visa att R dr en ekvivalensrelation, bestdm
antalet ekvivalensklasser samt bestdm antalet element i ekvivalensklassen [TRANAN].  (3p)

VAR GOD VAND!



6. Lat £ = {1,2,...,20} och definiera relationen Ry pa E genom att for z,y € F sitta x Ra y
om x — y ar ett icke-negativt heltal som ar delbart med 3. Visa att Ro &r en partialordning
och rita dess Hassediagram. (3p)

7. (a) Lat a,b och n vara heltal sadana att n > 2. Definiera vad det innebér att a &r kongruent
med b modulo n (d.v.s. att a = b mod n). (1p)

(b) Lat a, b, m och n vara positiva heltal och antag att n | m. Visa att om a = b mod m, s&
giller a = b mod n. (2p)

Lycka till!



Losningsskisser for tentamen 2025-01-07

1. (a) (a) Lat x = antalet 50-kronorssedlar, y = antalet 20-kronorssedlar, sa kan problemet
formuleras som den diofantiska ekvationen 50z 4+ 20y = 1020, x,y > 0, dér vi s6ker 16sningar
sadana att = > y. Ekvationen kan skrivas 5z + 2y = 102 och Euklides algoritm ger att
5-14+2-(-2)=1.

En 16sning till den ursprungliga ekvationen &r saledes x = 102,y = —204, och samtliga 16s-
ningar ges av x = 102 4 2n,y = —204 — 5n, dar n ar ett heltal. De l6sningar som uppfyller
x>y >04éar

x=20,y=1,

z =16,y =11.
(b) Antalet delare ar 4-5-8- 3.

2. Anvand induktion over n.

3. Grafen kan ritas pa foljande sétt:

(a) Alla horn i grafen G har udda valens, s& G kan ej ha nagon eulervidg. Vidare dr G en
bipartit graf dar de partita mangderna {1,9,11} och {2,4,6,8,10} har olika storlek, varfér G
inte har nagon Hamiltoncykel.

(b) Grafen G &r bipartit, s& den har kromatiskt tal 2.

4. (a) Infor variablerna y; = 1 — 1 och y; = x; + 2 for i € {2,3,4}, sa kan ekvationen skrivas
y1+y2+ys+ys=30,0<y; <9ochy >0forie {234} Om vi bortser fran villkoret
y1 < 9, sa far vi (gg) 16sningar och antalet 16sningar sadana att x; > 10 ar (33) Antalet

losningar till ekvationen &r saledes (gg) — (gg)

(b) Infér variablerna y; = x; — 1 sa kan ekvationen skrivas y1 + y2 + y3 + y4 = 21, 0 < y; < 6.
Lat A; = {Losningar sddana att y; > 7}, i = 1,2,3,4. Antalet l6sningar &r uppenbarligen
(3411) —|A; U A3 U A3 U Ay och inklusion-exklusion ger nu att

17 4 10
‘A1UA2UA3UA4’—4‘ <14>—<2> '<7>+4‘1+0,

ty det finns precis en 16sning d& tre av variablerna &r lika med 7.

Totala antalet 16sningar ar saledes @411) -4 GD =+ (;l) ‘ (170 ) — 4.



5. Relationen &r reflexiv, symmetrisk och transitiv, och alltsa en ekvivalensrelation.
Ett ord i @ kan innehéalla hogst 2 st A, och hogst 2 st I, sa vi far totalt 3-3 = 9 ekvivalensklasser.

Ordet TRANAN innehaller 2 st A och inga I. De bokstéver som vi kan anvénda for att
konstruera ord som tillhor ekvivalensklassen [TRANAN] dr 2 st V, 2 st N, 1 st T, 1 st E, 2 st

R, och 1 st L, forutom de 2 st A som ska ingé.

Antalet ord i [TRANAN] som innehaller exakt 3 olika bokstéver &r (3)%:2'7 antalet ord med
exakt 4 olika bokstéver ar (?) (g)%, och antalet med 5 olika bokstéaver &ar (2)%. Antalet
element i ekvivalensklassen [TRANAN] &r alltsa

3\ 6! . 3\ (5) 6! N 6 6!
2/ 212121 1/\2/ 212! 4/ 21"
6. Relationen Ro ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv, och ddrmed en partialordning.

Ro ar reflexiv eftersom x —z = 0 for alla x € E. Rg ar antisymmetrisk, ty om 2Ry och yRaox
sa galler att x —y = 3ky och y — x = 3ko dér k1, ko € N. Alltsa géller att k; = ko = 0 och
x = y. Vi visar nu att Ro dr transitiv. Antag att xRoy och yRsz. Da giller att x — y = 3k
och y — z = 3ko, dér ki, ky € N. Genom att addera dessa ekvationer fas att z — z = 3(k1 + k2),
och saledes xRoz.

Hassedigrammet ser ut som foljer:

1 2
3 4 )
6 7 8
9 10 11
12 13 14
15 16 17
18 19 20

7. (&) a=b mod nomn | (a—0),dv.s. a—b=kn for nagot k € Z.

(b) Vi har att @ = b mod m, d.v.s. kym = a — b for nagot k1 € Z. Vidare géller att n | m,
d.v.s. m = kon, for nagot ko € Z. Genom att kombinera dessa likheter far vi att k1kon = a —0b,

sd a=b mod n.



