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Generaliserade Integraler

@ Vi tittar har pa generaliserade dubbelintegraler, d.v.s.
[Jq fdxdy dar Q och/eller f eventuellt &r obegrénsade.
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Generaliserade Integraler

@ Vi tittar har pa generaliserade dubbelintegraler, d.v.s.
[Jq fdxdy dar Q och/eller f eventuellt &r obegrénsade.

o Trippelintegraler behandlas helt analogt, dar vi nedan byter R?
mot R3 och area mot volym, dxdy mot dxdydz. ..
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Generaliserade Integraler

o Lat Q C R? eventuellt vara obegransat, 1t funktionen
f : Q2 — R eventuellt vara obegrénsad.
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Generaliserade Integraler

o Lat Q C R? eventuellt vara obegransat, 1t funktionen
f : Q2 — R eventuellt vara obegrénsad.

e Vivill dg, ifall det 4r mgjligt, definiera

// f dxdy
Q
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Generaliserade Integraler

o Lat Q C R? eventuellt vara obegransat, 1t funktionen
f : Q2 — R eventuellt vara obegrénsad.

e Vivill dg, ifall det 4r mgjligt, definiera

// f dxdy
Q

o Vi tilldter mer allmént f att bara vara definierad p&§ Q\ S for
ndgon mangd S med area noll.
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Qi={(x,y):1/i<x<1,1/i<y <1}
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En vixande f6ljd Q1 C Q, € Q3 C ... sddan att

it
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Uttdmmande féljd

En vixande f6ljd Q1 C Q, € Q3 C ... sddan att

(U1) varje Q; ar en begransad delmingd till Q,
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Uttdmmande féljd

En vixande f6ljd Q1 C Q, € Q3 C ... sddan att
(U1) varje Q; ar en begransad delmingd till Q,
(U2) f ar begrdnsad (och definierad i alla punkter) p& Q; for varje i,
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Uttdmmande féljd

En vixande f6ljd Q1 C Q, € Q3 C ... sddan att

(U1) varje Q; ar en begransad delmingd till Q,

(U2) f ar begrdnsad (och definierad i alla punkter) p& Q; for varje i,
(U3) Q\ (2 UQUQ3U...) har area noll
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Uttdmmande féljd

En vixande f6ljd Q1 C Q, € Q3 C ... sddan att
(U1) varje Q; ar en begransad delmingd till Q,
(U2) f ar begrdnsad (och definierad i alla punkter) p& Q; for varje i,

(U3) Q\ (2 UQUQ3U...) har area noll

kallas en tilldten uttdmande foljd till Q relativt integralen
fo f dxdy.
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Generaliserade integraler

Definition
Om det finns | € R s&dant att for varje uttommande foljd till Q
som ovan galler att

// fdxdy — | da i — oo,
Q;

da sager vi att f har generaliserad integral / pa Q.

| s& fall skriver vi dven
// fdxdy = I,
Q

och sdger att integralen dr konvergent (annars sdger vi att den &ar
divergent).
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Jamforelse med en variabel

En skillnad mot fallet med en variabel och denna definition &r att vi
dar, om vi t.ex. ska definiera [ f(x)dx bara ser pa den
uttémmande fsljden [0, /], medan vi har skulle tilldta mer allminna
uttdmningar. Med envariabeldefinitionen kan man ha funktioner f
som &r integrabla i denna mening utan att vara absolutintegrabla
(t.ex. sin(x)/x). Med ovanst8ende definition kan inte detta hinda
(vilket beror pd att vi kan tdmma ut den del dar funktionen &r
positiv snabbare dn den del dar den &r negativ och vice versa).
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Positiv integrand

Sats
Om f : Q — [0, 00] och det finns en uttémmande f6ljd Q; av Q

sddana att
lim // f(x,y)dxdy < oo,
1— 00 Qi

d§ ar f generaliserat integrabel éver Q.

Notera att eftersom [[, f(x,y)dxdy &r viaxande med i om f >0,
s& kommer gransvirdet existera, men eventuellt vara odndligt.
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Q; = {(X,Y) x>0,y > 07X2+y2 < i2}7

Di={(x,y): 0<x<j,0<y<j}
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Integrander som véaxlar tecken

Sats

Omf:Q— R I§tQy ={(x,y): f(x,y) >0} och
Q_ ={(x,y): f(x,y) < 0}. I s& fall ar

//Q f(x, y)dxdy

konvergent om och endast om bida integralerna

/ /Q )y och / /Q —flxy)dedy

ar konvergenta. Vidare géller d§ att

// X, y)dxdy = // (x,y)dxdy — // f(x,y)dxdy.
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