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Positiv integrand

Det visar sig att variabelbyten och Fubinis sats faktiskt giller dven
for generaliserade integraler om vi har en positiv integrand, dar vi
nu for en positiv integrand skriver

// fdxdy = oo
Q

om den &r divergent.
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Variabelbyten

Sats (Variabelbyten) |

Antag att Q och D &r tvs omraden i R? och g = (g1, &) : D — Q
ar inverterbar och har kontinuerliga partiella derivator med
d(g1,82)

d(u, ) #0. Lt
{ X = g1(u, V)a
y :g2(u7 V)'
D4 galler for alla f : Q — [0, 00] att
//fdxdy // fog' ;dudv

Flervariabelanalys Variabelbyten och Fubinis sats



Variabelbyten

Sats (Variabelbyten)

Antag att Q och D &r tvs omraden i R? och g = (g1, &) : D — Q
ar inverterbar och har kontinuerliga partiella derivator med
d(g1,82)
——= . L&t
d(u,v) #0
{ X = g1(u, V)a
Yy = gg(u, V)'
D4 galler for alla f : Q — [0, 00] att
Y)

J [y = [ fog' v

Notera att ovanstdende sats ska tolkas som att antingen dr bada
integralerna konvergenta med samma virde, eller s§ ar bada
divergenta (d.v.s. = c0).

dudv.
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Fubinis sats for generaliserade integraler

Sats (Fubini)

Antag att f : Q — [0, 00| dér
Q={(x,y):a<x<b,a(x) <y < p(x)}. Di galler att

b B(x)
// fdxdy :/ / f(x,y)dy | dx.
Q a a(x)
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@ Anledningen till att vi hdr har valt 6ppna intervall &r att
eventuellt &r a = —oo och/eller b = oco. Vi tillater dven
a(x), B(x) att vara oo hér.
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@ Anledningen till att vi hdr har valt 6ppna intervall &r att
eventuellt &r a = —oo och/eller b = oco. Vi tillater dven
a(x), B(x) att vara oo hér.

@ Satsen ska tolkas som att den generaliserade dubbelintegralen
ar konvergent om och endast om den (eventuellt)

generaliserade integralen fab g(x)dx ar konvergent, dar

B(x)
g(x) = / f(x,y)dy.
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@ Anledningen till att vi hdr har valt 6ppna intervall &r att
eventuellt &r a = —oo och/eller b = oco. Vi tillater dven
a(x), B(x) att vara oo hér.

@ Satsen ska tolkas som att den generaliserade dubbelintegralen
ar konvergent om och endast om den (eventuellt)

generaliserade integralen fab g(x)dx ar konvergent, dar

B(x)
g(x) = / f(x,y)dy.

Detta kraver forstds att den (eventuellt) generaliserade
integralen ff((;()) f(x,y)dy ar konvergent for de flesta x (den

kan dock vara oandlig for ndgot enstaka x s& linge som
funktionen g(x) ovan blir generaliserat integrerbar).
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Vi ser p3 integralen

/ / e Ydxdy
D

dar D ges av x > 0 och y > 0.

it
v

«40>» «Fr» «=)>» « Q>



Exempel

Vi ser p3 integralen

// e Vdxdy
D

dar D ges av x > 0 och y > 0.
Eftersom vi har en positiv integrand har vi nu tvd alternativ.
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Exempel

Vi ser p3 integralen

// e Vdxdy
D

dar D ges av x > 0 och y > 0.

Eftersom vi har en positiv integrand har vi nu tvd alternativ.

Det forsta alternativet &r att vi vdljer en uttdmning av D, t.ex. med
D, som ges av 0 < x < noch 0 < y < n och tittar pa

n n
// e *Vdxdy = / </ e X e_ydy> dx
n 0 0
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Exempel

Vi ser p3 integralen

// e Vdxdy
D

dar D ges av x > 0 och y > 0.

Eftersom vi har en positiv integrand har vi nu tvd alternativ.

Det forsta alternativet &r att vi vdljer en uttdmning av D, t.ex. med
D, som ges av 0 < x < noch 0 < y < n och tittar pa

n n
// e *Vdxdy = / </ e X e_ydy> dx
n 0 0

= [—e*X]g . [—e*y]g =1-e"M-(1—-e").
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Exempel

Vi ser p3 integralen

// e Vdxdy
D

dar D ges av x > 0 och y > 0.

Eftersom vi har en positiv integrand har vi nu tvd alternativ.

Det forsta alternativet &r att vi vdljer en uttdmning av D, t.ex. med
D, som ges av 0 < x < noch 0 < y < n och tittar pa

n n
// e *Vdxdy = / </ e X e_ydy> dx
n 0 0

= [—e*X]g . [—e*y]g =1-e"M-(1—-e").

Eftersom detta gdr mot 1 d& n — oo &r integralen konvergent med
vardet 1.
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Exempel

Det andra alternativet ar att vi direkt tillimpar Fubinis sats ovan:

// e *Vdxdy = / (/ eXydy> dx
D 0 0
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Exempel

Det andra alternativet ar att vi direkt tillimpar Fubinis sats ovan:

// e *Vdxdy = / (/ eXydy> dx
D 0 0

= [—e e ) odx = / e Xdx = [-e X" = 1.
0 0
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Exempel

Det andra alternativet ar att vi direkt tillimpar Fubinis sats ovan:

// e *Vdxdy = / </ eXydy> dx

D 0 0

= [—e e ) odx = / e Xdx =[—e " = 1.
0 0

Alltsa ar integralen konvergent, enligt Fubinis sats, med vardet 1.
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