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Om vi ser pd F(x,y) = k &r detta "typiskt” en kurva.
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Nivakurvor

Om vi ser pd F(x,y) = k &r detta "typiskt” en kurva.Men
e om F(x,y) = k for varje (x, y) blir detta hela R?,
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Nivakurvor

Om vi ser pd F(x,y) = k &r detta "typiskt” en kurva.Men
e om F(x,y) = k for varje (x, y) blir detta hela R?,
e om F(x,y) = x>+ y? och k = 0 blir det bara punkten (0,0).
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Nivakurvor

Om vi ser pd F(x,y) = k &r detta "typiskt” en kurva.Men
e om F(x,y) = k for varje (x, y) blir detta hela R?,
e om F(x,y) = x>+ y? och k = 0 blir det bara punkten (0,0).

Implicita funktionssatsen ger villkor p& en punkt (a, b) som ligger
p& nivdkurvan F(x,y) = k for att denna kurva lokalt kring (a, b)
ska vara en kurva och t.ex. definieras av en graf y = f(x), och
allmdnnare liknande p&stenden i flera variabler.
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F(Xa}/):X2+4y2_4:0.
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F(Xa}/):x2+4y2_4:0.

VF(L,V3/2)

Flx.y) =\y\&v,§(z,0) )

Q>




Exempel

F(x,y) = x>+ 4y> —4=0.

VF(1,/3/2)

ATy
F(ny):\’\/ 20

Notera att de punkter pad kurvan dar vi lokalt inte kan I6sa ut y
som funktion av x dr precis punkterna £(2,0) eftersom vi runt
dessa kommer ha tva olika y-vdrden. Det som kidnnetecknar dessa
punkter &r just att £, = 0 hér.
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En ekvation med tva variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y) ér en reellvird funktion av klass C* sidan att

F(a, b) =0 och Fj(a, b) # 0, d& finns ndgon omgivning till (a, b)
sidan att den del av nivdkurvan F(x,y) =0 som ligger i denna
omgivning ar grafen till en funktion y = f(x) av klass CK. Denna
funktion uppfyller med andra ord F(x,f(x)) =0 och b = f(a).
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En ekvation med tva variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y) ér en reellvird funktion av klass C* sidan att

F(a, b) =0 och Fj(a, b) # 0, d& finns ndgon omgivning till (a, b)
sidan att den del av nivdkurvan F(x,y) =0 som ligger i denna

omgivning ar grafen till en funktion y = f(x) av klass CK. Denna
funktion uppfyller med andra ord F(x,f(x)) =0 och b = f(a).

Implicit derivering:
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En ekvation med tva variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y) ér en reellvird funktion av klass C* sidan att

F(a, b) =0 och Fj(a, b) # 0, d& finns ndgon omgivning till (a, b)
sidan att den del av nivdkurvan F(x,y) =0 som ligger i denna
omgivning ar grafen till en funktion y = f(x) av klass CK. Denna
funktion uppfyller med andra ord F(x,f(x)) =0 och b = f(a).

Implicit derivering: Om F(x,y) och y = f(x) uppfyller b = f(a)
och F(x,f(x)) =0 for x nara a,
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En ekvation med tva variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y) ér en reellvird funktion av klass C* sidan att

F(a, b) =0 och Fj(a, b) # 0, d& finns ndgon omgivning till (a, b)
sidan att den del av nivdkurvan F(x,y) =0 som ligger i denna
omgivning ar grafen till en funktion y = f(x) av klass CK. Denna
funktion uppfyller med andra ord F(x,f(x)) =0 och b = f(a).

Implicit derivering: Om F(x,y) och y = f(x) uppfyller b = f(a)
och F(x,f(x)) =0 for x nara a, i sé fall galler enligt kedjeregeln

d oF oF df d
S FOF(0) = G0 F00) + 5o F() - 00 = S0 =0,
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En ekvation med tva variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y) ér en reellvird funktion av klass C* sidan att

F(a, b) =0 och Fj(a, b) # 0, d& finns ndgon omgivning till (a, b)
sidan att den del av nivdkurvan F(x,y) =0 som ligger i denna
omgivning ar grafen till en funktion y = f(x) av klass CK. Denna
funktion uppfyller med andra ord F(x,f(x)) =0 och b = f(a).

Implicit derivering: Om F(x,y) och y = f(x) uppfyller b = f(a)
och F(x,f(x)) =0 for x nara a, i sé fall galler enligt kedjeregeln

d oF oF df d
S FOF(0) = G0 F00) + 5o F() - 00 = S0 =0,

Om nu Fj(a, b) # 0 far vi (eftersom b = f(a)):

Fi(a, b)

f'(a) = _F}’,(a7 b)’
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F(x,y,z)=0

VF(a,b,c) = (F(a, b,c), Fy(a, b, c), Fy(a, b, c))
-2 0 2

DA



En ekvation med tre variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y,z) ar en reellvird funktion av klass CX sdan att
F(a,b,c) =0 och F.(a, b,c) # 0, d§ finns ndgon omgivning till
(a, b, c) sddan att den del av nivdytan F(x,y,z) = 0 som ligger i
denna omgivning &r grafen till en funktion z = f(x,y) av klass C.
Denna funktion uppfyller med andra ord F(x,y,f(x,y)) =0 och
c = f(a,b).
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En ekvation med tre variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y,z) ar en reellvird funktion av klass CX sdan att
F(a,b,c) =0 och F.(a, b,c) # 0, d§ finns ndgon omgivning till
(a, b, c) sddan att den del av nivdytan F(x,y,z) = 0 som ligger i
denna omgivning &r grafen till en funktion z = f(x,y) av klass C.

Denna funktion uppfyller med andra ord F(x,y,f(x,y)) =0 och
c = f(a,b).

0 OF OF of
@F(Xay’ f(Xa}/)) - ?y(xvyv f(X7Y))+§(X7y7 f(Xv)/)) 8}/(X y) 0.

Om nu F.(a, b, c) # 0 far vi

Fy(a, b, c)

/ —
Wb = G b0
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En ekvation med tre variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Om F(x,y,z) ar en reellvird funktion av klass CX sdan att
F(a,b,c) =0 och F.(a, b,c) # 0, d§ finns ndgon omgivning till
(a, b, c) sddan att den del av nivdytan F(x,y,z) = 0 som ligger i
denna omgivning &r grafen till en funktion z = f(x,y) av klass C.
Denna funktion uppfyller med andra ord F(x,y,f(x,y)) =0 och
c = f(a,b).

0 OF OF of
@F(Xay’ f(Xa}/)) - ?y(xvyv f(X7Y))+§(X7y7 f(Xv)/)) 8}/(X y) 0.

Om nu F.(a, b, c) # 0 far vi

~—

F/(a7 b7 C) F)’((a, b,C
f;(a7 b) = - = b

- @@ / e
Fi(a, b,c)’ f(a,b) Fi(a b,c)
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_Tva ekvationer, tejveitg bl
{F“%Azo

G(X7y,z) — O

«O0>» «F>» «ZE» «E» ) o



| Tva ekvationer, tre variabler

{ F(x,y,z)=0
G(x,y,z) =0

F, Fi| |F, F||F. F
vexve- (|2 glla gl &)

" Gl|'l6, ¢l’|e, ¢

1 o] 1
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Tva ekvationer, tre variabler

Sats (Implicita funktionssatsen)

Antag att F, G av klass C¥ uppfyller

B g;(abc) %’Z:(abc)
F(a,b,c) =0
G(a,b,c)=0 " 7 0.
T %(a, b, c) %—f(a, b, c)
D3 finns det en omgivning till (a, b, ¢) sddan att Iésningarna till
ekvationssystemet
F(x,y,z)=0
G(x,y,z) =0

som ligger i dennna omgivning ar en parameterkurva p§ formen
y = f(x), z=g(x). Vi har allts§

{F(X,f(x),g(x)) = 0 och {b = f(a)
G(x,f(x),g(x)) = 0 c = g(a)

-
Flervariabelanalys Implicita funktionssatsen



Implicit derivering, tvd ekvationer, tre variabler

Flx. f(x).g(x)) = 0 b = f(a)
{G<x(>(>)— och { -

Flervariabelanalys Implicita funktionssatsen



Implicit derivering, tvd ekvationer, tre variabler

F(x,f(x).g(x)) = 0 {b = f(a)
G(X,f(X),g(X)) =0 c = g(a)7
SF(F(x).8() =9+ 90 - &L+ 9 € =0
LG(x, f(x),8(x) =52 +9C L +9¢. & =0
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Implicit derivering, tvd ekvationer, tre variabler

F(x,f(x),g(x)) = 0 och {b = f(a)
G(x,f(x),g(x)) = 0 c = g(a),

OF . df | OF dg
dx + By  dx + 7 0z 3 =0
aX + BG df + oG dg __ 0.

0z dx

S F(x f(x),8(x)
5 G(x. f(x), (x))

Om nu oF oF
ay(a,b.c) 52(a b,c)

#0,

%f(a b, c) %—f(a, b, c)

-1

<f’(a)> - 9(a,b,c) 8L(a,b.c) <F)’<(a, IZ, C)> _

!/
% (a,b,c) 2(abc)) NP
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Notera att antagandet att vi har homogena
ekvationer/ekvationssystem ar utan forlust d& vi kan titta pd F — k
istallet.
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Notera att antagandet att vi har homogena
ekvationer/ekvationssystem ar utan forlust d& vi kan titta pd F — k
istallet.

Det g&r ockss bra att byta roll pa variablerna. T.ex. om vi har en
funktion F(x,y) s&dan att F(a, b) = k och F/(a, b) # 0 da ges
nivdkurvan lokalt som en graf x = g(y) istallet. Jamfor detta i
ellipsfallet ovan. Lokalt runt punkterna +(2,0) gar det bra att ldsa
ut x som funktion av y.
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Implicita funktionssatsen, allman form*

Lat F = (F1, Fa, ..., F,) vara en funktion av m 4 n variabler

X = (X1, X0, ., Xm, Y1, Y2, - -, ¥n) av klass C¥ i ndgon omgivning
till punkten (3, b) (3 € R™, b € R") sadan att F(3,b) = 0 och
funktionaldeterminanten

—(3,b

5h) 20
da finns i ndgon omgivning till punkten 2 exakt en funktion
f=(f,h,...,f) (av m variabler med virden i R") av klass C*

s&dana att i denna omgivning géller

b=f(3a), F(x,f(x))=0
och _ -
of oF\ "~ OF . .
8Xj__<8)_/> a—)gforj—l,Q,...7m.
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