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Del A

OBS! P̊a uppgift 1-3 ska bara svar anges p̊a tentan. Nedan finns dock lösningsskisser
med även för dessa uppgifter.

1. Fr̊an uppgiften har vi funktionen f(x, y) = e−(x2+y2).

(a) f ′
x(x, y) = −2xe−(x2+y2) och f ′

y(x, y) = −2ye−(x2+y2). (1p)

(b) Fr̊an lösningen ovan ser vi att f ′
x(1, 1) = −2e−2 och f ′

y(1, 1) = −2e−2, och
f(1, 1) = e−2 s̊a en ekvation för tangentplanet genom (1, 1, e−2) är

z = f(1, 1) + f ′
x(1, 1)(x− 1) + f ′

y(1, 1)(y − 1)

⇐⇒ z = e−2 − 2e−2(x− 1)− 2e−2(y − 1)

⇐⇒ z = 5e−2 − 2e−2(x+ y).

2. Fr̊an uppgiften har vi funktionen f(x, y, z) = x2y + y2z + z2.

(a) Vi har att ∇f(x, y, z) = (2xy, x2 +2yz, y2 +2z) och därmed är ∇f(2, 0, 1) =
(0, 4, 2). S̊a slutligen är

f ′
n(2, 0, 1) = ∇f(2, 0, 1) · n

=
1√
6
(0, 4, 2) · (1, 1,−2) = 0

för n = 1√
6
(1, 1,−2). (1p)

(b) Vi noterar att f(2, 0, 1) = 1 s̊a (2, 0, 1) är verkligen en punkt p̊a ytan f(x, y, z) =
1. En normalvektor till niv̊aytan f(x, y, z) = 1 i (2, 0, 1) är ∇f(2, 0, 1) =
(0, 4, 2). Det betyder att en ekvation till tangentplanet i punkten (2, 0, 1) är

(0, 4, 2) · (x− 2, y − 0, z − 1) = 0 ⇐⇒ 4y + 2z = 2 ⇐⇒ 2y + z = 1.

(1p)



3. (a) Vi skissar omr̊adet D:

x

y

x = 4− y2

D

∫∫
D

xdxdy =

∫ 2

−2

∫ 4−y2

0

xdxdy =
1

2

∫ 2

−2

(4− y2)2dy

=
1

2

∫ 2

−2

(y4 − 8y2 + 16) dy =
1

2

[
y5

5
− 8y3

3
+ 16y

]2
−2

=
256

15

(1p)

(b) Omr̊adet, som är “övre halvan” av klotet med centrum i origo och radie 2,
ges i sfäriska koordinater av {(r, θ, φ) : 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ ≤ 2π}.
Allts̊a gäller∫∫∫

D

dxdydz =

∫ 2

0

∫ π/2

0

∫ 2π

0

r2 sin θdrdθdφ

=

(∫ 2

0

r2dr

)(∫ π/2

0

sin θdθ

)(∫ 2π

0

dφ

)
=

8

3
· 1 · 2π =

16π

3
.

Del B

4. För att ta fram stationära punkter löser vi ekvationen

∇f(x, y) = 0 ⇐⇒

{
y − 2x− 2 = 0

x− 2y − 2 = 0
⇐⇒

(
−2 1
1 −2

)(
x
y

)
=

(
2
2

)
⇐⇒

(
x
y

)
= −1

3

(
2 1
1 2

)(
2
2

)
⇐⇒

(
x
y

)
=

(
−2
−2

)
,

s̊a det finns exakt en stationär punkt (x, y) = (−2,−2). För att undersöka sin
karaktär beräknar vi

f ′′
xx(−2,−2) = −2 f ′′

xy(−2,−2) = 1 f ′′
yy(−2,−2) = −2,



s̊a den kvadratiska formen är(
h k

)(−2 1
1 −2

)(
h
k

)
= −2h2 + 2hk − 2k2 = −2

(
h− 1

2
k

)2

− 3

2
k2

vilken är negativt definit och därmed har f en lokal maximum i (−2,−2).

5. (a) Vi sätter

f(x, y) =
x2 + 2y4

x2 + y2

och noterar att f(x, 0) = 1 → 1 d̊a x → 0 och f(0, y) = 2y2 → 0 d̊a y → 0.
Eftersom 1 ̸= 0 kan gränsvärdet inte existera.

(b) Vi använder polärakoordinater för att beräknar att∣∣∣∣x3y2 + x2y3

(x2 + y2)2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(ρ cosφ)3(ρ sinφ)2 + (ρ cosφ)2(ρ sinφ)3

(ρ2 cosφ+ρ2 sin2 φ)2

∣∣∣∣
= ρ

∣∣cos3 φ sin2 φ+ cos2 φ sin3 φ
∣∣

och eftersom
∣∣cos3 φ sin2 φ+ cos2 φ sin3 φ

∣∣ är begränsade och ρ → 0 d̊a (x, y) →
(0, 0) existerar gränsvärdet enligt instängningssatsen och

lim
(x,y)→(0,0)

x3y2 + x2y3

(x2 + y2)2
= 0.

6. Vi räknar fr̊an första ekvationen att

f(x, y) = arctan(xy) + x2y + h(y)

där h ∈ C1. Sedan m̊aste

f ′
y(x, y) =

x

x2y2 + 1
+ x2 + h′(y)

och genom att sätta den sista uttrycket lika med högerledet av andra ekvationen
ser att h′(y) = 0, s̊a h(y) är en konstant funktion. Med hjälp av tredje ekvationen
är

3 = f(0, 0) = arctan(0) + 0 + h(0)

s̊a h(y) = 3 och f(x, y) = arctan(xy) + x2y + 3.

7. Det givna variabelbytet är s̊adant att

d(x, y)

d(u, v)
=

∣∣∣∣13 −1
3

2
3

1
3

∣∣∣∣ = 1

3

och omr̊adet D = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1} är avbildningen av omr̊adet
E = {(u, v) : u ≥ v, v ≥ −2u, u ≤ 1} ty

u− v = 3x ≥ 0,

2u+ v = 3y ≥ 0, och

u = x+ y ≤ 1.



x

y

x+ y = 1

D

(x, y) = (u
3
− v

3
, 2u

3
+ v

3
)

u

v

v = u

u = 1

v = −2u

E

Därför kan vi räkna att∫∫
D

(y − 2x)2
√
x+ y dxdy =

∫∫
E

v2
√
u
1

3
dudv =

1

3

∫ 1

0

∫ u

−2u

v2
√
u dvdu

=
1

9

∫ 1

0

[
v3u

1
2

]v=u

v=−2u
du =

1

9

∫ 1

0

(
u3u

1
2 + 8u3u

1
2

)
du =

∫ 1

0

u
7
2 du =

[
2

9
u

9
2

]1
0

=
2

9
.


