Losningsskisser till tentamen i Flervariabelanalys TATA69, 2011-01-12

1. Linjért byte v = x, v = 2y med dudv = 2 dxdy och nytt omrade E : 1 < u?410? <
9, u <0, foljt av planpoléart byte u = pcosp, v = psin ¢ med dudv = pdpdy och
nytt omrade F': 1< p <3, 71/2 < ¢ < 31/2, ger
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2. Lat f(x,y,2) = yz + zx + xy och berdkna Vf(z,y,2) = (y + z,z + z,x + y).
Tangentplanet i (a,b,c) pa ytan ar parallellt med planet 2x + y + z = 0 om och
endast om (b+c,a+c,a+0b) x (2,1,1) = (0,0,0). Vi far ekvationssystemet

c—b=0,
2a +b—c=0,
b—c—2a=0,

bc+ca+ab=1.

De bada mellersta ekvationerna &r ekvivalenta med a = 0, enligt forsta ekvationen.
Insittning i sista ekvationen ger b* = 1. Vi far 1osningarna (0,1, 1) och (0, —1, —1).
De sokta tangentplanen blir 2x +y + 2z = 2 och 20 +y 4+ 2z = —2.

3. Linjart variabelbyte:

v=y— 2z, ————= =10 1 —1|=2, dudvdw = |2|dxdydz = 2dzdydz,
d(z,y, 2) 01 1
w=1Y-+z,

ger nytt omrade E som begriansas av de fyra planen v = 0, v = 0, w = 0 och
u—v+w = 2. Alltsd &r E en tetraeder med horn i (0,0,0), (2,0,0), (0,—2,0) och
(0,0,2), sa
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4. Stationdira punkter fas ur ekvationssystemet f, = 32> +6zx42z = 0, f; =4dy—2z =
0, fl = 22+422—2y = 0. De tva sista ger z = 2y och x = —y, som insatt i den forsta
ger 3y*>—2y = 0, och dérmed de stationira punkterna (0, 0,0) och (—2/3,2/3,4/3).
:?,fldranerivatorna blir f, = 6z +6, f,, =0, fi. =2, f,, =4, f,. = =2 och

I punkten (0,0,0) far vi den kvadratiska formen
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= 6h% + 4k* + 202 + 4hl — 4kl = 2(1 + h — k)* + 2(k + h)? + 212,



sa Q(h,k,1) > 0 for alla (h,k,l), och Q(h,k,l) = 0 endast om [ +h — k = 0,
k4 h =0 och h = 0, d.v.s. endast om (h,k,l) = (0,0,0). Q &r alltsa positivt
definit, och (0,0, 0) &r saledes en lokal minimipunkt for f.

I punkten (—2/3,2/3,4/3) ar fI =2, och vi far
Q(h, k1) = 2h* + 4k* + 21> + 4hl — 4kl = 2(1 + h — k)* + 2(k + h)* — 2h?,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(0,0,1) =2 > 0 och Q(1,—1,—2) = =2 < 0, s&
punkten (—2/3,2/3,4/3) ar ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: (0,0,0) &r en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

. Kedjeregeln ger forst 2, = zu, + 2,0, = 2, + yz, och 2z, = zu, + zv, = 12,

och sedan 2, = (z,), = (v2,), = 2z, + ©(2,), = 2, + (2, + yz,,) och z;, =
(z), = (z2,), = x(2), = a°z,,. Differentialekvationen blir 2%z, = 1, d.v.s.
2= 1/ = 1/u2 i omradet x > y > 0. Integrering ger z/, = v/u® + g(u) och
z=—v/u+ Gu)+ H(v) = —y + G(z) + H(zy), dir G och H &r C*>-funktioner av
en variabel. Villkoren ger nu 1 + z = z(z,0) = G(z) + H(0) och € = z(z,z) =
—2+G(x)+H(x?) for x > 0, alltsa G(t) =t —1— H(0) och H(t) = H(0)—1+¢Y?,
och dirmed z(z,y) =z — y + V™.

Svar: z(z,y) = & — y + eV,
. Integralen &r generaliserad, men integranden ar positiv, sa upprepad integration
och variabelbyte ar tillatet. Rymdpoldra koordinater x = rsin 6 cos ¢, y = rsin @ sin ¢,

2z = rcosf med dredydz = r*sin@drdfde och nytt omrade E, som bestims av
cos? 0 < sin?0, alltsa av r > 0, m/4 < 0 < 37/4 och 0 < p < 27, ger
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