Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2019-10-23
1. (a) Funktionen f(z,y) = 2?43y +4zy = (z+2y)? —y? ar en indefinit
kvadratisk form, och har darmed sadelpunkt i origo.

(b) Origo &r inte ens en stationdr punkt for funktionen f(z,y) =
2?2 + 5y% + 4zy + x, eftersom f/(0,0) =1 # 0.

(¢) Omskrivningen f(z,y) = 2 4+ 4y* + 4oy + 23 = (z + 2y)* + 23
visar att f(t,—t/2) = t3, vilket vixlar tecken da t véxlar tecken. I
varje omgivning till origo finns det alltsa dels punkter dar f(z,y)
ar storre an f(0,0) = 0, dels punkter dar f(x,y) dr mindre.

Svar: Origo ar inte en lokal extrempunkt for f i nagot av fallen.
2. Omradet D é&r en cirkelsektor med radie 2

Y

Poléra koordinater, samt det faktum att D upptar 3/8 av hela cirkel-
skivans area, ger

J]w=1 df’fdy—// ydrdy — [[ dvdy
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(Notera att svaret maste bli negativt, eftersom y — 1 < 0 da (x,y) € D.)

Svar: Se ovan.

1



3. Sitt F(x,y) = 2®y+z+1°, s att ekvationen ar F'(z,y) = —3. Funktion-
en F ar uppenbart av klass C! (t.0.m. av klass C*), punkten (2, —1)
uppfyller ekvationen, samt

2xy + 1 -3
VF(,y) = (mziw) — VF(2,-1)= ( 9>

sd att F)(2,—1) = 9 # 0. Forutsittningarna for implicita funktions-
satsen ar alltsa uppfyllda, och den sdger da att ekvationen implicit
definierar en C'-funktion y = f(z) nira punkten ifrdga, vilket skulle
visas.

Definitionsmassigt géller f(2) = —1, och derivering av identiteten
F(z, f(x)) = 2%f(z) + = + f(x)° = =3 (for z i ett intervall kring 2) ger

d

0=

(Fa. 1)) = 20f(@) + 2 (@) + 14 5f(2)" f'(2).
Inséttning av e =2 ger 0=2-2-(=1)+22f/(2)+ 1+ 5- (=1)*f'(2) =
9f'(2) — 3, alltsa f/(2) = 1/3.

(Man kan dven anvdnda formeln f'(2) = —

Svar: Bevis enligt ovan. f(2) = —1 och f'(2) = 1/3.

4. Insdttning av linjens parameterekvation (x,y,z) = (1,—1+¢,2 + t)
i ytans ekvation z = 23 + 2zy ger 2+t = 13 +2-1- (=1 +t), dvs.
t = 3. Linjen skar alltsa ytan i punkten (1,2,5). Skriv ytans ekvation
som F(z,y,2) = 2° + 22y — 2 = 0 fér att berikna normalvektorn n i
punkten:

3z% + 2y 7
VF(z,y,z) = 2x — n=VF(1,2,5)=| 2
-1 —1

Tangentplanets ekvation ar darmed 7z + 2y — z = D, dér insédttning av
(1,2,5) ger D = 6.

(Alternativt, skriv ytans ekvation som z = f(z,y) = 23 + 22y och ta
fram tangentplanet sihér: z = f(1,2)+f,(1,2) (x—1)+f,(1,2) (y—2) =
5+7(x—1)+2(y—2) =T+ 2y —6.)

Svar: 7z 4+ 2y — z = 6.



5. Med det foreslagna variabelbytet u = x, v = 22% + y far man fran
kedjeregeln att
2 =zul + 20 =2 +4x 2
och
2z, = 2, + 2V, = 2,

sa PDEm 2, — 4z z;, = 32 uttryckt i de nya variablerna blir

I p—
z, = 3%2.

Denna differentialekvation fragar vilka funktioner som é&r lika med sin
egen derivata, sandr som pa en faktor 3. Vi kan betrakta det som kéant
fran TATA42 att en sddan funktion maste vara en konstant ganger e3“,
dar "konstanten” i detta fall far bero pa v, eftersom det ror sig om
partiell derivata d/0u. Eller sa kan man héarleda detta, t.ex. genom
multiplikation med den integrerande faktorn e=3“:

2 —32=0 < e ¥z + (=3 )z =0

= 2(e2)=0
—3u

— e “z(u,v) = g(v)
— z(u,v) = g(v)e*.
I de ursprungliga variablerna far vi alltsa

2(z,y) = g(22° + y) €,

déir g ar en godtycklig C'-funktion av en variabel. Bivillkoret z(1,y) = 3?
ger g(2+y)e® = y?, alltsd g(t) = (t — 2)%e 3, och 16sningen blir dirmed

2(x,y) = (20 +y —2)* e,

Svar: z(z,y) = (222 +y — 2)2 @1,



6. Vi kan forst notera dven i denna uppgift att svaret maste bli negativt;
olikheterna 0 < z < —y och x < y visar ju att * < 0 da (z,y) € D.

For utrakning av integralen kan man t.ex. anvédnda stavar i z-led:

[J] stz = J[ ([ os) ardy

dér D:s projektion pa xy-planet ar
E:{(x,y) cR*:2<y<2-2%0< —y},

alltsa de punkter som ligger ovanfor linjen y = x och nedanfér parabeln
y = 2 — x? samt har negativ y-koordinat:

Y Y=z

Detta ger

M= s 1 ([ emnas)a

" Jyes {_%ﬁy]i:— 7=y dy

0 4

= ;/_2@(2 —y) =y’ )dy =3y’ — 3’ —1v*] = -3

Aven med skivor for fixt z fis en ganska kort 16sning. Tvérsnittet ar
DZ:{(x,y) ERQ:x§y§2—m2,y§—z}

(se figur pa nésta sida), dar villkoret z > 0 &r givet, och z < 2 kravs for
att D, inte ska vara tomma méngden. Detta ger

///Dxdxdydz:/zzzo (//Zxdxdy)dz
-/ (/y:: (/i nyd.fc)dy)dz:---:—;l.
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y=2—z°

Ett annat framkomligt alternativ ar att anvénda skivor for fixt x:

///Dxdxdydz = /::]:2 (// ) xdydz) dx = /0235 Area(D,) dz.

Tvéarsnittet D, bestar av de punkter (y, z) som ligger i remsan till hoger
om linjen y = x och till vinster om linjen y = 2 — 22 (och hir méaste
—2 < x <1 gilla for att den forsta linjen ska ligga till vanster om den
andra) samt i sektorn ovanfor linjen z = 0 och nedanfor linjen z = —y
(och hér maste x < 0 gélla om remsan ovan ska dverlappa denna sektor,
alltsda —2 < 2 < 0 allt som allt).

Tvérsnittet ser olika ut beroende pa om linjen y = 2 — z? ligger till
vanster eller till hoger om z-axeln, alltsa om —2 < x < —V2 (vénstra
figuren) eller —/2 < z < 0 (hogra figuren):

y:2—x2 “
z =Y z=—Y
y=x o Y=z y=2—x°
1 1+
-2 1 Y -2 1 Y

I det senare fallet bestar D, av en halv kvadrat med sidan |z|, s& att

Area(D,) = %a:z, medan man i det forstnamnda fallet maste dra bort

en halv kvadrat med sidan |2 — 27|, sd att Area(D,) = 122 — 1(2—2?%)%.



Alltsa

ddd—iﬁlQ L9 _ +22) ¢4 0 1,2 g
///Dxxyz—/_2 x(ix—i( —x))x—i-/_ﬂa%?x x
0 —V2
:[2 %xgdx—[2 lz(2—2%)da

= [+ [ -]

:(0—2)+(0—I§):_‘3‘.

Aven stavar i y-led fungerar. Fran olikheterna z < y < 2 — 22 och

y < —z < 0 ser man att y maste uppfylla r <y < min(2 — 2%, —2), s&

D:s projektion pa xz-planet blir
F = {(:c,z) cR?: 72 <min(2 — 2%, —2), —z < O}
:{(a:,z) ceR*:2<2—2% < —2, 220}
:{(x,z)€R2:—2§x§1,$§—z,220},
vilket &r en triangel med hérn i (z, z) = (0,0), (—2,0) och (—2,2). Dela

denna triangel lings kurvan z = 22 — 2 i delomraden F; och F, dér
2 — 22 < —zresp. 2 — 2% > —2; detta ger

///D x dxdydz = //E </min(2x27Z) :vdy) dxdz
y=c
— //F1 (a:/yiidy) alacaler//F2 (m/@,:zd@ drdz

\/5 z2-2
= (/ x(2—x2—x)dz> dx

r=—2 =0
2

+ - </x;zmx(—z—x) dx) dz
.‘:4—8\/§+8(—3+\/§) 4

15 15 3

Svar: —4/3.



