Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2020-06-03

1. (a) Vf(0,0) = (1,—2) # (0,0) s& origo ar inte en stationdr punkt, och siledes inte en lokal
extrempunkt.
Svar: Varken lokalt maximum eller lokalt minimum.

(b) Derivering och insdttning av punkten ger

1 6
f;:§—zxf3y+x2, fi(1,0)=0, f,=3-3z+20y, f(1,0)=0,

s& (1,0) dr en stationdr punkt. Vidare har vi

3 1

Den kvadratiska formen

Q(h. k) = fI,(1,0)h* + 2f (1,0) hk + f,(1,0) k*

= 1h? — 6hk + 20k* = 1 ((h — 6k)* — 36k) + 20k* = S (h — 6k)* + 2k*

1
2
ar positivt definit (ty Q(h, k) > 0, med likhet omm h — 6k = 0 = k, dvs. (h,k) = (0,0)), s& f
har ett lokalt minimum i (1, 0).
Svar: Lokalt minimum.
(c) Eftersom f(z,y) = (z —y)* > 0= £(0,0) for alla (z,y) s har f ett globalt (och dirmed &ven
lokalt) minimum i (0,0).
Svar: Lokalt minimum.

2. (a) Mingden D avgrinsas av parabeln y = —2 och linjen = +y = —2:

Y
TH+y=-2

1 4

—1 2
+ + 1
y=—a
y=—4- x?

Olikheten x2 +y + 4 > 0 giller i omradet y > —4 — 22, alltsd ovanfér kurvan y = —4 — 22
Dérmed dr den uppfylld for alla (z,y) € D, eftersom hela omradet D ligger ovanfoér den kurvan.
(Man kan dven visa detta genom att resonera med olikheter: for (z,y) € D géller y > —2 — x
och dirmed 22 +y+4 > 22+ (-2 —2)+4 =2 -2 +2=(x—1/2)2+7/4>7/4 > 0.)
Eftersom integranden z2 4 y + 4 alltsd dr positiv pa integrationsomradet D méaste integralen I
vara positiv.

Svar: I > 0.

(b) Kurvorna y = —22 och y = —2 — z skiir varandra dd z = —1 eller z = 2. S& D = {(x,y) :
—1<2<2,-2—2<y< -2} och

2 —a? ,
I://(x2+y+4)dxdy:/ / (@ +y+4)dy dac:n.zﬁ_
K —1 /2 20

Svar: 279/20.



3. (a) Kedjeregeln ger Vf = (f7, f;) = (¢'(z® + cosy) - 2z, ¢ (2* + cosy) - (—siny)). Eftersom
§/(12 + cosm) = g/(0) fir vi V(1L m) = (¢/(0) -2 1,¢/(0) - (—sinm)) = 24/(0) (1,0)
Svar: 2¢'(0) (1,0).

(b) Vi observerar att v har lingd 1, sa fi(1,7) = Vf(1,7) -7 = 24'(0) (1,0) - %(2, 1) = % g'(0)
4 /
Svar: -2 (0)
V5
(¢) Riktningen for snabbaste tillvixt fis genom att normera gradienten:
__ Vim _ 24(0)1,0) _ ¢'(0) /
7= - - (1,0) = |eftersom ¢/(0) < 0} — —(1,0) = (~1,0).
VA, 129'(0)(1,0)  [g'(0)]
Svar: (—1,0).
4. (a) Med u =2 och v = y\/z fas
i ! / y /!
up =1, wuy, =0, U‘”:ﬁ’ vy = V.
Detta ger
z = Zyul, + 2,0 = 2, + Q\y/Ez,’J, 2z, = 2y, + 2,0y, = Tz,
sé att
_ Yy _ _ _ 2, _ .3/2
2wz, — yz, = 2 (z; + 2\/520 —y(Vxzl) = 2x2!, = 2uz!, = 2%y = u*/?v.
Alltsa 2uz!, = u3/?v, vilket (eftersom u = x > 0 enligt forutsittning) ér ekvivalent med
z, = \/21711'

Integration m.a.p. u ger z(u,v) = %u3/20+f(v) for u > 0, dar f(v) dr en godtycklig envariabel-
funktion av klass C', alltsé z(z,y) = $22y + f(y/x) for z > 0.

2
Svar: 2(z,y) = =X + f(yv/a), diir f € C'(R).
(b) Bivillkoret &r 0 = 2(4,y) = ¢ + f(2y). Med ¢t = 2y fas 0 = & + f(¢), dvs. f(t) = —8t/3, s&

2 2
att z(z,y) = % - 8y;)/5’ Svar: z(x,y) = xg—y - %
(¢) Derivering av den allménna lésningen z = $a%y + f(y\/z) frén (a) med kedjeregeln ger
2xy Y z2
! ! ! !
Zz:TJrf(y\/E)m; Zy:§+f(y\/‘¥)\/§'

(Observera att det méaste sta f’ pd bada stéllena hér; att skriva f; resp. f, ér fel.) Sa

2wz, — Yz, =2 (2?/ + f’(y\/a?)%%) —y (22 + f’(m@ﬁ) = =2y,

vilket visar att 16sningen i (a) r korrekt.
8
3

,_ 2wy 4y / > 8z

Derivering av partikuldrlosningen z = %xzy — Sy /z fran (b) ger pd motsvarande séitt

X
=TTy T3 v 33

2 4 2 8
Qa:z;—yz{,=2x(§y—3f//§)—y(x—ﬁ> =...=z%.

sa att

Vidare géller

42y ByVi
) =5 -5 =0

sa dven bivillkoret ar uppfyllt.



5. Integralen ar generaliserad, men eftersom integranden &ar positiv kan vi tillampa Fubinis sats och far

1 & 1
———— dxdydz = ————dz | dzd
///D @+ )2 Y //+ </=+ (@® + )22 ) e
-1 v dxdy
lim |———— dxrdy = —_—
//a:2+y2>4 w—00 {(372 +1/2)Z]z—12+y2 Y //gc2+y2>4 (22 +92)2

2m oo R
d -1
= [pol. koord.] = / (/ '04'0) de =27 lim {2] =T
=0 p=2 P R— 00 2p 2 4

Svar: Integralen dr konvergent med vérdet /4.

6. Vi har foljande fall att beakta:
e a#0ochb#0:

2 3 3
T4 —2y —2b 2 .
12 — ayg —ab3 =- da ((E,y) - (O7b)7
eftersom nimnaren gar mot —ab3 # 0, och vi kan foérkorta bort b3 # 0. S& griinsvérdet existerar
och ar 2/a.
e a =2 och b= 0: Eftersom b = 0 ska vi undersoka gransvirdet da (z,y) — (0,0). Insdttning av
a =2 ger
% — 23 _ x? — 293 _q
22 —ayd 2% —2y3
for alla (z,y) dir uttrycket ér definierat (dvs. 6verallt utom lings kurvan z? = 2y3), s&

gransvardet da (z,y) — (0,0) existerar och ar 1.

o a#2ocha#0,samt b= 0: Aven hir ska (z,y) — (0,0). Léngs linjen z = 0 far vi

02-2% 2 2
ST 2 L2 qay o,
02—ay? a a ay

men langs linjen y = 0 far vi

x? —2-02 x? .
m:ﬁzl%l dal'—>0,

s& gransvirdet existerar ej.

e a = 0: Vi har uttrycket

Detta uttryck r lika med 0 resp. 1 lings kurvorna 2y3 = 22 resp. y = 0 (med origo undantaget
i bada fallen), sd det saknar gransvérde i origo (dvs. gransvirdet existerar ej i fallet b = 0).
Om b # 0 har vi

1—- = =

23 —oc0 omb>0 .
22 { da (z,y) — (0,b),

oo omb<0

sa gransvirdet dr inte dndligt. Oavsett b:s virde existerar alltsd inte gransvirdet dndligt nér
a=0.

Svar: Gransvirdet existerar 4ndligt omm a och b bada &r nollskilda (och &r dé 2/a) eller (a,b) = (2,0)
(och ar da 1).



